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Capitulo 1

Nociones basicas

1. Conjuntos

Definiciones.

Llamaremos conjunto a cualquier coleccion de objetos. Cada uno de esos objetos se lla-
maré elemento del conjunto.

Usualmente se denotardan a los conjuntos con letras mayusculas y a sus elementos con
minusculas.

Un conjunto A se dird contenido en otro By se denotara por A C B cuando todo elemento
de A pertenece también a B.

Dos conjuntos, Ay B, se diran iguales si y slosi AC By B C A.

La pertenencia de un objeto a a un conjunto A se denotara por a € A y la no pertenencia
por a &€ A.

Llamaremos conjunto vacio, (), al conjunto que no tiene elementos.

Diremos que un conjunto es finito si s6lo contiene una cantidad finita de elementos.

El cardinal de un conjunto A es el nimero de elementos que éste contiene, pudiendo ser
infinito. Lo denotaremos por Card A.

Notacién

{z : x satisface P} denota al conjunto cuyos elementos satisfacen la propiedad P.



1.1. Operaciones con conjuntos

Dados los conjuntos A, By U talesque ACU y B CU:

1. La union de Ay B es el conjunto: AUB={z:2x€ Aoz € B}

2. La interseccion de Ay B es el conjunto: ANB={x:x€ Ayx € B}.

3. La diferencia de Ay B es el conjunto: AAB={z:2€ Ay ax ¢ B}.
4. El complementario de A en U es el conjunto: A° = U\ A.
5. El producto cartesiano de Ay B es el conjunto de pares: Ax B = {(a,b) :a € Ay b€ B}.

1.2. Propiedades de estas operaciones

Dados dos conjuntos, A y B, contenidos en el conjunto U, se tiene:

1. Propiedad conmutativa de la unién y la interseccion: AUB =BUA, ANB=BNA.

2. Propiedad asociativa de la unién y la intersecciéon: AU(BUC) = (AUB)UC, AN(BNC) =
(ANnB)NC.

3. Propiedad distributiva: AU(BNC) = (AUB)N(AUC), AN(BUC) = (ANB)U(ANC).
4. AUD=A AnD=10.

5. AUU=U, AnU = A.

6. A\B=An B

7. Leyes de Morgan: (AU B)° = A°N B°, (AN B)° = A°U B°.

2. Conjuntos “famosos”: los naturales, los enteros y los
racionales

No introduciremos axiomaticamente a estos conjuntos, nos limitaremos a comentar algunas
de sus propiedades.
Los ntmeros naturales, N. Dentro de ellos hay definida una suma, una multiplicacién y

un orden, asi como la propiedad bésica que da lugar al principio de induccion:
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Proposicion 1.1. Si un subconjunto de los niumeros naturales S werifica que 1 € S y la

propiedad ‘n € S implica n+1 € S”, entonces S = N.

Proposicién 1.2 (Principio de Inducccién). Dada una familia {P(n) : n € N}, de forma que

cada P(n) es una propiedad dependiendo del correspondiente nimero natural, tal que:
1. P(ng) es cierta para un cierto ng > 1;

2. st asumimos que P(n) es cierta para un n > ng (hipdtesis de induccién ), podemos probar

que P(n+ 1) es cierta;

entonces se verifica P(n) para todo nimero natural n > ny.

Ejercicio 1.3.
Demostrar las siguientes propiedades:

L1424 4n= "0

2. Demostrar que los para cualquier nimero natural n el ntimero 32*2 4+ 26"*les un multiplo

de 11;

3. Demostrar que para todo nuimero natural a, si n + % es un numero natural entonces

1
na + o
4. Demuestra que el nimero de subconjuntos que tiene un conjunto de n elementos es 2™.

5. Demuestra que el nimero de subconjuntos de j elementos que tiene un conjunto de n

elementos es (?) )

6. Demuestra que el numero de diagonales que se pueden trazar en un poligono de n lados

n(n-3)

es —5—. jPor qué n(n — 3) es par?

Los niimeros enteros, Z, y los racionales, Q.
El conjunto del los niumeros enteros es:
Z:={n:neN}U{0}u{—n:neN}

y el conjunto de los niumeros racionales:



Q:= {%:an,bEZ\{O}}

Propiedades de la suma en Z:

1. Conmutativa: para cualesquiera a € Z y b € Z se verifica a + b = b+ a.
2. Asociativa: para cualesquiera a € Z, b € Z y ¢ € Z se verifica (a+b) +c=a+ (b+¢).

3. Existe un elemento neutro para la suma que es el nimero 0 y que verifica a+0 = 0+a = a

para cualquier a € Z.

4. Para cada elemento a € Z existe su elemento opuesto, que se denota por —a y que verifica

a+(—a)=—-a+a=0.

Propiedades del producto en Z:

1. Conmutativa: para cualesquiera a € Z y b € Z se verifica ab = ba.
2. Asociativa: para cualesquiera a € Z, b € Z y ¢ € Z se verifica (ab)c = a(bc).

3. Existe un elemento neutro para el producto que es el numero 1 y que verifica 1la = a para

cualquier a € Z.

Propiedad de la suma respecto del producto:

1. Distributiva: para cualesquiera a € Z, b € Z y ¢ € Z se verifica a(b+ ¢) = ab + ac.

Propiedades de la suma en Q:

1. Conmutativa: para cualesquiera a € Q y b € Q se verifica a + b = b+ a.
2. Asociativa: para cualesquiera a € Q, b € Q y ¢ € Q se verifica (a +b) +c=a+ (b+ ¢).

3. Existe un elemento neutro para la suma que es el nimero 0 y que verificaa+0 =0+a = a

para cualquier a € Q.

4. Para cada elemento a € Q existe su elemento opuesto, que se denota por —a y que verifica

a+(—a)=—-a+a=0.



Propiedades del producto en Q:

1. Conmutativa: para cualesquiera a € Q y b € Q se verifica ab = ba.
2. Asociativa: para cualesquiera a € Q, b € Q y ¢ € Q se verifica (ab)c = a(bc).

3. Existe un elemento neutro para el producto que es el nimero 1 y que verifica 1a = a para

cualquier a € Q.

4. Para cada elemento a € Q\{0} existe su elemento inverso, que se denota por a~! y que

1

verifica aa™! = a " la = 1.

Propiedad de la suma respecto del producto:

1. Distributiva: para cualesquiera a € Q, b € Q y ¢ € Q se verifica a(b+ ¢) = ab + ac.

Senalaremos las diferencias esenciales de ambos conjuntos:

1. El supremo (menor de las cotas superiores, es decir, de los nimeros que son mayores o
iguales que todos los del conjunto) de un conjunto, S C Q, puede no existir en @Q, por
ejemplo E = {(1 + %)n : n € N} estd acotado y no tiene supremo. En cambio, en los

nimeros enteros, todo conjunto acotado superiormente tiene supremo.

El conjunto A = {a € Q : a < v/2} no tiene supremo en Q.

El conjunto B = {a € Z : a < v/2} tiene supremoen Z yes ..........

2. Los numeros enteros no tienen inverso, mientras que los racionales, menos cero, si lo

tienen.

3. En general no existen raices cuadradas en ambos conjuntos.

3. Aplicaciones

Definiciones
Una aplicacion entre dos conjuntos A y B es una ley que envia cada elemento de A a un

elemento de B.



Las aplicaciones suelen denotarse por letras minusculas.
Para denotar que es una aplicacién entre A y B se suele escribir f: A — B.
f(a) = b significa que f envia el elemento a al elemento b.
El conjunto A se llama dominio de la aplicacion f.
El conjunto f(A) = {f(a): a € A} se llama conjunto imagen de f.
La aplicacion identidad en el conjunto A es la aplicacion Idy : A — A que verifica Id(a) = a
para todo a € A.
Operacion entre aplicaciones
Dadas dos aplicaciones, f : A — By g: B — C, se define la composicion de f y g como
la aplicacién:
gof: A — (C
a — g(f(a)).
Tipos de aplicaciones

Dada una aplicacién f : A — B se dice que f es:

1. inyectiva cuando, si a # b entonces f(a) # f(b),

2. suprayectiva cuando f(A) = B,

3. biyectiva cuando es a la vez inyectiva y suprayectiva.

Para una aplicacion biyectiva, f : A — B, se puede definir su aplicacion inversa:

f1: B — A
b — fYb)=a/ f(a) =0

Es claro ahora que fo f~' =Idgy f~'o f=Idy.

Si g o f es inyectiva entonces f es inyectiva.

Solucién.

Si f no fuera inyectiva existirfan a,b € A tales que a # by f(a) = f(b). Pero ahora también
tendriamos g(f(a)) = g(f(b)), lo que contradice la inyectividad de g o f. Asi que f debe ser

inyectiva.

Observacién a este ejercicio
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Podemos poner un contraejemplo a la afirmacion “si g o f es inyectiva entonces g es inyec-
tiva”.

En efecto, basta con tomar f : R — R definida por f(z) = e* y g : R — R definida por
g(x) = z%. En este caso tendriamos que g no es inyectiva y sin embargo go f(x) = €** que s es
inyectiva porque es estrictamente creciente.

Demostrar que no existe una aplicacién biyectiva entre los conjuntos N y P(N).

Solucién.

Razonaremos por reduccion al absurdo suponiendo que existe tal aplicacion biyectiva f :
N — P(N). Ahora definimos el subconjunto de nimeros naturales 7' = {n : n € f(n)}, dicho
subconjunto tendrd una antiimagen mediante f, pongamos que f(m) = T y llegamos a una

contradiccion porque m ni estd en 7' ni no esta en 71"

= Sim € T entonces satisface la propiedad de los elementos que estdan en T, es decir,

m ¢ f(m) = T; una contradiccion.

» El otro caso es que m € T' = f(m), pero en este caso m no satisface la condicién de los

elementos de T, asi que m ¢ T'; otra contradiccion.

Por lo tanto no es cierto que haya una aplicacién biyectiva entre los conjuntos N y P(N).

Ejercicio

Construir una aplicacion biyectiva entre N y Z.

4. Leyes de composicion. Estructuras algebraicas

Definicién 1.4 (Leyes de composicién). Una ley de operacién interna o ley de composicién

interna sobre un conjunto A es una aplicacion:

x: AxA — A
(a,b)  —  x(a,b) =axb.

Dados dos conjuntos, A y B, una ley de operacion externa sobre el conjunto A es una
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aplicacion del tipo:
AN: AxB — A

(a,b)  —  A(a,b) =aAb.

Propiedades que pueden verificar las leyes de composicién. Fijado un conjunto A

y una ley de operacion interna *, se tiene:

1. La ley de composicién interna * es conmutativa siy solo si a*b = b*a para cualesquiera

aybde A.

2. La ley de composicién externa x es asociativa siy sélo si a * (b*c) = (a*b) x ¢ para

cualesquiera a, by ¢ de A.

3. Se dice que un elemento e € A es elemento neutro para la operacion x si y soélo si

axe=e*xa—=a.

4. Se dice que el elemento a € A es simétrico deb € Asiysélosiaxb=0bxa = e (elemento

neutro).

’ Observaciéon ‘

Los elementos simétricos y neutros son unicos.

Definicién 1.5 (Grupo). Dado el conjunto G y una operacion definida sobre €l, *, diremos
que el par (G, *) es un grupo si se tiene que la operacion x es asociativa, tiene elemento neutro
y cualquier elemento de G tiene simétrico.

St ademds la operacion * es conmutativa, estaremos ante un grupo conmutativo o abeliano.
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(Z4,+) es un grupo abeliano, donde Z4 = {0,1,2,3} y la ley de operacién interna + viene

definida por la siguiente tabla:

+1011(2]3
0(0]1|2|3
1(1{23]0
2121301
31310]1|2

(Z4\{0},-) no es un grupo abeliano, donde Z, = {0,1,2,3} y la ley de operacién interna -

viene definida por la siguiente tabla:

01123
0(0]0]0]O0
110(1]2]3
210121012
31013121

Definicién 1.6 (Anillo). Dado el conjunto G y dos operaciones internas definidas sobre él, *
y +, diremos que la terna (G,+, %) es un anillo si (G,+) es un grupo abeliano, la operacion
es asociativa y ademds para cualesquiera a,b y ¢ de A, se tiene que a* (b+c¢) =axb+axcy
(a+b)*xc=axc+bxc.

Si ademds la operacion x es conmutativa, estaremos ante un anillo conmutativo. Por otro

lado, si la operacion * tiene elemento neutro diremos que el anillo tiene unidad.
Ejemplos
) es un anillo conmutativo con unidad.
es un anillo conmutativo con unidad.

.+, ) es un anillo conmutativo con unidad.
-) no es un anillo.

(R,
@
(Z
(N, +,
(Z4,+,-) es un anillo conmutativo con unidad.

Definicién 1.7 (cuerpo). Dado el conjunto K y dos operaciones internas definidas sobre él,
x y +, diremos que la terna (K, 4+, %) es un cuerpo si es un anillo con unidad, 1, y ademds
(K\{0}, *) es un grupo abeliano, siendo 0 € K el elemento neutro de la operacion +. Adicional-

mente se debe exigir 1 # 0.
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Ejemplos

+,+) es un cuerpo.
+,+) es un cuerpo.

,F,+) no es un cuerpo.
-) no es un cuerpo.

Z47

,*) N0 es un cuerpo.

(R,
@,
(Z
(N, +,
(
(

_l’_
Zs,+,-) es un cuerpo, siendo Zs = {0, 1} y las operaciones definidas por:

+ 1011 01
001 0/0]0
11110 1101

5. Los ntimeros reales

Llamaremos cuerpo de los niumeros reales a un conjunto, denotado por R, dotado de dos

leyes de operacion interna, + y -, y una relacién binaria de orden <, de forma que:

1. (R,+,") es un cuerpo.
2. < es un orden total, es decir, para cualesquiera x,y € Ro bien z <y oy < .
3. < es compatible con las operaciones, es decir, para cualesquiera z,y, 2z € R:

s Six <yentonces x+ 2z <y—+ 2.
= Siasumimos que 0 < zy x <y entonces x -z < ¥y - 2.

4. Axioma de completitud: todo subconjunto, S de R, acotado superiormente (resp. inferi-

ormente) tiene un supremo (resp. infimo) en R.

Asumiremos la existencia de un conjunto dotado de estas propiedades y que contiene a los
numeros racionales, puesto que la construccién es bastante técnica, dificil y larga.

Propiedades de R.

Proposicién 1.8 (Propiedad arquimediana). Dados z,y € R con © > 0 (es decir, x > 0 y

x #0) existe n € N tal que y < nzx.
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Proposicién 1.9 (Parte entera de un nimero real). Dado = € R, existe z € Z tal que z — 1 <

r < z. El numero z — 1 recibe en nombre de parte entera de x.

Proposicién 1.10 (Densidad de los racionales). Dados x,y € R con x < y, existe ¢ € Q tal

que © < q <y (el conjunto de los nimeros irracionales, I = R\Q, también es denso en R).

Principio de los intervalos encajados de Cantor.

Una familia de intervalos I, Is, ..., I,, ..., se dice que constituyen una familia decreciente

de intervalos encajados si verifican la relaciéon: --- C [, C I, 1 C I, C ;.

Teorema 1.11 (Cantor). Sea {I,, : n € N} una familida decreciente de intervalos encajados,

cerrados. Entonces:

ﬂ{]n:neN}#@.

neN

6. Los niimeros complejos
Llamaremos niumeros complejos al conjunto:
C={a+bi:abeR},

y definiremos sobre él las siguientes dos operaciones:

+: CxC — C
(a+bi,c+di) — (a+c)+ (b+d)i,

A CxC — C
(a+bi,c+di) — (ac—0bd)+ (ad+ be)i.

Con estas dos operaciones se puede ver que (C,+,-) es un cuerpo, llamado cuerpo de los
numeros complejos.

R es un subconjunto de los niimeros complejos, en efecto, el niimero real a se puede identificar
con el nimero complejo a + 0s.

Para cada nimero real z = a + b, llamaremos parte real de z a a y parte imaginaria a b.

Llamaremos unidad imaginaria a i, que normalmente se identifica con /—1, ya que i? =

—1+4+0:=—1.
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Se define el conjugado de un nimero complejo z = a + bi y se denota por Z como:

Z=a+bi=a—bi.

Ejercicio

Demostrar que para cada par de ntimeros complejos, z; v 2s:
" 2+ 2 =21+ 2o,
" 2123 =21 %o,

s 2121 € R, ademads z;z7 > 0 si z; # 0.

‘ Observacién ‘

Los ntmeros complejos es que aseguran la existencia de raices para cualquier polinomio,
cosa que en R no sucede, sin ir més lejos el polinomio 22 + 1 no tiene raices reales y sin embargo

tiene raices en C.

| Observacién |

Cualquier polinomio real r(x) se descompone como producto de polinomios de primer y
segundo grado, los primeros asociados a las raices reales de r(x) y los segundos a las raices
complejas.

En efecto, si un polinomio real r(x) = A" + A, 12"' + -+ + Ajx + Ay tiene raices

reales aj,as, ...a; (con multiplicidades respectivas mq,mo, ..., my), raices complejas (puras)
by + ¢14,bs + cat, ... by + ¢ (con multiplicidades respectivas ni,no,...,n;) y sus conjugadas
by — 13, by — o, . . . by — ¢yt (también con multiplicidades respectivas nq, no, . .., n;), entonces se

descompone como sigue:

t

r(z) = A, H(»’U —a;)™ - H{[ﬂf — (bj + ¢ji)][x — (bj — ¢z4)]}"

= An [ [ = a)™ - T[{12” = 2b; + (0 + )]}

i=j j=1

Vamos a descomponer el polinomio z* + 1.
Es facil darse cuenta que este polinomio no tiene raices reales porque para cualquier nimero

real z se tiene que z* +1 > 1 > 0. Las raices del polinomio verifican 2* = —1 = €™ para

16



. , 4/ im y km .
cualquier entero k, asi que x = Vet v 1 = ¢1 T2 | Finalmente tenemos que las cuatro

raices (complejas) del polinomio son:
T = e’%, To = eiT, T3 =Ty =¢" 1
V2,
2
\/§
2 1, T4

[\3

Descomponemos seguidamente el polinomio:

2t 1= (2 —21) (2 — 23)(x — 22) (2 — 24)

=@ = V2 +1)(2*+V2z+1).

6.1. Representacion moédulo argumental de los nimeros complejos.

El modulo de un nimero complejo z es el namero real dado por la raiz cuadrada positiva
de 2Z.

La expresion e? representa el nimero complejo de médulo 1 cosf + isen d. Aqui 6 tiene un
significado geométrico, es el dngulo que el vector (cos f, sen @) forma con el semieje positivo Ozx.

Cualquier nimero complejo z se puede expresar como el producto me?, donde m es el

médulo de z v € es el complejo de médulo 1 dado por \/szg

Operaciones entre niimeros dados en representacion médulo argumental

Dados 21 = m1e, 2o = mee'® y r € Q, se tiene:

1. 2129 = myeP mqee'® = mymoet?1102)

2 21 mleiel _ my 61(91 92)
) m26i92 mo
ro__ 01 _ r 7'91
3. 2] = (mle ) = mfie
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7. Ejercicios resueltos

Demostrar la formula del binomio de Newton:
i n . .
e =3 (Yo
=0 \J
siendo n un numero natural mayor o igual que 1.

Demostraremos la formula por induccion.

Para n =1 la féormula se satisface ya que:

1
1 1
(a+0b)* Z()a]bl]—(O)a0b1+(1>albozb+a

J=

Ahora deducimos la formula para n + 1 partiendo de la férmula para n :

. C)afprtia
j=1 J Jj=0 J
_ ( n )ajbn+l—j + (") a0 4 (n) Ot 4 Z (n) bt =
' J— 1 n 0 - J
j=1 g=1
— {( " >ajb"+1j + (n) ajb”“j] + (n) a1’ + (n) a’b" !
=1 LV T 1 J " 0

_ i [( n ) X (”)} @y i (”) a0 1 (”) Lt
7g—1 J n 0
(n—i— 1) @ prtI 4 (n + 1) a0 o <” + 1) Oprt
— J n+1 0

J
n+1
=y <”+ 1) i
=0\ 7

18



Asi que la férmula del binomio de Newton vale para cualquier nimero natural n.

Da contraejemplo a las siguientes afirmaciones:
1. (ANB)¢= A°nN B¢
Solucién.

Esta afirmacién es falsa, basta con tomar A = {1,2,3,4}, B = {3,4,5,6,7} y U =
{1,2,3,4,5,6,7}. Ahora se tiene:

(ANB)° = {3,4}°={1,2,5,6,7} # 0 = {5,6,7} N {1,2} = A°N B°

2. (AUB)*=A“UB°
Solucion.

Esta afirmacién también es falsa, basta con tomar A = {1,2,3,4}, B = {3,4,5,6,7} y
U=1{1,2,3,4,5,6,7}. Ahora se tiene:

(AUB)° =0 # {1,2,5,6,7} = {5,6, T} U{1,2} = A°U B°

Ejercicio

Demostrar la siguiente igualdad del producto cartesiano:

(AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND)

Solucién.

Demostramos la inclusion C: sea (x,y) € (A x B) N (C x D), asi que (z,y) € Ax By
(x,y) € C'x D; por lo tanto z € A,y € By x € C,y € D. Ahora se ve claro que x € ANC'y
que y € BN D, por lo tanto (z,y) € (ANC) x (BN D) y la inclusién estd demostrada.

Demostramos ahora la inclusién 2: sea (z,y) € (ANC) x (BN D), ast que x € ANC e
y € BN D,esdecirz € Ajx € C,y € B,y € D. Ahora se ve claro que (x,y) € A X By que
(x,y) € C x D, por lo tanto (z,y) € (A x B)N(C x D).
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Sean f: A— B, g: B— Cyh:C — D tres aplicaciones, demostrar que se cumplen las

siguientes afirmaciones:

1. Si f y g son inyectivas entonces g o f es inyectiva.
Solucién.

Tenemos que demostrar que tomados elementos a, ¢ € A tales que a # ¢ entonces go f(a) #

g o f(c). Por ser a # ¢y f inyectiva tenemos que f(a) # f(c). Ahora aplicamos la
inyectividad de g y entonces: g o f(a) = g(f(a)) # g(f(c)) = go f(c). Asi que go f es
inyectiva.

2. Si f y g son suprayectivas entonces g o f es suprayectiva.
Solucion.

En efecto, dado ¢ € C, por la suprayectividad de g sabemos que existe b € B tal que
g(b) = c. Ahora la suprayectividad de f implica la existencia de un elemento a € A tal
que f(a) =b. Por lo tanto g(f(a)) = go f(a) = ¢ y esto demuestra que todo elemento de
C es imagen de algin elemento de A, es decir g o f es suprayectiva.

3. Si f y g son biyectivas entonces g o f es biyectiva.

Solucion.

Es consecuencia de la demostracion de los dos apartados anteriores.

4. Si go f es inyectiva entonces f es inyectiva.
Solucion.

Si f no fuera inyectiva existirian a,b € A tales que a # by f(a) = f(b). Pero ahora
también tendriamos g(f(a)) = g(f(b)), lo que contradice la inyectividad de go f. Asi que

f debe ser inyectiva.

Ejercicio
Demuestra que si un conjunto A tiene n elementos entonces el niimero de subconjuntos de

j elementos que se pueden formar con los elementos de A es (’;)

Solucion.
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Fijamos n y hacemos la demostracion por inducciéon en j.

Para j = 0 el inico subconjunto con 0 elementos es el conjunto vacio, asi que tenemos un

n

0) =1, asi que la propiedad se verifica.

unico subconjunto. Por otro lado (
Supongamos que la propiedad se verifica para un nimero j, es decir:
“el nimero de subconjuntos de j elementos que se pueden formar con n elementos es (?) 7
De esta hipédtesis de induccién tendremos que deducir que la propiedad se verifica para j+1,
es decir:
“el nimero de subconjuntos de j + 1 elementos que se pueden formar con n elementos es
(1)
Para deducir esto pensamos que los subconjuntos de j+1 elementos los puedo formar con los

subconjuntos de j elementos anadiéndoles los n — j elementos que no estan en el subconjunto.

No obstante un mismo subconjunto construido asi, por ejemplo
Sl = {al,ag, e ,CL]'}

estara contado j 4+ 1 veces porque se puede construir anadiendo el iltimo elemento cualquiera
de los del subconjunto.
Asi que el nimero de subconjuntos de j+ 1 elementos que se pueden formar con n elementos

es:

(n)n—j_ nl(n — j) B n! _( n )
iJi+1l  (n=ulG+1) —-j-DIG+D \j+1
y la propiedad queda demostrada.

Desarrolla los binomios (a + b)?, (a +b)* y (a + b)°.

Solucion.
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Utilizaremos el triangulo de Tartaglia:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Con estos datos podemos calcular los binomios solicitados:

(a+0b)* = a® + 3a®b + 3ab® + b*,
(a+b)* = a* + 4a’b + 6a°b* + 4ab® + b*,

(a+b)® = a® + 5a’b + 10a®b* 4 10ab® 4 5ab® + b°.

REPASO DE PRIMITIVAS
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8. Consideraciones generales

El calculo de primitivas es el proceso contrario al de derivacién. Dada una funcion real de
variable real f : (a,b) — R, entendemos por primitiva de f a una funcién F' : (a,b) — R

derivable y tal que F’(c) = f(c) para todo ¢ € (a,b).
Observacién 1.12. » La primitiva de una funcion f: (a,b) = R no es dnica.

» Dos primitivas de una misma funcion f : (a,b) = R, F' y G difieren en una constante. La
prueba de esta sequnda parte de la observacion consisten en ver que la funcion H(x) =
F(z) — G(x) es una funcion constante, lo cual se consigue demostrando que la derivada

de H es 0.

H'(z) = F'(z) — G'(x) = f(z) — g(x) =0, luego H es constante.

8.1. Primitivas inmediatas

Sélo sabiendo derivar podemos conocer la primitiva de una amplia variedad de funciones,
el conocimiento de dichas primitivas (elementales) junto con algunas técnicas seran suficientes

para poder calcular primitivas de una amplia variedad de funciones.

1. [a* dx:%%—K, a>0,a#1,1=(—00,+00),
2. [e*dr=e"+ K, I = (—00,+00)

3. f:vrda::’f:ll—i—K, r# —1,I =(0,+00),

4. [zt dz =logz + K, I =(0,+00),

5. [senz dzr = —cosx + K, I = (—00,+00),

(=)

. [cosz dr =senz + K, I = (—00, +0),

T f\/11—7d37:arcsena:+[(:%—arccosx—i—[(, I =(—1,+1),

oo

- [ 752 do = arctanz + K, I = (—00, +0),
9. [(1+tan*z) dz = [sec ?z do = tanz + K, I=(-%%),
10. [ cosec? z dz = —cotan = + K, I=(0,m),
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A continuacién se relacionan algunas propiedades ttiles para calcular primitivas de otras

funciones partiendo de las anteriores.

8.2. Utilizar la regla de la cadena para las primitivas

Proposicién 1.13. Sean f y g funciones derivables definidas en el intervalo (a,b). Entonces

se verifica la formula:

/f z)dr = fog(x)+ K.

Esta proposiciéon permite ampliar la relacion de primitivas dadas anteriormente. En efecto,

para cualquier funcién derivable f se tienen las siguientes primitivas:

1. [al@ f(2) dr = 2 4 K, a>0,a#1,

loga

2. [ef@f(z) de = /@ + K,

3. [fla)yfi(a)de =D 4 K, r# -1
4. [ f@) f(x) dz = log f(x) + K,

5. [sen f(z)f'(x) dz = —cos f(z) + K,

6. [ cos f(x)f'(z) dw = sen f(z) + K,

I \/ﬁf’(m‘) dz = arcsen f(z) + K = T — arccos f(z) + K,
8. [ irep f/(x) dzv = arctan f(z) + K,

9. [(1+tan® f(z))f'(z) de = [sec™? f(z) do = tan f(x) + K,

10. [ f'(x) cosec? f(z) dow = —cotan f(z) + K,

Ejemplo 1.14. La integral de la funcion tangente se encuentra en la situacion de la proposicion

anterior. En efecto:

/tanx dz = —log |cos x| en todo intervalo tal que cosz # 0.
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8.3. Integracién de sumas y por partes

Proposicién 1.15. Dadas funciones f,g: (a,b) — R y un nimero real \, se verifica:
» [(f(z) +9g(x) de = [ f(z) de + [ g(z) dx,
» [ Nf(x)de =] f(z)da.

Ejemplo 1.16 (Integracion de polinomios).

2 23 P+

/(a0+a1x+a2x2+...apxp) d$:a0$+a1?+a2§+...app+1

Proposicién 1.17 (Regla de derivacién por partes). Dadas funciones f,g : (a,b) — R deriv-

ables, se verifica:

/ f(@)d (@) de = f(a)g(x) - / F(@)g(x) d.

Ejemplo 1.18.

[sen?z dz = [senz(—cosz) dx = —senxzcosz + [(senz)cosz dr = —senzcosz +
[ cos?x dx,

de donde:

[sen?z do = —senzcosz + [(1 —sen?z) dz.

Por lo tanto:

2 [sen?z do = —senwcosx + x y

9 senxrcosxr T
sen“rxdr = ——— + —.
2 2

Ejercicio 1.19.
Obtener una férmula de recurrencia para calcular la primitiva [ m dx.

Ejemplo 1.20. Calcula la primitiva I = [ e 3*sen (2z)dx.
Procedemos por el método de integracion por partes haciendo u = e™3% y dv = sen (2z)dx,

ast que du = —3e"*dz y v = —3cos (2z).

1 1
I= —56_3”005 (2x) — 35 /COS (2z)e %" dx.
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Volvemos a hacer partes poniendo ahora u; = e 3% y dv, = cos (2z)dx, asi que du; =

—3e73*dx y v, = 3sen (2z). Por lo tanto:

1 1
I= —56_3xCOS (2z) — 35 /COS(2$)6_3xd$
1 3 1 1
= —56_3$COS (2x) — 5 <6_3”’§sen (2x) + 35 /6_3"8611 (2x)dm)
1 3 9
=1 = —§e’3xcos (2x) — Ze’?””sen (2x) — Z_lI
13 1 3
r=_Z —3x 9 Y -3z 2
=7 5¢ cos (27) 1€ sen (2x)
2 3
= [ = ——e *cos (2z) — —e *sen (27).

13 13

Ejemplo 1.21. Calcula la primitiva I = [ x arctan zdz.

Procedemos por el método de integracion por partes haciendo v = arctanz y dv = xdx,

1

2
T
Tzdr yv="5.

ast que du =

2 1 2
I = %arctanx—ﬁ/ 1f_x2dx

r?arctanz 1 / 14 22 1
_ rrarctany 2 - dr
2 2 1+ 22 1+ 22

x?arctanz 1 1 . LK
= Y “y— —arctanx
2 2 2

9. Integracion por cambio de variable

Supongamos que queremos encontrar la primitiva de una funcién f : (a,b) = R, [ f(z) d.
En este apartado se trata de ver cémo simplificar dicho calculo a través de un cambio de variable.
Supongamos que t(x) denota una funcién invertible y derivable y calculemos su derivada % =
t'(x), que formalmente podemos escribir como dt = t'(x) dx.

A través de unos céalculos justificativos que el alumno puede seguir en el Libro de J. A.

Ferndndez Vina (Anélisis matematico, tomo 1, pagina 254) se puede obtener la igualdad:

@ = [ ()

donde en el segundo miembro de la igualdad una ver hecha la primitiva hay que substituir ¢
por t(z).
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Ejemplo 1.22. Vamos a calcular mediante un cambio de variable la primitiva [ m dex,
consideraremos el cambio t = \/x.

Efectuando el cambio, tendremos:

Vr(l+z) 7 ) 1+
2
/m dt = 2arctant = 2arctan \/E

10. Primitivas de fracciones racionales

El método para calcular primitivas de fracciones racionales se basa en la descomposicion de
una fraccién racional en fracciones simples. Recordemos que una fraccion racional en la variable
Z no es mas que un cociente de polinomios en la variable x. En cambio, una fraccion racional

simple o una fraccion simple es una fraccion racional de una de las dos formas siguientes:

1. una fraccién racional cuyo numerador es una constante y cuyo denominador es un poli-

nomio de grado 1,

2. una fraccion racional cuyo numerador es un polinomio de grado 1 y cuyo denominador es

un polinomio de grado 2 sin raices reales.

Teorema 1.23. Toda fraccion racional F(x) = ggg se descompone como:

a1 Qm
Ak Ak
F(:C) :T($)+Zm+"'++2m,
k=1
donde los a; son las raices de Q(z) = 0 y a; son las multiplicidades. Finalmente los A; son

nimeros reales determinados y r(x) un polinomio.
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Pg; se descompone como:

Teorema 1.24. Toda fraccion racional F(z) =

;
F(x)zr(f)‘i‘iﬁ—i-"'—i-—i-iujl—in)k—i—
p 1 1
DI e T e
T *i - +B;[+ f}?bz —al

donde los a; son las raices reales de Q(x) = 0 y oy son las multiplicidades de dichas raices,

los b; + c;i son las raices complejas de Q(x) =0 y B; son las multiplicidades de dichas raices.

Finalmente los A;, B; y C; son nimeros reales determinados y r(x) un polinomio.

Apoyéndose en el teorema anterior se puede deducir un método para hacer primitivas de
fracciones racionales. El método consistird en obtener la descomposicién anterior y calcular
primitivas sumando a sumando.

Ejercicio

. o . 1
Calcula la primitiva f agde.

ar+b
cr+d

11. Primitivas de expresiones que contienen

Sea F' una fraccion racional del tipo:

2 ax + b " ar +b £y ar +b %
"Nex+d "Nex+d T \er 4+ d ’

de forma que n es el minimo comiin multiplo de los niimeros nq, no, ..., ng. Entonces el cambio

de variable
_ar+ b

e +d

n

transforma la primitiva [ F dz en la primitiva de una fraccién racional en la variable ¢.
Ejercicio 1.25.

Resolver las primitivas!:

ndicacién: los cambios necesarios seran tomar t igual a ¢z, 1 — 2y 4/ }jr—;
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1
2. f o)V dzx,

e\ 1/2
3. fﬁ (h—z) dz.

12. Las funciones hiperbdlicas

Recordamos que las funciones seno y coseno se introducen utilizando la funcién exponencial

compleja de la forma que sigue:

eix + e—iz eix _ e—i:c
COSX = ————— seny = ———
2 2

Si en vez de considerar la exponencial compleja consideramos la exponencial real obtendremos

las funciones coseno y seno hiperbolicos definidas concretamente como siguen:

et +e " et —e "
Chy = —— Sheg = ———
x 2 o 9

es facil ver que ambas funciones son continuas y estan definidas sobre todo R. Ademas, la funcién
coseno hiperbdlico es siempre mayor que cero ya que la exponencial siempre es mayor que cero.
Por lo tanto podemos dividir la funcién seno hiperbélico por la funciéon coseno hiperbdlico y

obtenemos la funcién tangente hiperbdlica, continua y definida sobre todo R:

Sh x

Thz = )
o Chzx

A partir de estas definiciones se pueden obtener sin dificultad las propiedades basicas de las
funciones hiperbdlicas, propiedades analogas (que no iguales) a las de las funciones trigonométri-

cas:
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Teorema 1.26.

Ch(—z) =Chzx

Sh(—z) = —Shz

Th (—z) = —=Th (z)

Ch?z —Sh?z =1

1—Th?z = &

Ch(z +y) = ChzChy + ShaShy
Ch (27) = Ch?z + Sh%z

Ch(x —y) = ChaChy — ShxShy
Sh (z 4+ y) = ShaChy + ChaShy
Sh (2z) = 2ShzChx

Sh (z —y) = ShaChy — ChaShy

Thz + Thy

Th e
(T +9) = T Thony
Thx —Thy

Th(z—y) = —o Y
(=9 = =T oTny

cos (—x) = cosx
sen (—z) = —senx
tan(—x) = —tanx

cos’z +sen’r =1

cos (z +y) = cosxcosy — sen xsen y
cos (2x) = cos?x — sen’x

(
os (

Q

T — 1Y) = cOoSxCOS Y + sen rsen y

wn

en (z + y) = senxcosy + cos rseny

(
(
sen (2x) = 2sen xcos

sen (T — y) = Sen xcosy — Cos rsen y

tanx — tany

t — ) =
an(w —y) 1 +tanztany

tanx + tany

t =
an(r +y) 1 —tanztany

Ademas de estas propiedades que dependen unicamente de la definicién de las funciones
hiperbdlicas, por la propia definiciéon estas funciones son derivables, viniendo recogidas sus

propiedades en lo que sigue:

et — e~
Sh'z =
’ ( 2 2
T4+e™® er —e %
Chz = (& - — Sh
v ( ' ) 2 ..

hz\’ ChaChz — ShaSh 1
Th’x:(s ZU):C rChx —ShaShx

z\ '/ x —x
) _cre = Chuz,
/

Chz Ch2zx ~ Ch2z’

Resumiendo:

Sh’z = Chxz, Ch’z=Shz, Th'z=

_1
Ch2zx"

Ahora que conocemos las derivadas de las funciones hiperbdlicas se puede ver facilmente que

Sh’x y Th’z son nimeros reales estrictamente mayores que cero, luego ambas funciones son
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za

Figura 1.1: Funcién seno hiperbélico

estrictamente crecientes y por lo tanto aplicaciones inyectivas. Estudiando los limites cuando x

tiende a 00 conoceremos entre qué intervalos ambas funciones son biyectivas.

Observacién 1.27.

lim Shx =400, lim Shz = —o0,
T—>+00 T—r—00
lIim Thz =1, lim Thz=-1.
r—+00 T—>—00

Teorema 1.28. Las funciones:

Sh: R — R Th: R — (=1,1)

r — Shz r — Thz

son biyectivas.

Sin embargo, la funcién coseno hiperbdlico no es una aplicacién biyectiva cuando la con-
sideramos definida sobre todo R, es més, mediante el uso de las derivadas de la funcién Ch se

puede ver que dicha funcién tiene un minimo en x = 0.

12.1. Los argumentos hiperbdlicos de las funciones hiperbdlicas

Hemos visto ya que las funciones seno y tangente hiperbdlicas son invertibles, con lo cual nos
podemos plantear la bisqueda de sus funciones inversas, éstas funciones se llamaran argumento

del seno hiperbolico y argumento de la tangente hiperbolica.

31



30

20

Z0

10

Figura 1.2: Funcién coseno hiperbdlico

-1l5 =10 -5

Figura 1.3: Funcion tangente hiperboélica

Aunque la funcién coseno hiperbdlico no sea una biyeccion, si la consideramos definida
solo sobre la semirrecta positiva o negativa, si que es un biyeccién y tiene sentido buscar el

argumento del coseno hiperbolico.

Argumento del seno hiperbdlico

Partiendo de la igualdad y = Shx, encontrar el argumento del seno hiperbdlico se trata de

despejar x en funcién de y. Para ello seguimos los siguientes pasos:

(&
Sho=y=> ———
1T =Y 5

x —x
€ x

=y=e"—e ¥ =2.
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Ahora hacemos el cambio de variable z = ¢*, de donde % =e "

1
She=e"—e*=2y=2——=2y=22—2yz—1=0 (2)

z
2y + \/4y? +4 N
= :y
2

=z 1+ 92

Ahora hay que observar que el signo menos anterior no tiene sentido ya que para él, z seria

negativo, sin embargo z debe ser positivo por ser igual a e”. Entonces:

ArgSh y = log(y + Vy2 + 1).

Argumento del coseno hiperbdlico

Partiendo ahora de la igualdad y = Ch z, encontrar el argumento del coseno hiperbdlico se

trata de despejar x en funcién de y. Para ello procedemos como antes:

T

e’ +e’ " .
——— =y=>e +e " =2.

Chr=y=
rT=y 5

T

Ahora hacemos el cambio de variable z = ¢*, de donde % =e "

1
Chr=e"4+e"=2y=z2+-=2y=2"-2yz+1=0 (3)
z

2 _
c= WISy L

En este caso el signo menos si tiene sentido porque no hace que z sea negativo. Entonces:

ArgCh y = log(y £ Vy? — 1).

Argumento de la tangente hiperbdlica

Observemos para empezar que la tangente hiperbdlica sélo estara definida en el intervalo

(—1,1), ya que la tangente hiperbdlica sélo toma valores en dicho intervalo. Partimos de la
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igualdad y = Thz y hacemos en los calculo que siguen el cambio de variable z = e*:

T 1 1 21 2241
Thx:yél:yéz——:(zjt—)yéz _ZT Y
e* t+e " z z z z
1 1
:>(y—1)z2:—1—y:>z2:ﬂ=>x:10g ﬂ
1—y 1—y
Por lo tanto:
1
ArgTh y =log 4/ 1—1—_y
12.2. Las derivadas de las funciones hiperbdlicas y sus analogas
trigonométricas
Sh’z = Chua, sen’s = cosw
Ch’z = Shuz, cos'r = —senx
1
/. / _
Thx—m, tan:):—COSQ
1 1
ArgSh'x = ——, arcsen’'rs = ———
& V1+a? /1 — 22
1 1
ArgCh'’z = , arccos’ ¥ = ———
5 x?2—1 +v1 — a2
1 1
ArgTh 'z = 12 arctan’ x = a2

(4)

13. Primitivas de expresiones que contienen cosx y senzx

En esta seccién vamos a analizar cémo obtener primitivas del estilo [ f(cosz,senx) dz,

donde f es una fraccién racional y el intervalo donde queremos calcular la primitiva serd (—m, 7).

13.1. El cambio de variable x = 2arctant

El cambio de variable x = 2 arctant, es decir, ¢ = tan £, pone en correspondencia el intervalo

2

(—m,m) con toda la recta real. Al realizar este cambio sera de utilidad tener en cuenta las



relaciones trigonométricas usuales que dan las siguientes igualdades:

1—¢2 ot
coOsST = —, senxr = .
14 ¢2 14 ¢2

(5)

Al realizar este cambio de variable y tener en cuenta las relaciones anteriores convertiremos

la primitiva inicial en la de una fraccion racional en la variable t:

1—t2 2
dt
/f 1+t2’1+t2)1+t2

Aunque este cambio nos asegura el éxito en la resolucién de primitivas, otros pueden conll-

evar una resoluciéon mas simple. Vedmoslo.

13.2. El cambio t = senz

Si la fraccion racional f(senx,cosz) es del estilo fi(sen z)cos z entonces el cambio de variable
t = senx nos lleva a una resolucién mas sencilla. Conviene notar que estaremos ante este caso
cuando al dividir f(senz, cosx) por cosz nos quedan sélo potencias pares de cos x, pues basta

poner cos?z = 1 — sen 2z.

13.3. El cambio t = cosx

Si la fraccién racional f(sen x, cos x) es del estilo fi(cos x)sen x entonces el cambio de variable
t = cos x nos lleva a una resoluciéon mas sencilla que utilizando el primer cambio de la tangente

del d4ngulo mitad. Conviene notar que estaremos ante este caso cuando al dividir f(sen x,cosz)

2 2

por sen x nos quedan sélo potencias pares de senx, pues basta poner sen“x = 1 — cos“z.

13.4. El cambio ¢t = tanx

En el caso en el que la fraccién racional f(senx,cosz) sea del estilo fi(tanx) entonces se

hace el cambio tanz = ¢ y la primitiva [ fi(tanz) dz queda como

(1+tan®z) dz = / 1f1 ®)

fi(tan x)
1+ tan®x

Estaremos en este caso si al sustituir sen x por cosx tanx en la expresion f(sen z, cos z) nos

1

quedan sélo cosenos elevados a exponentes pares, pues basta poner entonces cos ?z = T
+tan x
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13.5. Casos particulares

Un caso interesante de las primitivas de funciones trigonométricas son las de la forma
/ cos "xrsen"x dwx,

donde los exponentes m y n son naturales. Utilizando las féormulas de trigonometria puede
expresarse cos”x como una suma en la que intervienen cosenos miiltiplos de x, y sen”z como
una suma en la que intervienen cosenos y senos multiplos de x. Al efectuar la multiplicacién
de dichas sumas aparecerdn productos de la forma sen (ax)cos (Sz) y productos de la forma
cos (ax)sen (fx). Para calcular las integrales de estos productos se descomponen en sumas

utilizando las formulas:

2sen (ax)cos (Bx) = sen [(a + f)z] + sen [(av — B)x] (6)

2cos (ax)cos (Bx) = cos [(a + B)z] + cos [(a — B)x] (7)

Por otro lado, otra situacién interesante es aquella en la que disponemos de una fraccién
racional en las variables cos (r1x), cos (rax), . .., cos (r,z), sen (s1x), sen (S9x), . . ., sen (s,x), sien-
do los ntimeros ry, 79, ...,7s, S1,S2, ..., Sy, son racionales. Tomemos el minimo comun multiplo
de los denominadores de dichos nimeros, p, y hagamos el cambio x = pt. Con lo que obten-
dremos una primitiva donde intervienen cosenos y senos miiltiplos enteros de t. Finalmente,
cada una de las funciones anteriores se puede expresar como un polinomio de cost y sent, con

lo que hemos pasado al primer caso de este apartado.
Ejercicio 1.29.

Resuelve:
dz usando el cambio tan(z/2) =

1
L. f 5+4cosx

2. f _Ltcos’z dx usando el cambio senx = ¢,
cosz(1+sen 2z)

3. f sen’z 40 y1sando el cambio tanz = t.
1+4cos 2z
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14. Primitivas de expresiones que contienen vax? + 2bx + ¢

En esta seccién se estudian las primitivas del estilo [ f(z, Vax? + 2bx + ¢) dz, donde f es
una fraccién racional y a, b y ¢ son nimeros reales con a # 0.

En estas primitivas siempre hay que tener en cuenta la identidad:

) ( b)2 ac — b
ar*+br+c=alx+-] + ,
a a

lo cual sugiere hacer el cambio de variable ¢t = x + b/a transforméandose la primitiva de partida

/f(t —b/a,Vat? +d) dt.

En el caso que d sea cero, a debe ser positivo y la primitiva toma la forma [ f(t—b/a, v/at) dt,
que no plantea dificultades. Por lo tanto consideraremos que estamos en el caso d # 0 y veremos

la forma de proceder distinguiendo tres casos.

1. d <0ya>0. Eneste caso hacemos el cambio de variable /-4t = u y obtenemos la

nueva primitiva
/f( ——du - é, V—dvu?—1)du = /fl(u, vu? —1) du,
a a

donde f; es una fraccion racional. Esta iltima integral se resuelve facilmente haciendo el

cambio v = Chw.

2.d >0y a>0. En este caso hacemos el cambio de variable y/=*t = u y obtenemos la

nueva primitiva
/f(\/_iau— g,\/;l\/l —u?) du = /fg(U,\/l — u?) du,

donde f; es una fraccion racional. Esta ultima integral se resuelve facilmente haciendo el

cambio u = senv.

3.d >0y a>0.En este ultimo caso se hace el cambio \/gt = u y obtenemos la nueva
primitiva
d b
/f(\/ju — = VdVu?+1) du = /fl(u, vu?+1) du,
a a
donde f; es una fraccion racional. Esta tltima integral se resuelve facilmente haciendo el

cambio v = Shv.
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Capitulo 2

Matrices y determinantes

1. Definiciéon de matriz. Tipos de matrices

Definicién (Matriz).

Una matriz de tamano m x n sobre el cuerpo K es una coleccion de mn elementos de K

ordenados en una tabla de m filas y n columnas de la forma:

@11 Az - Qip
Q21  Ag2 -+ Qap

)
Am1 Am2 - Omp

con a;; € K para todo (4,7) € {1,...,m} x {1,...,n}.

Notacion.

Al conjunto de todas las matrices de tamano m x n sobre el cuerpo K se le denota por

M sn (K.

Denotaremos a las matrices con letras maytsculas A, B, C, ....

Los elementos de las matrices se denotaran con mintsculas a, b, ¢, .. ..

Si denotamos a una matriz por la letra A, entonces el elemento de dicha matriz que esta en

lafila 7 y columna j se le denota genéricamente por a; ;, asi que A = (a,-J)(Z. el myx{l,..n}"
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Tipos de matrices y mas notacion.

1. A = (ai,j)

(i)l m}x {1} €S cuadrada si el nimero de sus filas es igual al de columnas,

es decir, si m = n.
2 A= (ai,j)(i el {1,..n} €5 UNA matriz fila si m = 1.

3. A= (ai,j)

(i.5)€{1,..m}x{1,...n} es una matriz columna sin = 1.

4. Los elementos de la diagonal de A son {aj; }icq1,... mi(m,n)}-

5. S1i A tiene todos los elementos por encima (respectivamente por debajo) de la diagonal
igual a 0 se dice que A es triangular inferior (vesp. triangular superior), es decir, si a; j = 0

para todo j > i (resp. a;; = 0 para todo j < 7).
6. Una matriz es diagonal si y sélo si a;; = 0 para todo ¢ # j.

7. Dos matrices A y B son iguales si y sélo si tienen el mismo tamano, por ejemplo m X n,

y ademads para todo (i,7) € {1,...,m} x {1,...n} se tiene que a;; = b, ;.

2. Operaciones con matrices

2.1. Traspuesta de una matriz

Dada una matriz 4 = (a; ;) ny € Minxn(K), definimos la matriz traspuesta

(i,5)€{1,sm}x{L,...,

de A como:
@11 Aa21 -+ Aml
Q12 Q22 -+ Qm2
t __
A= :
A1p A2 - Amn

es decir, es la matriz que se obtiene al poner las filas de A como columnas y las columnas como

filas.

Definicién (matrices simétricas y antisimétricas).

A es simétrica siy s6lo si A = At
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A es antisimétrica cuando A = —A?

Ejercicio.

Comprobar que (A")! = A

2.2. Suma de matrices

Dentro del conjunto de matrices M,,x,(K) definimos la ley de operacién interna suma

4+ Mpsn(K) X My (K) — My (K)
(A, B) —~ C=A+B,

de forma que ¢;; = a;; + b;; para todo (z,7) € {1,...m} x {1,...,n}.

Proposicion.

o (M,xn(K),+) es un grupo abeliano.

» (A+B)=A"+ B
2.3. Producto de matrices

men(K> X Mn><h<K> — Mth(K)
(A, B) 4 C=A-B=AB

Cij = lzn:lailblj para todo (i,7) € {1,...m} x {1,... h}.
Proposicién
Dadas A € M,xn(K), B, C € M,«1,(K) y D € My,(K), se tiene:
1. (AB)D = A(BD).
2. ABB+C)=AB+ AC.
3. (AB)! = B'A".
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4. Al, = A = 1,,A; donde, para cada k € N, I}, es la matriz de tamano k X k que tiene unos

en su diagonal y ceros fuera de ella.

5. Cuando el tamano de las matrices permite hacer el producto BA, en general se tiene que

AB # BA.

Definicién (matriz invertible).

Una matriz A € M,,xm(K) es invertible si existe B € M,y,5,(K) tal que AB = BA = I,,.

La matriz B se dice que es la inversa de A y se denota B = A~L.

2.4. Producto de matrices por escalares

Dado el cuerpo K y el conjunto de matrices M,,,,(K), se define la siguiente ley:

K x Mpun(K) — M (K)
(o, A) — B=a-A=aA

donde b;; = aa;; para todo (i,7) € {1,...,m} x {1,...n}.

Proposiciéon

Sia,B €K, A,B € M,un(K)y C € M,x,(K), entonces:
1. a(A+ B) =aA+ aB.

2. (a+ p)A =aA+ BA.

3. (@A)t = A"

4. (aB)A = a(BA).

5. a(AC) = (aA)C.

3. Rango de una matriz

A cada matriz A € M «n(K) le vamos a asociar un nimero natural perteneciente al

conjunto {0,1,2,...,min(m,n)}. Es decir, lo que vamos a hacer es definir una aplicacién:
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rg : Mpyo(K) — {0,1,2,... ,min(m,n)}
A — rg A.

3.1. Transformaciones elementales por filas

Dada una matriz A € M5 (K), podemos definir sobre ella tres tipos de transformaciones

elementales por filas:

1. Intercambiar la fila i con la fila j:

aip a2 - Ain ainn A2 - Ain
41 A2 Qip, afjl 032 ajn
Ey
—
a1 Qj2 - Qjp Qi1 Qi 0 Gy
m1 Gm2 - Qmp Am1 G2 Qmp

2. Multiplicar la fila i por un escalar o # 0:

aip Q2 - dip ainr Q2 - Qip
Fi(a)

;1 Qg2 < Qip Qa1 Qg - Qg
—

Am1 Am2 " Amn Am1 Am2 e Amn

3. Sumar a la fila j la fila i multiplicada por un escalar o:
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@11 Q2 - Qip
Qi1 Qi 0 Qin ;
Fj<O‘)
—
(le (ng s ajn
Am1 Am2 Amn
ai 12 T A1n
a1 A2 Aim
a1+ aa;r Qo+ Qg Gjp T Qg
Am1 Am2 e Umn

3.2. Transformaciones elementales por columnas

Son andlogas a las que hemos introducido por filas, dada una matriz A € M,,«,(K),

definimos tres transformaciones elementales por columnas:

1. Intercambiar la columna i con la columna j:

(]/11 PR (’I/ll ... a17 PR (1/17'1 C
ij
—
aml DY amz DR a7n] DY amn
all DR a1] DY al’], ... aln
aml ... am7 PR a/171/Z .« .. amn

2. Multiplicar la columna i por un escalar a # 0:
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11 - Q1 v Qi

CL(Q/)
—
Qm1 = Qmi " Qmp
aii aay; A1,
Amp1 - Az - Amn

3. Sumar a la columna j la columna i multiplicada por un escalar o:

(]’11 DY (’I’l’L ... 0/1] .« .. (]/177, ,[
Ci(a)
—
m1 = Ami "~ Qmy - Qmn
aip Qo ot A taar ot Qg
m1 - Qmg Oy +ami o Amn

3.3. Matrices equivalentes

Definicién (matrices equivalentes).

Diremos que dos matrices A, B € M,,x,(K) son equivalentes si B se puede obtener a partir

de A haciendo sobre ella un ntimero finito de operaciones elementales

Teorema
Dada una matriz no nula A € M,, ., (K), mediante una serie de transformaciones elementales

por filas y columnas se puede llegar a una matriz (dinica) de la forma

[r ‘ 07« (n—7)

O(mfr) X7 O(mfr) X (n—r)

44



Definicién (rango).

Dada una matriz A € M,,x,(K), si A = 0,,%, definimos rg A = 0, en otro caso diremos que

rg A =r siy sélo si A es equivalente a

IT ‘ Or X (n—r)

O(m—r) Xr O(m—r) X (n—r)

Proposicién

Dada una matriz no nula A € M,,«,(K), A es equivalente a:

Nr ‘ Prx(nfr)

O(mfr) X (n—r)

O(mfr)xr
donde N, es una matriz triangular superior con todos los elementos de la diagonal no nulos y

P, (n—r) €s una matriz cualquiera. En este caso rg A = 7.

Definicién (Matriz de rango completo).

A € M,»n(K) es de rango completo si 'y sblo si rg A = min{m,n}.

Proposiciéon

Dada A € M,xn(K) y B € M, (K), se tiene:
1. rg A =rg A,
2. r1g(A+ B) #rg A+ rg B en general.

3. Si A€ M,«m(K) entonces: A es invertible si y s6lo si A es de rango completo (es decir,

tiene rango m).

4. Dos matrices, A, B € M,»,(K), son equivalentes si y sélo existen matrices invertibles

P e Myym(K)y Q € Myxn(K) tales que B = PAQ.

Ejercicio

Calcula el rango de las matrices:
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L. 12 4 1| € Ms.;(R)

2. 12 4 1| € M3,3(Q)

3.2 4 1| € Msys(Zs)

4. Matrices Cuadradas

Definicién (matriz inversa).

Dada una matriz cuadrada A € M,,(K), diremos que es invertible si existe una matriz B
tal que AB = BA = 1,,.

A la matriz B se le llama inversa de A y se le denota por B!,

Proposiciéon

Si A € M,,(K) y A es invertible entonces A es una matriz de rango completo.

4.1. Calculo de la inversa de una matriz utilizando transformaciones

elementales por filas

El método consiste en transformar con operaciones elementales solo por filas hasta obtener
la matriz identidad.
Esas mismas operaciones se le aplican a la matriz identidad y la matriz que se obtiene es la

inversa deseada.

Ejercicio
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€S

Usando este método comprueba que la inversa de

1 -1 1
A= —2 1 0
1 1 2
2 -3 1
Aol 4 —1 2
=] 4 -
3 2 1

Solucién
1 -1 1100\ F@ (1 -11] 1
—2 1 0] 010]| F(-1) [0 -1 2] 2
1 1 2001 ~ 0 2 1| -1
F3(2)
1 -111]100 10 —10 10 | 10
F3(2) F5(5)
3
0 -1 21210 0 -5 10 | 10
00 5321 0 0 10 | 6
F3(=10) (10 =10 0 | 4 —4
F}-10) |0 =5 0 | 4 1
~ 0 0 10 | 6 4
10 0 0 | —4 —6
F{(-2)
0 -5 0 | 4 1
0 0 10| 6 4
Fi(55)
F(ﬂ) 100 | —2/5 —3/5
L(=L
"o 10| —4/5 —1/5
F3(15)
001 ]| 35 2/5

2
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Asi que la inversa de la matriz A es la matriz:

-2 =31
! 4 -1 2
A

3 2 1

4.2. Determinantes

Notacién.
Dada B € M,xn(K), denotaremos por M7 (o simplemente, si no hay confusién por M;;) a

la matriz de tamano (m — 1) x (n — 1) que se obtiene eliminando de B la fila i y la columna j.

Definicién (Determinante).

Dada una matriz A € M,,(K) le vamos a asociar un escalar de K que llamaremos determi-

nante de la matriz que definimos por induccién sobre m:

1. Si A tiene tamano 1 X 1, es decir A = (a), entonces det A = |A| = a.

2. Si ahora A es de tamano m X m y suponemos definido el determinante para todas
las matrices de tamafio (m — 1) x (m — 1) (Ay; = det M;}), entonces: det A = |A| =

Doy aig(—1)H Ay

Observacién I

El determinante de la matriz A es independiente de la fila 7 que elijamos para calcularlo.

Propiedades
11 a2

1. = a11G22 — A12G21
a21 A2

aix aiz Az

2. | @y g gy | = (@11G22a33 + A12031G23 + A13021G32) — (A11023G32 + Q12021033 + A13031022)

a31 azz2 33
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Proposiciéon

Dadas A, B € M,,xm(K), se tiene:

1. det Fi(a)(A) = adet A y det C;(a)(A) = adet A, es decir, el valor del determinante de A

queda multiplicado por « si multiplicamos una de sus filas o columnas por « .

2. det Fj;(A) = —det A y detC;;(A) = —det A, es decir, si intercambiamos dos filas o

columnas entre si, el determinante cambia de signo.

3. det F/(a)(A) = det A y det C(a)(A) = det A, es decir, si sumamos a una fila (resp.

columna) otra multiplicada por un elemento a € K, el determinante no cambia de valor.

4. Si una fila o columna de A es combinacién lineal de las demds, entonces |A| = 0.

5. det A = det A?.

6.
a1 a19 c. A1m
Cl+d1 Cg+d2 Cm+dm -
am1 Am2 Amm
a1 aig ... A1m a1 aig ... A1m
C1 Co . Cm, + dl dg c. dm
Am1 Am2 ... Gmm Am1 Am2 ... OGmm
Proposicion

Dadas A, B € M,,»m(K) se tiene:
1. det(AB) = det Adet B.

2. Una matriz es invertible si y sélo si [A| # 0, en dicho caso |[A™!| = ﬁ.
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4.3. Inversa de una matriz I1

Fijamos una matriz invertible A.

Definicién (Adjunto de orden i,j de A).

El adjunto de orden 7,5 de A es el escalar A;; = (—1)"A;;.

Definicién (matriz adjunta de A).

La matriz adjunta de A serd la matriz de tamano m x m que tiene en la posicién i, al

adjunto de orden 7, j, a esta matriz se le denotara por Adj A.

En la seccién anterior se ha visto que si una matriz A es invertible entonces su determinante

es no nulo. Adem4s se verifica:

A~V = AN (Adj A).

Demostracion

Probaremos que

AlAITH(AQj A =1

AJAL (Adj A)' = |A] T A(Ad] A

ai; a1 aiz ... Qip All A21 A31 c. Ajl . Anl

91 Q922 A23 ... Q9 A12 A22 A32 c. Aj2 c. AnQ
= 1Al

;1 Q2 A3 ... Qip Ali Agi Agi PN Aji . Am

Ap1 Ap2 Ap3z ... Qpp Aln Agn Agn . Ajn e Ann

Esta matriz producto tiene en la posicién (i, 7) el valor:

cij = [A[T (anAj + aipAj + - + ainAj)
Ahora distinguimos dos casos:
» Sii=j entonces ¢; = |A|7HA| =1
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» Si7# j entonces a;1Aji + aipAjo + -+ + ainAjy es el determinante de la matriz

a1x Qa2 a3 cee Q1n
21 Q22 (23 e Q2n
Qi1 Q2 443 cee Ain

a;1 G2 Q43 (ﬁla J) (027%

asi que ¢;; = |[A|710 = 0.

Ejercicio

Usando este método comprueba que la inversa de

1 30
A=1110
1 0 2
es
-2 6 0
A= g g
=7 —
1 -3 2
Ejercicio
Calcula por los dos métodos explicados la inversa de la matriz A = € My(Zs).
2 3
Ejercicio

De los dos métodos explicados para calcular la inversa de una matriz ;Cudl requiere un

nimero menor de operaciones?
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Si A(n) y G(n) denotan el nimero de operaciones que deben de realizarse para calcular
la inversa de una matriz de tamano n x n por los métodos de los determinantes y Gauss

respectivamente, se tiene:

An)=nnl+n* [(n—1)(n—-1)!—-1]+1

n—1
G(n) =2n" +2(3n +4n°)(n — 1) + 2 —6jn — 3j + 252

j=1

Casos concretos

n A(n) G(n)
2 5) 26
3 46 92
4 369 220
) 2976 430
6 25885 742
7 246912 1176
8 2580417 1752
9 29393200 2490
10 362879901 3410
1000 | 4,02387260077 x 10257 | 3334331000

Para acabar pensemos que si un ordenador tarda una millonésima de segundo en hacer una
operacién entonces le costaria 55,5722 minutos invertir una matriz de tamano 1000 x 1000.
En cambio necesitaria 1,2759616314 x 10258 siglos para invertirla por el método de la matriz

adjunta.
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5.

Ejercicios resueltos

I. Calcular el rango de la siguiente matriz en funcion de los valores de a y b:

a 0 0 b

b a 0 0
A=

0 b a 0

00 b a

Solucion.

Utilizando el método de transformaciones elementales por filas y columnas, tenemos:

a 0 0 b b a 0 0 1 a/b 0 0
b a 0 O 0 b a O b+#0 01 a/b 0
0 b a0 - 000b al ~ 00 1 afb
00 b a a 0 0 Db a 0 0 b
1 ab 0 0 1 a/b 0 0
0 1 a/b 0 01 a/b 0
- 00 1 a/b - 00 1 a/b -
0 —a?/b 0 b 00 a3/ b
1L a/b 0 0 1 a/b 0 0
01 a/b o0 01 a/b o0
00 1 a/b “loo 1 ap
00 0 b—a/t? 00 0 b—da/t?

Asi que si b # 0 se tienen las siguientes posibilidades:
» Sib* = a* entonces rg A = 3. Ademas
V=d'e ¥ =Fd® b’ =d’ b= +a.

= Si b# +a entonces rg A = 4.
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0 a O
Cuando b = 0 tenemos A = y por lo tanto:
0 0 a
00 0 a
= sia =0 entonces rg A =0
= sia# 0 entonces rg A =4
0000
. 2 0 00
I1. Sea la matriz A = , se pide:
2 200
2220

(a) Calcular las sucesivas potencias de A.

0000

A3 = y A" =

Solucién. A2 =

W
co o O O
o o o O
o o o O
o o o O
o o o O
o o O O

0 00
000
4 0 0

0g)

para todo n > 4.
(b) Sea B = I, + A, expresar B" en funcién de I, A, A? y A3.

Solucion. Usando el binomio de Newton tenemos que

n n . ,
Br=(+ Ay =3 " | 4
j=0 J

Ahora suponemos que n > 3 y simplificamos la expresiéon anterior:

B =%" n Aj]nj:[4+nA+MA2+n(n—1g(n_2)A3

o\ J ’
1 0 0 0
2n 1 0 0
2n+2(—1+n)n 2n 1 0
2n+4(-1+n)n+3(-2+n)(-1+n)n 2n+2(-1+n)n 2n 1

o4

o o o O

o o o O



100 0
2100
Sin =1 entonces B! =1, + A =
2210
2 2 21
1 000
1 00
Sin =2entonces B> = (I, + A)* =1} + A2 +2A =
8§ 410
12 8 4 1

(c) Demostrar que la inversa de B es Iy — A+ A? — A3.
Solucién. Se trata de ver que B(Iy — A+ A? — A3) =1, = (I, — A+ A* — A%)B.
En efecto:
" B(I, — A+ A2 - A= ([, + A)([, — A+ A> - A3 =1 — A+ A2 — A3+ A—
A2 A3 - A =1, - A* =1,
n (- A+A-AB)B=(1, - A+ A2 -A)(L+A) =L —-A+A—- A3+ A—
A2+ A3 - A=, - A =1,
(d) Expresar B2 en funcién de Iy, A, A* y A3.
Solucién. B3 = ([, — A+ A% — A3 = ([, — A+ A% — A32(I[, — A+ A% — A3) =
(I —2A+ 342 —4A3) (I, — A+ A — A%) = I, —3A + 6A4% — 1043,

1 2 3
ITI. Hallar la potencia n—ésima de A = 0 1 2 | poniendo A = I3 + B, siendo B una
0 01
matriz a determinar.
Solucioén.
0 2 3
La matriz B serd B = A—Is—| 0 0 2 | .Como la matriz identidad conmuta con
0 00

cualquier otra matriz podemos utilizar el binomio de Newton para calcular la potencia

Av=(B+13)" =31, (?) B’ asi que tenemos que calcular las potencias de la matriz B.
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000
B'=1; B =100 0
000

Bl=|o0o02 | B'*=0

0 B"=0 Vn>4

\
o

o O O O O N
W
-

1 4 10

Hacemos notar que A' = Ay que A2 =] 0 1 4 . 'Y ahora calculamos A™ para

0 01
n > 3 siguiendo el binomio de Newton:

A" = (B + I;)" = (Z>BO+ (T)Bw... (nﬁl)Bn—w (Z)B"

:13+n3+@32
100 0 2n 3n 0 0 ™Mrely
=lot1o|+[0o0 22|+ 000
00 1 00 0 000
1 2n 2n%+n
=101 2n
00 1

IV. De las afirmaciones siguientes, demostrar las verdaderas y dar un contraejemplo para las

falsas:

(a) (A+ B)? = A?2+2AB + B>
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Solucién. Esta afirmacion es falsa, para verlo tomense A = y B =

01
00

La misma afirmacién es cierta cuando las matrices A y B conmutan. En cualquier

caso sf que se verifica la igualdad (A + B)? = A>+ AB+ BA + B2
A? - B?=(A- B)(A+B).
Solucion. Esta igualdad también es falsa y se puede ver con las mismas matrices
que en el ejercicio anterior.
At — [ =(A-L)I,+ A+ A+ ...+ A").
Solucién. En este caso la igualdad es cierta ya que (A—1,,)(I,+ A+ A2 +...+ A") =
A4+ A2+ 4 An4 A [ — A— A2+ — A= AT [
Si P es una matriz regular, entonces (PAP~Y)" = PA"P~L.
Solucion. La igualdad es cierta porque
(PAP~1)" =
PAP”PAP”ZiAP*1 ...PAP?

n-veces

= PA"P.

Si A es antisimétrica, entonces A2 es simétrica.

Solucién. Verdadero. Puesto que A es antisimétrica se tiene que A® = — A, entonces
(A?)t = (AA)! = ATA = (—A)(—A) = A2, es decir, A% es simétrica.

Si A es antisimétrica y B es simétrica, entonces AB es antisimétrica siy sélosi AB =
BA.

Solucién. Verdadero. Por ser A antisimétrica y B simétrica se tiene que A' = —A
y que B' = B.

Demostramos primero que si AB es antisimétrica entonces AB = BA. En efecto,
por ser AB antisimétrica tenemos que —AB = (AB)! = B'A' = B(—A) = —BA e
igualando el primer y ultimo miembro y dividiendo por —1 se tiene que AB = BA.

Finalmente hay que ver que si AB = BA entonces AB es antisimétrica.
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(g) Si |AB| =0, entonces |A] =06 |B| = 0.
Solucién. Esta afirmacién es cierta ya que si |[AB| = 0 entonces |AB| = |A||B| =0

y por lo tanto o bien |A| = 0 o bien |B| = 0.

(h) [A+ B[ =[A] +[B].

Solucién. Se puede comprobar facilmente que las matrices A = y B =

00
10
(i) |24] =2]A4|.

son un contraejemplo para esta igualdad.

Solucién. Se puede comprobar con la matriz A = que la igualdad no se

satisface.

V. Demostrar que si a, b, ¢ son niimeros reales se tiene que:

a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b —(a+b+c).
2¢ 2¢ c—a—>
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Solucion.

a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b
2¢ 2¢ c—a—>

) X at+b+c a+b+c a+b+c
FE(1); FP(1)

2b b—c—a 2b =
N 2c 2c c—a—"b
1 1 1
(a+b+c)| 20 b—c—a 2b
2¢ 2c c—a—>
0 1 1
C2(—1
(a+b+c)|a+b+c b—c—a 2b =
B 0 2c c—a—>
1 1
—(a+b+c)?

2c ¢c—a—0»

=—(a+b+c)(—a—b—c)=(a+b+c)’
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VL

a’ ab

ab  a?

ab b

v* ab

a’+2ab+b* ab

C3(1),C3(1),CH) | a® +2ab+b* a?

= a’ +2ab+b* b

a’+2ab+b* ab
a® + 2ab + b? ab ab

Fy(=1), F}(—1), F{(-1) 0 a’> —ab b*> —ab

= 0 b —ab a®—ab
0 0 0

:(a2+2ab+b2) b2 —ab a2—ab

a® — ab
b? — ab
— (a+b)*(a—b)[(a? — ab)? — (b* — ab)?

= (a +b)*(a* — V?)

ab
b2
CL2

ab

ab
b2
CL2

ab

b2
ab —

62
ab
ab

b2

ab
ab

b2

ab — b?

a? — b?

ab — b?
ab — b?

a? —b?

b? — ab

a® — ab

= (a +b)*(a — b)(a® + b* — 2ab)(a® — b?)
= (a+b)*a—b)*= (a® - 1*)*

VII.
a b 00
a b 0 b 00
0 a b 0 -
=al0 a b|—bla b 0]|=a —b
0 0 a b
0 0 a 0 a b
b 0 0 a

VIII. Sin desarrollar los determinantes, demostrar que:
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1 a b+c
@)1 b atc|=0 (b)
1 ¢ a+b
Solucion.
1 a b+c 1 a a+b+c
(@ |1 b a+tec Gs) 1 b b+a+c
1 ¢ a+b N 1 ¢ c+a+bd
1 a 0
(a+b+c)|1 b 0|=0
1 ¢ 0

1 a?

(b) Si a,b,c son las tres diferentes de 0, se tiene:

1 a® d? 1/a a a?

C4(abc)
12 B =1/ b B
1 2 e ¢ & |

1 0 O
b b b b2
1B B = be =
2 3 c
1 2 &8
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Supongamos ahora que una de ellas es 0, por ejemplo a = 0, en este caso se tiene:

a bc a a
1 v v l=|ca b b
1 2 & ab ¢
1 a 1
C3(-1)
=(a+b+c)|1 b 1
1 ¢ 1|
be a a?
ac b b
ab ¢ 2
be 0 0
0 b b2
0 ¢ 2



IX.

F3(—a) |1 1 1 1
Fi(—=a) |0 b—a c¢c—a d—a
= 0 V®’—ba —ca d°—da
Fi(=a) | 0 b®—=b’a & —cfa & —d%a
b—a c—a d—a
=10 —ba —ca d*—da
b —bla A —cca d®—d%a
1 1 1
=0b—-a)c—a)d—a)| b ¢ d
b 2 d?
F2(-b) 11 1
= (b—a)c—a)d—a)|0O ¢c—=b d—0b
F3 (D) 0 *—cb d*—db
c—b d—>b
=(b—a)(c—a)(d—a)
2 —cb d?>—db
1
=((b—-a)(c—a)(d—a)(c—0b)(d—1D)
c d

=(b—a)(c—a)(d—a)(c—0b)(d—0b)(d—c)

X. Calcular el rango de la matriz

120121
103 0 31
A=12 2 3 1 41
4 46 29 3
32617 2
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Calculamos el rango de esta matriz realizando operaciones elementales por filas:

120121\ Fi(=1) (1 2 0 1 21\ F(-1)
10303 1| F(-2 [0 23 -1 10| F -2
22314 1| F(4) [2 2 3 1 4 1| F{(-4)
4462 93| FA(=3) |4 4 6 2 9 3| F(-3)
326172 ~ 3.2 6 1 72 ~

63



Capitulo 3

Sistemas de ecuaciones lineales

1. Definiciones basicas

Definicién (sistema de ecuaciones lineales).

Fijado un cuerpo K, que como ya dijimos siempre serd R y eventualmente C, y fijados
numeros naturales m y n, un sistema de m ecuaciones y n incognitas sobre el cuerpo K es un

conjunto de expresiones del estilo:

\
a11T1 + a2 + -+ + ATy, = b1
a1 &1 + ATy + -+ + A2, = by ()
Am1T1 + Apale + -+ + Gy = bm )

donde los elementos a;; pertenecen al cuerpo K y los elementos x; son las incégnitas que

queremos encontrar.

Convenio
Cuando m = 1, en vez de llamar a la expresién aj1x1 + a19x9 + - - - + a1,2, = by sistema de
1 ecuacion con n incognitas, la llamaremos simplemente ecuacion lineal de con n incégnitas.

El sistema (.S) se puede reescribir en forma matricial como:

Ax = b,
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T by a1; Q12 -+ Qin
X2 by Q21 Q2 -+ Q2p

donde x = |, b= ' yA=

T, bn m1 Gm2 = Qmp
Notacion.

La matriz A se llamaréd matriz asociada al sistema (S),
B = (A|b) es la matriz ampliada asociada al sistema (S)

Los b; son términos independientes del sistema (S).

Definicién (Resolucién y discusién de un sistema).

Resolver el sistema (S) es encontrar un vector x en K" tal que Ax = b y discutirlo consiste

en clasificarlo en uno de los siguiente tipos:
1. Sistema compatible determinado (S.C.D.): es aquél que tiene una unica solucién.
2. Sistema compatible indeterminado (S.C.1.): es aquél que tiene miltiples soluciones.

3. Sistema incompatible (S.1.): es aquel sistema que no tiene solucién.

2. Teorema de Rouché-Frobenius
Dado el sistema Ax = b, se tiene:
1. sitg(A) =rg(A|b) entonces el sistema es compatible. Ademés:

a) cuando rg(A) = rg (A|b) = n el sistema es compatible determinado,

b) ysirg(A) =rg(A|b) # n el sistema es compatible indeterminado.

2. sirg(A) # rg(A|b) entonces el sistema es incompatible.

Definicién (sistema homogéneo).

si todos los elementos b; son 0, el sistema se dice que es homogéneo y siempre tiene solucion.

65



3. Resolucién de sistemas, método de Gauss

Dado el sistema de ecuaciones

\

A11T1 + A2 + - + ATy, = bl
a21T1 + A922Xo + *++ + Ao Ty, = b2

(S)
Ap1T1 + ApaTo + - + ATy, = bn )

le asociaremos su sistema matricial Ax = b y el método consiste en:

1. Realizar transformaciones elementales por filas en la matriz (A|b) hasta obtener una

matriz del estilo:

C|d
E|f

siendo la matriz C' de rango completo y triangular superior, la matriz £ de ceros y tanto

d como f son matrices columna.

2. Si f = 0 entonces el sistema es compatible. Ademaés, si rg (C') =nimero de incégnitas se

tiene que (S) es compatible determinado. En caso contrario es compatible indeterminado.
3. Si f # 0 entonces el sistema (S) es incompatible.

Resolucion efectiva

Se considera ahora el sistema C'x = d ya que va a tener las mismas soluciones que el sistema

Ax = b (son equivalentes). El sistema C'x = d puede estar en dos situaciones diferentes:

1. Si k£ =rg(C) < n entonces (S) es compatible indeterminado. En este caso damos a las
incégnitas Tpyq, Tgit,- - -, 2, los valores indeterminados (pardmetros) a1, i1, - - -,y

y resolvemos el sistema:

ey + cieo + - F ey = dp — CLp41Qks1 — - — ClpQp
Co1T1 + CoaTp + -+ CopTy = dy — Co 1 Qg1 — 0 — CopQly
Cr1T1 + CraTo + -+ Ty, = dp — Chk410k+1 " — CknQip



2. Sirg(C) = n el sistema es compatible determinado y lo resolvemos facilmente de abajo

hacia arriba sin necesidad de introducir parametros.

4. Método de Cramer

Este método se puede utilizar cuando los sistemas tienen el mismo nimero de ecuaciones

que de incognitas y el sistema es compatible determinado, es decir:

Ax =b con A € M,»n(K) y rg(A) = n (A es invertible).

Ax=b=A"Ax=A"b=x= |A‘AdJ(A)

Para cada 1 < k < n se tiene x; = ﬁ(zgzl A;bj), de donde:

aiy ... Gip—1 b ayppr ... ai
aiy ... Qig—1 by ayp4r ... ai
Ap1 -.. Gpk—1 bn Apnk+1  --- Qnp
T =
|4

Justificamos la férmula anterior y concluimos el tema:

=1 Apbi) = ﬁ(bﬁhk + bo Aoy + - -+ by Ank)

1
(225

a1 ... G2k-1 G2k+1 ... Q2p
1 ’““b aszr ... G@3k-1 G341 ... (3p n
— 14] 1 . . . . . .

ap1 -+. OGpk—-1 Gpk+1 --- Qnp
ar . ai k-1 ark+1 - -- A1n
21 cee a2 k—1 a2 k+1 cee A2n,
o b (1)
an—11 -+ Op-1k-1 OGpn-1k+1 --- G(pn_1n
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ain ... aGp—1 b1 aipr ... am

1 |an ... aip—1 by arppr .. ay
A :

ap1 .. GOpk-1 bn Ank+1 --- Qnp

5. Ejercicios resueltos
I. Discutir la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

(a) Dado un sistema de m ecuaciones con n incégnitas, Ar = b, que admite solucién

tinica, entonces ésta es x = A~1b.

Solucién. Falso, por ejemplo se puede verificar que el sistema

1 1 6
€

6 10 = 52
X2

9 15 78

tiene como solucién unica a r; = 2 y 9 = 4. Sin embargo no existe la inversa de la

matriz asociada al sistema por no ser cuadrada.

(b) Si los sistemas Az = by y Az = by son compatibles, entonces lo es Ax = b donde
b= by + bs.
Solucién. En efecto, si ambos son compatibles existirdn soluciones respectivas z; y
xo tales que Axy = by y Az = by.Por lo tanto A(xy + x5) = Az + Axe = by + bs.
Esto quiere decir que x; 4+ x5 es soluciéon de Ax = b, donde b = by + bs.

(c¢) Un sistema con mds ecuaciones que incognitas es siempre incompatible.
Solucién. Falso. El contraejemplo del apartado (a) vale para este apartado.

(d) Si un sistema de ecuaciones Az = b es compatible determinado, entonces A es una
matriz cuadrada.
Solucién. Falso, ademas el contraejemplo del apartado (a) también vale para este

apartado.

(e) Si Az = b es un sistema incompatible con 5 ecuaciones y 4 incégnitas y el r(A) = 4

entonces 1(A|b) = 5.
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Solucién. Verdadero. En efecto, sabemos que rg A < rg(A|b), ademdas al ser el
sistema incompatible entonces la desigualdad es estricta. Asi que 4 < rg(A[b) y

como el tamano de (A[b) es 5 x 5 entonces rg (A|b) < 5. Por lo tanto rg (A[b) = 5.

I1. Discutir el siguiente sistema

ar+y+z=1
r+ay+z=1
r+y+az=1

Asociamos al sistema la matriz ampliada y realizamos operaciones de Gauss:

a 1 1|1 1 a 1]1

1 a 11 fis 11 all

1 1 all - a 1 111

F—F 1 a 1 1

s —aFy 0 I1—a a-—1 0

~ 0 1—-a®> 1—-al|l—a

1 a 1 1

Fs—(1+a)F,~ | 0 1—a a-1 0

0 0 2—a—a’|l—a
Ahora discutimos el sistema segin los valores del pardmetro a:

» Sia#1y2—a—a®>#0,es decir, sia# 1y a# —2 entonces rg (4) = rg (A[b) = 3

y el sistema es compatible y determinado y las soluciones son:

l—a _ 1
® 2T (e T ar
(1—a) ,hlug 1
¢ y= 1—a T oa+2?
1 Y _ at2-1—a __ 1
o r=1 - ay = a+2 T at2°

» Sia =1 entonces rg A = rg(Alb) = 1 y el sistema es compatible indeterminado,
necesitandose 2 parametros reales para resolverlo, o y . Las soluciones serian en

este caso:

e 2=
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o y=0;
er=1—a—p3.

» Sia= —2entonces rg A =2 # 3 =rg(A|b), por lo tanto el sistema es incompatible.

ITI. Discutir el sistemas:
r+yt+z=a+1

ar+y+(a—1)z=a
r+ay+z=1

Asociamos al sistema la matriz asociada ampliada y realizamos operaciones elementales

por filas:

11 1 a+1 1 1 1 a+1
Fy3

a 1 a—1 a 1 a 1 1

1 a 1 1 a 1l a-—1 a

0 0 -1|-a*—a
Ahora discutimos y resolvemos el sistema segin los valores del pardmetro a:

» Sia # 1 entonces rg A =rg(A|b) = 3y el sistema es compatible determinado, siendo

las soluciones:

a) z=ala+1);
b) vy =%
c) x:a+1—a(a+1)+ﬁ:—%.

» Sia=1entonces rg A =2+# 3 =rg(A|b) y por lo tanto el sistema es incompatible.

IV. Resolver el sistema:
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4

kx+y+z+t=k
r+ky+z+t==~F
r4+y+kz+t=k

| vty tztkt=k

Empezamos construyendo la matriz ampliada al sistema y realizando operaciones elemen-

tales por filas:

k1 1 1]k
k1 11k
(Alb) =
1 1 k 1]k
111 k|k
FookFy (0 1=k 1—k 1-k2|k—#2
Fy,— Fy 0 k-1 0 1-k 0
F;—F} 0 0 k—1 1—k 0
~ 1 1 1 k k
1 1 1 k k
intercambio de filas | 0 1—k 1—k 1—Fk*|k— K>
~ 0 k-1 0 1—-k 0
0 0 k—1 1—k& 0
1 1 1 k k
EFs + Fy 01—k 1—-k 1—k? k— k2
~ 0 0 1—k 2—k—k|k—k?
0 0 k—1 1—k 0
1 1 1 k k
Fy+ F; 01—k 1—k 1— k2 k— k2
~ 0 0 1-k 2—k—k*> |k—K?
0 0 0 3—-2k—K*|k—k°

Ahora discutimos el sistema distinguiendo los siguientes casos:
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a) Sil—k #0y3—2k—Fk*+# 0o loqueeslomismo k # 1, k # —3, entonces
rg A =rg(A|b) =4 y el sistema es compatible determinado. Se resuelve desde abajo

hacia arriba:

A t= 3f2_kkjk2 - 45&}{2)71) - ki%;

B+ - 2k

C.y= k—k2—(1—lli2]3t—(1—k)z _ 3+ik

D. x:k‘—kt—z—yzg%k

b) Si k=1 entonces
111 k k
0 4 4 —8|—-12
(Afb) ~

00 4 —4]-12
000 0]-—12

y como rg A = 3 # rg (A|b) = 4 el sistema es incompatible.
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Capitulo 4

Espacios vectoriales

1. Definiciones basicas y primeras consecuencias

Un conjunto no vacio V' se dice que es un espacio vectorial sobre el cuerpo K si esta dotado

de dos leyes de operacion:

O1. Una ley de operacién interna,

+: VxV — Vv

(u,v) — u+v
02. Una ley de operaciéon externa,

KxV — V
(k,v) — k-v

Estas leyes deben satisfacer las propiedades que siguen.
P1. Para cualesquiera elementos a, b y ¢ de V, la operacién interna satisface:

a) a+b=Db+a (propiedad conmutativa).
b) (a+b)+c=a+ (b+c) (propiedad asociativa,).

c¢) Existe un elemento denotado por 0 tal que a4+ 0 = 0+ a = a (0 es el elemento

neutro).
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d) Existe un elemento ¢ € V tal que a4+c = c+a = 0 (c es el opuesto de a y usualmente

se denota por —a).

P2. Para cualesquiera elementos a y b de V' y A, u de K, la operacién externa satisface:
a) Ma+b)= X a+ Ab.
b) (A4 p)a = la+ pa.

c) (Aw)-a=A-(u-a)

d) lx-a=a.

Notacion.
L os elementos de V' se llamaran vectores y los de K reciben el nombre de escalares, un

espacio vectorial V' sobre el cuerpo K se denotard por Vk.

Ejemplo
R™ = {(z1,x2,...,2,) : x; € R} es un espacio vectorial sobre R con las operaciones sigu-
ientes:

+:  R'xR*  — R"

(wi)ien, Wi)ien)  — (T + Yi)ien

R x R" — R”
(o, (Ti)ien) —  (a@i)ien

Aqui N ={1,2,...,n}.

Ejemplo
Sea Pﬁg) [X] el conjunto de todos los polinomios en la variable x sobre el cuerpo R y de grado
menor o igual que n.

Un elemento de IP’]%") [X] tendra la siguiente forma:

ap + ayx + agx® + - -+ 4+ a,a™ con a; € R para todo i € {1,2,...,n}.
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+: PPIX) xPU[X] — PYX]
(p(r),q(x)) = plx)+q(z)
donde p(x) + q(x) = (ag + bo) + (a1 + b1)z + - -+ + (an + by)x™, siendo p(z) = ag + ez +
agx? + -+ a,z" y q(x) = by + by + bew? + - -+ + bpa”

2.
R x PU[X] — PW[X]
(A p(z)) = Ap(z)
donde Ap(x) = Aag + Aayx + Aagz? + - - - + Aa,z" si p(x) = ag + ez + agx® + - - + apa™.
Propiedades

Dado el espacio vectorial V' sobre el cuerpo K, se tiene que para cualesquiera «, € Ky

u,v € V se verifican las siguientes propiedades:
1. Ogxu =0,
2. a0 =0,
3. (—a)u=—au = a(—u),
4. Si au = av con a # 0 entonces u = v,
5. Si au = pfu con u # 0 entonces o = f3,

6. (—a)(—u) = au.

2. Combinacion lineal, dependencia e independencia lin-
eal, sistema generador, espacio generado y bases

Definicién (Combinacién lineal).

Dado un espacio vectorial Vi y un conjunto de vectores S = {uy,uy,...,u,}, una combi-

nacion lineal de S es una expresion del tipo:

aquy + olg + - -+ + Uy,
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donde los «; son elementos de K para todo i € {1,2,...,n}.

Definicién (Independencia lineal).

Un conjunto de vectores, S = {uy, uy,...,u,}, se dice libre o linealmente independiente si
para toda combinacién lineal de S que sea igual al vector 0 implica que los escalares que la
forman son 0.

Dicho de otro modo: si aju; + asus + - - - + a1, = 0, entonces ay = ay = -+ =, = 0.

Definicién (Dependencia lineal).

Un conjunto de vectores S = {uj,uy,...,u,} se dice que es un sistema ligado o que los
vectores son linealmente dependientes si el sistema S no es libre, es decir, existen escalares

Qq,Qo, ..., a, no todos nulos que satisfacen:

aju; + asug + - - + au, = 0.

Definicién (Sistema generador).

Un conjunto de vectores S = {uy, uy,...,u,} de un espacio vectorial V' sobre el cuerpo K
se dice que genera a V' si todo elemento de V' se puede expresar como combinacién lineal de

vectores de S.

Ejemplo
El conjunto de vectores S = {e;, s, ..., e,} de Vg = R", definidos pore; = (0,...,0,1%),0,...,0)

genera a V' y ademds es linealmente independiente.

Ejemplo
S ={l,z,...,2™} es un conjunto linealmente independiente y generador de Vg = IP’[(R”) [X].
Proposicion

1. No todo sistema libre es generador.
2. No todo sistema generador es libre.

3. Si S es generador y T' es un conjunto de vectores cualquiera, entonces S U T también es

generador.
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4. Si S es libre y T C S entonces T es libre.

2.1. Bases de un espacio vectorial. Dimension

Definicién (Base).

Un conjunto de vectores S = {uy, uy, ..., u,} se dice que es una base de un espacio vectorial

Vik si S genera Vi (es decir Vg =< § >) y ademés S es un sistema libre.

Proposiciéon
Cualquier vector del espacio vectorial Vi se expresa de manera unica como combinacion

lineal de los elementos de base elegida.

Definicién (Coordenadas).

Dada una base S = {uj,uy,...,u,} de Vg, las coordenadas de un vector v € Vi son los

unicos escalares {o;}; tales que v = aju; + agug + - - - + au,.

2.2. Dimensiéon de un espacio vectorial

Teorema 2.2.A
Todo espacio vectorial finitamente generado! posee una base, ademads el cardinal de cualquier

base es un numero fijo que lo llamaremos dimension del espacio vectorial.

Convenio

Si Vk = {0}, entonces Sy, = 0.

Resultados técnicos que permiten probar el teorema anterior

Proposicion 2.2.B

1Esta propiedad también es cierta para espacios vectoriales en general
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Si S es linealmente independiente y u ¢< S > entonces 7' = S U {u} es linealmente

independiente.

‘ Demostracién ‘

Pongamos que el conjunto S esta formado por elementos u;, recorriendo ¢ un conjunto I, es
decir: S = {u; }ier.

Para ver si T es linealmente independiente tomamos una combinacion lineal (finita) de
vectores de T', la igualamos al vector 0 y deducimos que los escalares que aparecen en la
combinacion lineal son todos cero.

Si

QU + QU + -+ - + i,y + Bv=20

entonces:
1. 8 = 0k porque en caso contrario:
v = —ﬁ_l (0511}1'1 + (25, + -+ akvik)
y esto es una contradiccién con la hipdtesis v €< S >.

2. Como = Ok se tiene:

v, + o, + o+ o, = 0

y como S es linealmente independiente entonces:

aleég:"':OékZOK.

Teorema (Steinitz)

Sea S = {uj,uy,...,u,} una base del espacio vectorial Vx y sea T' = {vy,va,..., v, } un
conjunto de vectores linealmente independientes. Entonces se pueden sustituir m vectores de la
base S por los vectores vy, vs,...,V,,, obteniendo una nueva base. En particular se tiene que

m < n.

‘ Demostraciéon ‘
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Haremos la demostracién de este teorema por inducciéon en m.

» Probamos el teorema cuando m = 1. Como S es una base de V' existiran escalares {a; "
tales que

Vi = iUy + Qiolg + - - - + Uy

Puesto que T es linealmente independiente se tiene que vy # 0 y entonces existe al menos un

indice [ € {1,2,...,n} para el que oy # 0, por lo tanto podemos escribir:
—1
W= —a; (auy+agup + -+ ogwoy oy - oy, — Vi)

Sustituimos en la base S el vector u; por el vector vi y obtenemos el conjunto de vectores

R = S\{w} U {vy}. Finalmente probamos que R es una base:

s Vemos primero que R es linealmente independiente. Para ello tomamos una combinacion

lineal de los vectores de R igual al vector O.

0= /piug + foug + -+ + froaw—1 + By + -+ + fpun + vy
= fiag + foug + - + B + Brpiwgr + -+ Bauy
+y(aiu; + asug + -+ - + a,uy,)

= (b1 +yoq)ug + (B2 + yaz)us + ...

+(B-1 + v w1 + yoqug + (B + v wgn + -

+(Bn + vam)u,

Asi que:
Bj +va; = Og para todo j € {1,2,...,l—1,1+1,...n},

you = Og
Como a; # Ok entonces de la tltima ecuacién se deduce que v = Og y de las restantes: 3; =

Ok para todo j € {1,2,...,1—1,l+1,...n}. Por lo tanto R es linealmente independiente.

= Vemos ahora que R es generador. Para ello tomamos un vector v € V' y vemos que es

combinacién lineal de los vectores de R. Como S es una base entonces:
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V =y el s i W—g YW YW s Yy
=7 + U + s+ YW

—ﬁ/lozl’l (cqug + agug + -+ + g + g + -+ au, — Vi)
FVi+1W41 -+ Uy

= (- %041_1041)111 + (72 — %CYI_IO@)UQ +o (e — %aflaz—1)llz—1
—%Oél_lV1

+ (Y41 — ’YlOéflchH)U-lH T ’YlOéfl()én)um

lo que demuestra que R es generador.

» Suponemos ahora que el teorema es cierto para el entero m — 1 y lo probamos para m.
Como el conjunto T,,,_1 = {v1,Va,...,Vy,_1} es linealmente independiente y estamos suponien-
do el resultado cierto para m — 1, podemos sustituir m — 1 vectores de S por los vectores de

T,,—1 obteniendo una base

Sl = {Vl,VQ, e 7Vm71} U {uil,uiQ, . ,uin_m+1}

donde 1 <4 <n,le{l,2,....,n—m+1}.

Ahora podemos utilizar el argumento desarrollado en el caso m = 1 y sustituir los vectores
linealmente independientes de 7" = {v,,,} por un vector de la base S;. Ademads esa sustitucién
se va a hacer por un vector de la segunda parte del conjunto {u;,, us,, ..., 0.} (4Por qué?)

y se obtiene la prueba del teorema.

Ya estamos en condiciones de probar el teorema 2.2.A y el corolario que sigue.
Demostracién del teorema 2.2.A.
Fijemos un sistema generador finito del espacio vectorial (que supondremos que no es el

formado sélo por el vector 0, si lo fuera ya sabemos por el convenio hecho que tiene base)
R = {Wl,Wg,. . ,Wk}

No es restrictivo suponer que en R no esta el vector 0, si lo estuviera lo eliminamos y R

seguiria siendo generador.
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Ahora procedemos a construir la base usando la proposicién 2.2.B. Si el conjunto Ry = {w; }
es generador entonces serd una base y hemos terminado.

En caso contrario elegimos el nimero ny > 1 mas pequeno posible para el que se cumple
Wy, €< R; >. Usando la proposicién 2.2.B se tiene que Ry = {wy, w,,} es linealmente inde-
pendiente. Si es generador hemos acabado, en caso contrario repetimos el proceso que tiene que
ser finito por serlo R.

Al final habremos conseguido un R; linealmente independiente y generador, es decir una

base.

Corolario
Si el espacio vectorial Vi tiene una base finita, todas las bases de Vi tienen el mismo nimero

de vectores

’ Demostracién

Supongamos que tenemos dos bases de Vk:

R:{ul,ug,...,uk}

S=A{vi,va,..., v}
Usando el teorema de Steiner considerando R base y S linealmente independiente tenemos
[ <k.
Ahora por el mismo teorema considerando S base y R linealmente independiente:
k<I.

Asi que k = 1.
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Definicién (Dimensién).

Dado un espacio vectorial Vi, diremos que la dimension de V' es n si cualquier base tiene

n elementos y representaremos la dimensién de Vg por dim(Vk) o dimVk.

Propiedades

1. La dimension de un espacio coincide con el nimero maximo de elementos que puede tener
un conjunto linealmente independiente y también con el nimero minimo de elementos que

puede tener un conjunto generador.

2. Todo conjunto de vectores linealmente independientes puede completarse hasta obtener

una base.

2.3. Cambio de bases. Matriz de cambio de base

Suponemos que sobre el espacio vectorial Vi tenemos fijadas dos bases, 5 = {u, us, ..., u,}

[—
y ﬁ - {V17V27"'7vn}
Queremos saber la relacion entre las coordenadas de un vector w en Sy 3.
Con el fin de determinar esa relacién construimos la matriz de cambio de base de B a [,

para ello, cada vector de la base 3’ se pone como combinacion lineal de los elementos de la base
' n
V; = E Ozjillj.
j=1

Por ultimo construimos la matriz cuadrada

Mpg = A = (ij) (i)t {1,..n}-

Detalle de la relacién

Tomamos w =37 yju; = > 0 75V, X = (21,22, ..., Tn) €Y = (Y1, Y2, -, Yn)"-

n n

n n n
W = E r;V; = E ZT; E Oéjillj = E E $iaji llj,
i=1 =1 j=1

j=1 \li=1

de donde y; = > | ;a; y la relacién deseada es:

Yy = Mﬁﬁ/X.




3. Subespacios vectoriales

Definicién (Subespacio vectorial).

Un subconjunto H de un espacio vectorial Vi diremos que es un subespacio vectorial de Vi

si H con las operaciones, + y -, de Vi es ¢l mismo un espacio vectorial.

Proposicion

Un subconjunto H de Vi es un subespacio vectorial de Vi si y sélo si se verifican:
1. Para cualesquiera u y v de H se tiene que u+v € H.

2. Para todo a de K y para todo u € H se verifica au € H.

Ejemplo
Las soluciones de un sistema lineal de ecuaciones tiene estructura de subespacio vectorial
de R".

Ademas dim(H) = n —rg(A) (nimero de pardametros necesarios para resolver el sistema).

Ejemplo
Dado un conjunto de vectores S del espacio vectorial Vi, se tiene que el espacio generado

por S es un subespacio vectorial de V.

Ejemplo
Sea Vi un espacio vectorial de dimensién n y sea [ una base de Vk. Dada una matriz

A € Myyn(K) se tiene que
H = {(xthv S 7xn>5 : A<$1,l'2, . 71,”)75 = O}

es un subespacio vectorial de Vi de dimensién n — rg A.

3.1. Rango de un conjunto de vectores. Prueba del teorema de

Rouché-Frobenius
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Definicién (Rango).

El rango de un conjunto de vectores

S:{ul,u2,...,un}

es la dimension del espacio vectorial < S >.

Propiedades

El rango de una matriz

aj; Az - Aip

A Qo1  A22 -+ Agp
= (am‘)(i,j)e{l,...,m}x{1,...,n} -

Am1 Am2 - Omp

coincide con el rango del conjunto de K" {v; = (a;;j);j=1,..n}ie; (vectores fila de A) y con el

rango del conjunto de K™ {w; = (ai;)i=1,..m}j—; (vectores columna de A).

Demostracién del teorema de Rouché-Frobenius

Ax = b, (1)
T bl a1 a2 - QA1n
T2 ba Q21 Q22 -+ Q2

con X = , b= y A=
Ty bn Am1 Am2 -~ Omp

Escribimos la ecuacién 1 de la siguiente manera:

ai a12 a1n by
21 22 Q2n, by

T . +I2 . +—|—5L’n . = ) s (2)
Am1 Am2 Amn bn

de donde se sigue:
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1.

3.2.

Sirg (A) =rg (A|b), entonces el vector b es combinacién lineal de los vectores de {w; =
(@ij)i=1,...m}}j=1, con lo que existen escalares x;, i € {1,2,...,n}, que verifican la ecuacién
2. Por lo tanto, el sistema es compatible. Jugando otra vez con los rangos se ve que si
rg (A) # rg (A|b) entonces el sistema es incompatible, puesto que b no es combinacién

lineal de {w; = (aij)i=1,..m } =1

Sirg(A) = rg(Alb) = n entonces la expresién de b como combinacién lineal de los
vectores de {wW; = (@)i=1,..m}}—; s Unica, puesto que estos tltimos son linealmente

independientes. En consecuencia el sistema es compatible determinado.

Operacion con subespacios: intersecciéon, unién y suma

Fijamos un espacio vectorial Vi y subespacios vectoriales H y H'.

Proposicion

H N H’ es un subespacio de V.

Observacién I

H U H' no es en general un subespacio de V.

Definicién (Suma de subespacios vectoriales).

H+ H' :=< HU H' >, es decir, el subespacio suma es el espacio generado por la unién de

los conjuntos H y H'.

Definicién (Suma directa).

La suma H + H' se dice que es directa cuando para todo vector v € H + H’', existen

unicamente dos vectores vi € H y vy € H' tales que v = v + vs.

Proposicion

La suma de H y H' es directa si y sélo si H N H' = {0}.

Acabamos este apartado con la importante férmula de Grassmann.

Teorema (Grassman)

dim(H + H') = dim(H) + dim(H") — dim(H N H').
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3.3. Ecuaciones cartesianas de un subespacio vectorial

Dado un espacio vectorial Vi, un subespacio de él H, y una base " = {ej, es,...,e;} de

Vk, las ecuaciones que satisfacen las coordenadas de los vectores de H expresados en la base

B reciben el nombre de ecuaciones cartesianas de H respecto de la base [3”.

Procedimiento
v Tomamos una base de H, f = {wy,wWa, ..., W, }.
v Completamos  hasta una base de Vg, ' = {w1,wa,..., W, }.

v Elegimos un vector arbitrario v € H y tomamos sus coordenadas en 3y 5”:
V=Y1Wi+YWar+ -+ YWy, = T1€] +To€2 +  + Tp€y + -+ Tpey
v' Calculamos las coordenadas de los vectores e; respecto a 5: e; = > | A\yw;.

Asi que:

n n k n n
vV = ijej = Zl‘j (Z Alj“’l) = Z (Z fﬁj)\lj) Wj.
j=1 j=1 =1

=1 \j=1
Y como v € H, entonces
ij)\lj:O Vie{m+1,m+2,...,n}.
j=1

(Ecuaciones cartesianas de H respecto de la base " = {eq,es,...,€,})

4. Ejercicios resueltos

Sea V' un espacio vectorial sobre R y sea S = {u, v, w} un sistema libre. (Es T'= {u + v +
w, v + 3w, 2v + w} un sistema libre de vectores?

Solucion.

Veamos que T es linealmente independiente, para ello tomamos una combinacién lineal de
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vectores de S igual al vector 0 y demostramos que los coeficientes son todos cero:

alu+v+w)+ Bv+3w)+ (20 +w)

=au+(a+p+27)v+ (a+36+7y)w=0

a=0,
S 1.

a+B+2y=0,
=

a+38+v=0.

Como el sistema anterior es compatible y determinado (por tener su matriz asociada rango
3) se tiene que la unica solucién es a = =~ =0y T es un sistema libre.

Sea V' un espacio vectorial sobre Zs y sea {u,v,w} un conjunto de vectores. jEs {u + v +
w, v + 3w, 2v + w} un sistema libre de vectores?

Solucion.

Veamos que T es linealmente dependiente y por lo tanto no es libre. Para ello basta con en-
contrar una combinacién lineal de vectores de .S igual al vector 0 y con no todos sus coeficientes

cero:

0(u + v+ w) + 3(v + 3w) + 1(2v + w)
= 0v+ 0w = 0.

. Es (R, +,-) un espacio vectorial sobre R?

Solucién. Por las propiedades de los nimeros reales sabemos que (R,+) es un grupo
abeliano. Asi que los cuatro primeros axiomas de espacio vectorial (los referentes a la suma) se
satisfacen.

Veamos ahora que también se cumplen las propiedades referentes al producto. Para ello

tomamos escalares cualesquiera A, 4 € R y vectores v, w € R. Comprobamos que se satisfacen

los cuatro axiomas en los que estd involucrado el producto:
1. AMv+w) = Av + Aw se cumple, es la propiedad distributiva de los niimeros reales.
2. (A + p)v = A + pw, otra vez se trata de la propiedad distributiva en R.

3. (Au)v = A(uwv), esta es la propiedad asociativa de los nimeros reales.
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4. 1v = v es cierto ya que 1 es el elemento neutro del producto en R.

Asi que se satisfacen todos los axiomas de espacio vectorial y por lo tanto (R, +,+) es un

espacio vectorial sobre R.

Ejercicio

Dados los subespacios de Z32

= {(x,y,z)EZ%:x:y:()},

T = {(v,y,2)€Z:x+y+2=0}
calcular:

(a) Una base y la dimensién de S'y 7.

Solucién. La matriz asociada al sistema que define S es:

10010
(Alb) =
01010

Asi que la dimensién de S es 3 —1rgA=3-2=1.

Una base de S estard formada por un vector no nulo y que pertenezca a S:

Bs = {(07 0, 1)}

Ahora calculamos los datos solicitados de T'. La matriz asociada al sistema que define T’

es:
Clay=(1 11| o)
Asi que la dimensién de S es 3 —rgC =3 —1=2.

Una base de T estara formada por dos vectores linealmente independiente que pertenezcan

al:
BT = {(17 074)7 (07 273>}
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(b) Calcular SNT y S + T, dando una base de dichos subespacios.

Solucion.

SNT

La matriz asociada al sistema que define este subespacio (unién de las ecuaciones que

definea Sy aT) es:

11110 11110 11110
Fy(4) F3(1)

(Alb)=11 0 0 | 0 04410 04410

01010 01010 00410

Asi que dmSNT =3—-1rgA=0,SNT ={(0,0,0)} y Bsnr = 0.

S+T

Utilizando la férmula de Grassman se tiene: dimS + 7 = dimS + dim7 — dimS N 7T =
2+1=3.

Por lo tanto S + T = Z2 y Bssr = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}.
(c¢) (Eslasuma S+ T directa?

Solucién. Si porque la interseccién S NT = {(0,0,0)}

(d) CardZi, Card Sy CardT.

Solucién. Card ZE = 5% = 125 = Card 7.

Ejercicio

Se consideran los siguientes conjuntos de vectores:
BA - {Ul - (17 ]'7 1>7U2 - (07 17 1)703 - (1707 1)}7

Be = {wl = (17 1,0),102 = (07 L, 1)7w3 = (0707 1)}7 B = {(2727 1)50}

y se pide:
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1. Calcular la matriz de cambio de base de la base 54 a la base canénica, es decir Mg, g,..

Solucion. Esta matriz se construye poniendo por columnas las coordenadas de los vec-

tores de la base B¢ respecto a 4. Calculamos esas coordenadas:
w wp = (1,1,0) =201 — vy —v3 = (2,—1,—1)3,,
w wy = (0,1,1) = vy = (0,1,0)4,,

w wy = (0,0,1) = —v; + v+ vz = (—1,1,1)g,.

Asi que:
2 0 -1
Mgape = -1 1 1
-1 0 1

2. Calcular la matriz de cambio de base de la base 8¢ a la base 34, es decir Mg_3,.

Solucion. Esta matriz se construye poniendo por columnas las coordenadas de los vec-

tores de la base 4 respecto a f¢.

(1, 1, 1) = W1 —|—’U)3 = (1,0, 1)60,

LI VN
» vy :=(0,1,1) = wy = (0,1,0)g,,

w v3:=(1,0,1) = wy —ws + 2wz = (1, —1,2)5.,

asi que:

1 0 1
MﬁcﬁA = 01 -1
1 0 2

3. Dar las coordenadas de los vectores del conjunto B en la base (4.

Solucién. Usando la matriz Mg, s, es facil calcular esas coordenadas:

t
. [MﬁAﬁc(zv 2, 1)7560} = (37 L, _1>5A'
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Por lo tanto:

B = {(37 L, _1>5A}'

4. Calcular las ecuaciones del subespacio < B > respecto de la base (4.
Solucion.

Antes de nada tenemos claro que se necesitan dos ecuaciones (dimensién de R3*-dimensién

de < B >).

Un vector (z,y,2)s, €< B > siy sélo si

SL’ Y, 2 = —1)Ba = (30&,0&,—0&)5A
T = 3a,
r— 3y =0,
y+2z2=0.

Ejercicio

En R* se consideran los subespacios vectoriales:
S =<(1,0,0,0),(0,1,1,1)> v T={(z,y,2,t):x=0,2y —z—1t=0}
y se pide:

1. Una base, la dimensién y las ecuaciones de S.

Solucion. Los dos vectores que generan S también son linealmente independientes, por

lo tanto son una base de S:
BS = {(17 07 07 0)7 <07 17 17 1)}

Ahora calculamos las ecuaciones que debe satisfacer un vector (z,y, z,t) € S:

(
r=aq,

yzﬁa y_Z:07
=
\ t=5

(x,y,2,t) = a(1,0,0,0) + 5(0,1,1,1) =
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2. Una base y la dimensién de T

Solucién. Como la dimensién de T es 2 (dimR*-ntimero de ecuaciones linealmente inde-
pendientes que definen a T') bastara con encontrar dos vectores linealmente independientes

en 1" para dar una base:
BT - {(0; O, ]-7 _]->a (07 17 27 O)}
3. Una base, la dimensién y las ecuaciones de SN T.

Solucion. Las ecuaciones de S N7 se obtienen como la unién de las ecuaciones de S con

las ecuaciones de T':

x =0, 10 0 010
20—z —t =0, 0 2 -1 —-1/0
=
y—z=0, 01 -1 0|0
ky—t:O 01 0 =10
10 0 010
xz =0,
Fy — F3 — F)j 00 0 010
= y—ZIO,
= 01 -1 0|0
y—1t=20
01 0 —-1/0

Asi que dimSNT =4 —rgA =1 (A es la matriz asociada al sistema que define SNT).

Ahora obtenemos la base de SN T

Bsar ={(0,1,1,1)}.
4. Una base, la dimension y las ecuaciones de S + T
Solucioén.
Usando la féormula de Grassman se tiene que:
dimS + T = dimS 4+ dim7T —dimSNT =2+2 -1 = 3.

Un conjunto generador de S + 1" se obtiene uniendo conjuntos generadores de S y de T,

es decir:

S+T =< (1,0,0,0),(0,1,1,1),(0,0,1,~1),(0,1,2,0) >,
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de estos cuatro vectores ahora nos quedamos con tres que sean linealmente independientes
y tendremos una base de S + T'. Es facil darse cuanta que los tres primeros vectores son

linealmente independientes, luego:
Bs+r ={(1,0,0,0),(0,1,1,1),(0,0,1,—1)}.

Acabamos dando las ecuaciones que satisface el subespacio S + T', para ello tomamos

(x,y,2,t) € S+T y recordamos que necesitamos 1 ecuacién (dimR*—dimS+7T'), entonces:

(x,y,2,t) = a(1,0,0,0) + 5(0,1,1,1) +v(0,0,1, —1)

:(&,5,54—’7,6—7)
( T = q,
A =[z+t-2y=0]
z=0+7,
\ t=p0—1.

. Dadalabase 8 = {(1,0,0,0), (1,1,0,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)}, justifica si el vector (1,2,3,4)4
pertenece a alguno de los subespacios S, T, S NT,S +T.

Solucién. Obtenemos facilmente las coordenadas del vector (1,2, 3,4) en la base candnica:

(1,2,3,4)5 = (1,0,0,0) +2(1,1,0,0) + 3(1,1,1,0) + 4(1,1,1,1)

= (10,9,7,4).

Se comprueba facilmente que este vector no satisface las ecuaciones de ninguno de los
subespacios dados. Asi que (1,2,3,4)s no pertenece a ninguno de los subespacios prop-

uestos.

Ejercicio

Sea Msyo(R) el espacio de las matrices de orden 2x2 sobre el cuerpo R, estudiar si
los siguientes conjuntos de matrices son subespacios vectoriales. En caso de que sean

subespacios vectoriales, calcular las ecuaciones cartesianas de estos respecto de la base:

0 0 1 0 0 0 0
B=1<e = , ey = , €3 = , €4 =
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a)

M, = {A € Myys(R) / A es simétrica}
Solucion. M, es un subespacio vectorial ya que:
» Si A, B € M, entonces A" = Ay B* = B. Por lo tanto (A + B)! = A"+ B! =
A+ B, es decir, A+ B € M.
» SiAe M yac€Rentonces A" = Ay (aA) = aA' = oA, es decir, aA € M;.

Calculamos ahora las ecuaciones de M; respecto de la base [: sea H € M; con
coordenadas en [ las que siguen:

z Yy
H = xey + yes + ze3 + wey =

zZ w
Como H! = H entonces y = z, es decir — z = 0. Esta es la ecuacién lineal
b )

homogénea que satisfacen las coordenadas de los vectores de M; en la base .
Calculamos ahora una base del subespacio M;. Si S es la matriz asociada al sistema
que define a M, la dimensién de M; es dimMsyo(R) —1rgS =4 —1 = 3.

Asi que basta con dar 3 vectores linealmente independientes de M; para tener una

base:

My = {A € Mayo(R) | A2 = A}

10 50
Solucién. A = € M, pero bA = ¢ Ms, asi que My no es un
00 0 0

subespacio vectorial.

M3 = {A c M2><2(R> / det(A) = 0}

.. 10 00 10
Soluciéon. A = €EMsy B= € Ms, pero A+ B = ¢ Ms,
0 0 0 1 0 1

asi que M3 no es un subespacio vectorial.

00
M4:{A: 0 GMQXQ(R)/CLER}
a

Solucion. M, es un subespacio vectorial porque:
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» Si A,B € M, entonces A = y B = ,asi que: A+ B =
0 a 0 b
0 O
€ My.
0 a+bd
0 0 0 0
» SiAe Myy a € R entonces A = y aA = e M,.
0 a 0 aa
. 0 :
Como cualquier elemento de M, es de la forma se tiene que
0 a
0 0
5M4 =
01

es una base de M, al ser un sistema generador y linealmente independiente.

Ejercicio

Comprobar si los siguientes conjuntos de R3 son subespacios vectoriales:

(a) W = {(xy,m9,23) ER3: 1y + 29 =0}
Solucion. Es un subespacio vectorial por ser sus elementos las soluciones de un
sistema lineal homogéneo. Ademas la dimensién es 3 menos el rango de la matriz
que define el sistema, es decir la dimensién es 3 — 1 = 2.
(b) W = {(.%1,1'2,.1’3) < RS T+ 21’2 + x3 = 1}
Solucién. No es un subespacio vectorial porque (1,0,0) € W pero 2(1,0,0) ¢ W.
(c) W ={(z1,22,73) € R®: 2y = 15 = 0} .
Solucion. Es un subespacio vectorial por ser sus elementos las soluciones de un
sistema lineal homogéneo. Ademas la dimensién es 3 menos el rango de la matriz
que define el sistema, es decir la dimensién es 3 — 2 = 1.
(d) W ={(z1,79,73) ER3: 2y + 19 =0y w3 — 15 = 0} .
Solucion. Es un subespacio vectorial por ser sus elementos las soluciones de un

sistema lineal homogéneo. Ademas la dimension es 3 menos el rango de la matriz

que define el sistema, es decir la dimensién es 3 — 2 = 1.
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(e)

W:{(Zﬁl,l'g,[Eg) ERgll'l—{—JT% :0}

Solucién. No es un subespacio vectorial porque (—1,1,0) € W pero 5(—1,1,0) ¢ W.

Ejercicio

Comprobar si los siguientes conjuntos de Z3 son subespacios vectoriales:

(a)

W = {(.%’1,1'2,1'3) < Zg X+ Xy = O} .

Solucién. Por los mismos motivos que en el ejercicio anterior (el mismo apartado) W
es un subespacio vectorial. La dimension sigue siendo la misma por un razonamiento
analogo.

W = {(x1, 29, 23) € Z% : x1 + 209 + 13 = 1}.

Solucién. No es un subespacio vectorial porque (1,0,0) € W pero 2(1,0,0) & W.
W = {(.I’l,l'g,l'g) < Zg X1 = Xy = O}

Solucién. Por los mismos motivos que en el ejercicio anterior (el mismo apartado) W
es un subespacio vectorial. La dimensién sigue siendo la misma por un razonamiento
andalogo.

W = {(131,132,5153) < Zg’ LT+ Xo :0y$3—$2 :0}

Solucién. Por los mismos motivos que en el ejercicio anterior (el mismo apartado) W
es un subespacio vectorial. La dimensién sigue siendo la misma por un razonamiento
analogo.

W = {(z1, 79, 23) €Z3 : 1 + 22 =0}.

Solucién. No es un subespacio vectorial porque (4,1,0) € W pero 2(4,1,0) =
(3,2,0) ¢ W yaque3+22=3+4=2+#0.

W = {(z1, 9, 73) € Z3 : x1(23 +2) = 0}.

Solucién. Busquemos otra descripcién del conjunto W. El vector (x,y,z2) € W siy
solo si z(z? — 1) =0, asi que z = 0 6 2% = 1. Ademds la ecuacién 2% = 1 se satisface
para los valores de z =1y z = 2.

Asf que W = Z3 y por lo tanto es un subespacio vectorial.

Ejercicio
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Sea A € Mgyn(K) y Fy4 el conjunto formado por los vectores fila de la matriz A (F4 C K").
Sea B una matriz obtenida de A mediante una operaciéon elemental por filas y Fp el

conjunto formado por los vectores fila de la matriz B (Fg C K").

Entonces < Fy >=< Fg >.

Para esta demostracion hay que distinguir tres casos:

= B se obtiene de A intercambiando dos filas. En este caso Fy = Fp y claramente
< Fp>=< Fp >.
= B se obtiene de A multiplicando la fila j por un escalar o # 0. Si llamamos v; al

vector fila [-ésima de la matriz A entonces:

Fy=A{v1,09,...,0j21,05,Vj41,...,0}

FB = {Ul,Ug,...,Uj_l,OéUj,Uj+1,...,Uk}.
Siv e< Fy > entonces:

V= QU1 + QoUg + ... Qj;_1V5-1 + QU -+ Aj41V541 + . LUy

—1
=V =001 + QU + ... Qj_1Vj_1 + Q;Q QU + QU041 F .. QpUp,

es decir v €< Fg >. Asi que hemos probado < Fy >C< Fp >.

Probamos ahora la inclusion contraria. Si v €< Fg > entonces:

V= QU1 + QoUg + ... Qj_1V5-1 —+ Q;QV; -+ Aj41V541 + LUy

asi que v €< Fy >. Por lo tanto < Fg >C< F4 >.

Hemos probado por lo tanto la igualdad < Fg >=< F4 >.
s B se obtiene de A sumando a la fila i la fila j multiplicada por un escalar o # 0.
Si llamamos v; al vector fila [-ésima de la matriz A entonces:
Fy={v1,v9,... 01}
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FB = {U1’U2,---,Uifl,vi_'_vaj’,UlLi,l,...’,Uk}.
Siv e< Fy > entonces:

V= QU1 + QU + ... Q_1V;—1 + QU; + Qi 1Vig1 + ... Qi Uy
n

=0 = Z v + o (v + avj) + (o — aua)vy,
1{1,2,...n 1\ {inj}

es decir v €< Fg >. Asi que hemos probado < Fy >C< Fp >.

Probamos ahora la inclusién contraria. Si v €< F > entonces:

v = Z v + a;(v; + aw;) + ajv;
1€{1,2,....n}\{i,j}

= Z Qv + av; + (e + aj)v;
1e{1,2,...n 0\ {i,5}

asi que v €< Fq >. Por lo tanto < Fg >C< Fj4 >.

Hemos probado por lo tanto la igualdad < Fg >=< Fq >.

Ejercicio
Sea Py[z] el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales de grado menor o

igual que cuatro. Dadas las siguientes bases:

By ={x, 2>+ 1, 22" + 23, 2° — 2® + z, 2° + 1}
By = {22+ 1, 23 — 1, 23 + 22, 22, 2% — 22}

a) Halla la matriz de cambio de base de B; a Bs.

Solucién. Recurrimos a la definicién y calculamos las coordenadas de los vectores
de Bs en B;. Para simplificar la notacién denotaremos a los vectores de ambas bases
como sigue:

Bl = {Ul,UQ,U37U4,U5}, Bg = {Ul,Ug,Ug,U4,U5}.
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Ul:2x4+1:3U1+U2+U3—U4—2U5 (3,1,1,— 231,

vy =2® — 1= —3u; —uy +uy +2us = (-3,-1,0,1,2),,

)

)
v3 = 2° + 20 = uy +us = (0,0,0,1,1)p,,
vy =2 = —u +us = (—1,0,0,0,1)5,
)

vs = 2® — 2% = —uy +uy = (—1,0,0,1,0)3,,

Asi que:

3 -3 0 -1 -1
1 -1 0 0 0
Mpp,=11 0 0 0 0
-1 1 1 0 1
-2 2 1 1 0

b) Halla las coordenadas respecto de dichas bases del polinomio p(z) = z* + 2% + 2% +
x4+ 1.

Solucién. Calculamos primero las coordenadas de p(z) en la base Bs:

1 1 1
p(x):1+x+x2+$3—|—x4:501—§U2+§U3+2U4+U5

1 11
(i)
20 2727 ),

Ahora para calcular las coordenadas del vector en By basta con hacer la multipli-

1 11 ! 111\
MB132 (57_5757271) = (071a§a§7§)
BQ Bl

cacion:
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Capitulo 5

Aplicaciones lineales

1. Preliminares

Antes de desarrollar los conceptos de este tema conviene aclarar o repasar los conceptos de

aplicacién y enumerar sus tipos. ecuacién numeérica:

Definicién 5.1 (Aplicacién). Una aplicacion entre dos conjuntos, A y B, es una ley que hace
corresponder a cada elemento de A un unico elemento de B.

Para denotar esta ley se le suele denotar por una letra del alfabeto y se utiliza la notacion
f:A— B.

Si el elemento a de A estd relacionado con el elemento b de B se suele escribir f(a) = b,

también se suele decir que b es la tmagen de a o que a es una antitmagen de b.

Definicién 5.2 (Conjuntos asociados a una aplicacién f : A — B). Al conjunto A se le suele
llamar conjunto original y al conjunto B conjunto final.

El conjunto imagen de f se denota por f(A) y se define por la igualdad:
f(A) :={y € B: existe x € A tal que f(x) =y}
Ejemplo 5.3. Dada la aplicacion f : N — N definida por f(n) = 2n, se tiene:
s FEl conjunto inicial de [ es N,
s Fl conjunto final de f es N,

= FEl conjunto imagen es el conjunto de los numeros naturales pares,
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= 4 es la antiimagen de 8,
= 3 no es la imagen de ningin numero natural.

Definicién 5.4 (Tipos de aplicaciones). 1. Una aplicacion f : A — B se dice inyectiva si

se verifica:
si f(a) = f(b) entonces a = b.
2. Una aplicacion f : A — B se dice suprayectiva o exhaustiva si se verifica:
todo elemento de B tiene una antitmagen.
3. Una aplicacion f : A — B se dice biyectiva si se verifica:

f es inyectiva y exhaustiva.

Ejemplo 5.5. La aplicacién f : R — R definida por f(x) = 2% no es inyectiva ni suprayectiva.
f mno es inyectiva ya que f(2) = f(—2) =4 y sin embargo 2 # —2.

f mo es suprayectiva ya que —1 no tiene antiimagen.

Proposicién 5.6 (Aplicacién inversa). Si f : A — B es una aplicacion biyectiva entonces
existe una aplicacion g : B — A tal que:

fog=1p  gof=1a,
donde 14 y 1p son las siguientes aplicaciones:

1y A — A l1g: B — B

a — a b — b

La aplicacion g se llama inversa de la aplicacion f.
Demostracion. La definiciéon de g : B — A se hace como sigue: para cada elemento b € B existe
una unica antiimagen a por f (aplicacién biyectiva) tal que f(a) = b.

Ahora se define g(b) = a y es rutinario comprobar que g satisface las propiedades enunciadas.

]
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2. Introduccién de las aplicaciones lineales

Definicién 5.7 (Aplicacion lineal). Dados dos K-espacios vectoriales V- y Wy una aplicacion

f:V — W entre ellos, diremos que f es lineal si verifica:
» Vu,veV flut+v) = flu)+ f(v)

nVaeKyVueV flau) =af(u)

Ejemplo 5.8. Sea f: R — R la aplicacion definida por f(x) = 2x. Entonces se tiene que f es

lineal, ya que para cada x,y, o € R:
1 flx+y)=2(+y)=2c+2y=f(z)+ f(y)
2. flax) =2(ax) = a2z = af(x)

Ejemplo 5.9. La aplicacién g : R? — R? la aplicacién definida por g(z,y) = (v +y, v — y, )
es lineal, ya que:

Vu = (ug,uz),v = (v1,v2) € R? y Vo € R:

1.

glu+v) = g ((ug,ug) + (vi,v2)) = g (u1 + v1, U + v2)
= (uy + ug + vy + Vo, Uy — Uz + V1 — Vo, Uy + V1)
= g(u) + g(v) = g (u1,uz) + g (v1, v2)

= (uy + ug, uy — ug, uy) + (V1 + v2, V1 — V2, V1)

2. g(a(uy,uz)) = ag (uy,us) (demostrar en casa).
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Ejercicio 5.10 (de la hoja distribuida). Determinar cudles de las siguientes aplica-

ciones son lineales:
1. f:IR* = IR? dada por f(x,y) = (x — v, 22 — 3?).
2. f:R* = IR? dada por f(z,y,z,u) = (x —y, u+ 2, 2, 2v — 7).
3. f:R* — IR? dada por f(z,y) = (x —y, = — 2y, 3y).
4. f:R® = R? dada por f(z,y,2) = (x — 24y, 20—y — 3z, z+y).
2.1. Propiedades de las aplicaciones lineales

Proposicién 5.11. f : V. — W es lineal si y sélo si f(au + pv) = af(u) + Sf(v) para

cualesquiera o, f € K yu,v € V.

Demostracion. (=) Partimos en este caso de la premisa “f es lineal”, por lo tanto usando

simultdneamente las dos propiedades que definen una aplicacién lineal, se tiene:
flau+ pv) = flau) + f(Bv) = af(u) + Bf(v)

(<) Para probar el reciproco tendremos que demostrar dos cosas:

1. Siu,v € V entonces f(u+v) = f(u)+ f(v). La demostracién de este hecho es facil,

en efecto:

flutv) = flu+1v) = 1f(u) + 1f(v) = f(u) + f(v).

2. SiueVyaeV entonces f(au) = af(u). La demostracion de esto es la que sigue:

Flau) = flau+00) = af(w) + 0f(v) = af ().
]

Proposicién 5.12. Si f : V. — W es lineal entonces f(0yv) = Ow, donde Oy y Ow denotan

respectivamente los ceros de los espacios vectoriales V y W.

Demostracion. f(Ov) = f(Ov + Ov) = f(Ov) + f(Ov). Asi que f(Ov) = f(Ov) + f(Ov) ¥
si sumamos en ambos miembros el opuesto de f(Oy) se obtiene Ow = f(Oy) como se queria

demostrar. n
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Proposicion 5.13. 1. La composicion de dos aplicaciones lineales es lineal,

2. La inversa de una aplicacion lineal es también lineal.

2.2. Tipos de aplicaciones lineales

Definicién 5.14. 1. Isomorfismo: es una aplicacion lineal biyectiva.
2. Epimorfismo: es una aplicacion lineal suprayectiva.
3. Monomorfismo: es una aplicacion lineal inyectiva.

4. Si el espacio de partida y llegada es el mismo,f -V — V, y f es lineal diremos que f es

un endomorfismo.

5. Un endomorfismo biyectivo se llamard automorfismo.

3. Subespacios vectoriales asociados a una aplicacién
lineal

Definicién 5.15 (Kernel e Imagen). Dada una aplicacion lineal f : 'V — W, definimos el

Kernel de dicha aplicacion como el subconjunto de V' definido por:
Ker f:={veV: f(v)=0w}.
Para la misma aplicacion f se define la tmagen de f como:
Im f o= {f(v) ;v eV}
Proposicién 5.16. 1. Ker f es un subespacio vectorial de V (Ker f <V ).

2. Im f es un subespacio vectorial de W (Im f < W ).

Demostracion. 1. Veamos que Ker f < V| para ello es necesario comprobar:

a) Siv,w € Ker f entonces v + w € Ker f. En efecto, como v € Ker f y w € Ker f

entonces f(v) = f(w) = Ow y por ser [ lineal:
flv+w) = f(v)+ f(w) =0w + 0w = 0w = v+ w € Ker f.
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b) Siv e KerfyaecR entonces av € Ker f. Procediendo de forma anédloga tenemos

que f(v) = Ow ya que v € Ker f y ahora usando la linealidad de f:
flav) = af(v) = aOw = Ow = av € Ker f.
2. Probemos ahora que Im f < W. Igual que antes hay que probar los siguientes dos aparta-
dos.

a) Siv,w € Im [ entonces v +w € Im f. Como v € Im f y w € Im f entonces existen

v, wy; € V tales que f(v;) =vy f(wy) =wy por ser f lineal:
flor+wy) = f(n)+ flwn) =v+w=v+weInf

b) Siv e Imfya e R entonces av € Im f. Procediendo de forma andloga tenemos

que f(vy) = v para algiin v; € V ya que v € Im f y ahora usando la linealidad de f:

flav)) = af(v)) = av = av € Im f.

Ejercicio 5.17 (de la hoja distribuida). Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo
K ysea f 'V — V una aplicacion lineal. Se define el conjunto invariante
de f, denotado Inv(f), como el conjunto de vectores los vectores v que permanecen

mvariantes por la aplicacion, es decir,

Inv(f) ={veV: f(v)=uv}

Demuestra que el conjunto invariante de una aplicacion lineal es un subespacio vec-

torial.
3.1. Determinacion de un monomorfismo por su kernel

Por definicién se tiene que la aplicacion lineal f : V' — W serd exhaustiva si y sélo si el
subespacio vectorial Im f = W. Es decir f es un epimorfismo si y sélo si Im f = W.
Ahora nos gustaria saber si hay alguna relacién entre que una aplicacion sea monomorfismo

y su kernel. Dicha relacién existe y viene recogida en el siguiente teorema.
Teorema 5.18. La aplicacion lineal f : V — W es un monomorfismo si y sélo si Ker f = {Ov}
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Demostracion. (=) Dada una aplicacién lineal cualquiera f : V' — W se tiene que f(Oy) =
Ow y por lo tanto Oy € Ker f. Por otro lado si existe algiin v # Oy tal que v € Ker f

tendriamos que f(v) = f(0Oy) = Ow y se romperia la inyectividad, asi que forzosamente

Ker f = {0v}.

(<) Supongamos ahora que tenemos una aplicacién lineal que satisface Ker f = {0y} y que
ademads f(v) = f(w). Entonces Ow = f(v) — f(w) = f(v —w) por lo que v — w € Ker f.

Asi que v — w = Oy y v = w, es decir, la aplicacion f es inyectiva.

Ejercicio 5.19 (de la hoja distribuida). Calcula la aplicacion lineal f : R* — IR?

sabiendo que

r+y+z2=0
Ker(f) = {(z.y.2) € R®:
r—y+22=0

Yy f(la 07 0) = (_L 27 0): f(ov 17 O) = (L ]-7 0)
3.2. Un apunte sobre dimensiones que os ayudara en los ejercicios

Proposicién 5.20. Dada una aplicacion lineal f:V — W se satisface:

dimV = dimKer f + dimIm f.

4. Matrices asociadas a una aplicaciéon lineal

Definicién 5.21. Sean V' y W espacios vectoriales sobre los que fijamos respectivamente las

siguientes bases:
5:{,0172}27""’071} 5,:{wlaw2a"'7wm}-

Sea f:V — W una aplicacion lineal para la que conocemos las imdgenes de los elementos

de B expresadas en coordenadas sobre la base 3, es decir:

m

f(vi) = Z ajiwj = (a1, a2, - - -, Ami) g

=1
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La matriz asociada a f respecto de las bases By 5 es:

aix a2 ... Qip
a921 929 RN (057%%

Mg (f) = _ L , € Maimw xdimv (K)
Qm1  Am2 Amn

Ejercicio 5.22. Sea f : R* — IR® una aplicacion lineal definida por:

f(1a1a171) = (07071) f(l,O,l,O) = (1717_1)

f(1,1,1,0) = (0,0,—1) f(=1,-2,0,0) =(1,1,1)

Se pide calcular:

1. La matriz de [ respecto a las bases candnicas.

Solucion.

4.1. Propiedades de las matrices de cambio de base

Proposicién 5.23. Si f : V. — W es una aplicacion lineal, v € V yw = f(v) y las coordenadas

son v = (ay,as,...,a,)5 Yy w = (b1, ba,...,by)s, entonces:

by

a1
bQ a2
= Mpp (f)
b, ap,
B’ B

Ejercicio 5.24. Sea f : R* = IR® una aplicacion lineal definida por:

f(1,1,1,1) = (0,0,1) f(1,0,1,0) = (1,1, -1)

f(1,1,1,0) = (0,0, —1) f(—=1,-2,0,0) = (1,1,1)

Se pide calcular:

2. La dimension y ecuaciones de Ker(f) e Im(f).
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Proposicién 5.25 (Matriz de la composicién de aplicaciones). Si f : V - W yg: W — U
son dos aplicaciones lineales entonces go f 'V — U es una aplicacion lineal. Ademas si 3, 5’

y 8" son bases respectivas de V., W y U, se tiene que:

Mggn(go f) = Mppr(9)Mpp (f)

Proposicién 5.26 (Relacién con matrices de cambio de bases). Sea V' un espacio vectorial, 3

y B bases del mismo y Id : V — V la aplicacion identidad. Entonces

4.2.  Matriz asociada a una aplicacion lineal f respecto de otras

bases

Dados espacios vectoriales V' y W, una aplicacién lineal f : V' — W y bases respectivas de

los anteriores espacios

BV:{UDU%'"’UH} 5W:{IU1,'(U2,...,wm},

podemos construir la matriz Mg, s, (f) como se ha explicado antes.

Suponed ahora que nos dan otras bases:

By = {v,vh, ... v} B = {wy,wy, ..., w}
y nos piden la matriz Mg g (f). Para este calculo hay dos posibilidades:
1. Utilizar la definicién de aplicacién lineal (ya se ha explicado).

2. Utilizar la matriz Mg, g, (f) y las matrices de cambio de base Mg, g y Mg, s . Para

obtener esta relacion hacemos notar:

El diagrama siguiente, donde Id; e Idy son la aplicacién identidad, es conmutativo

f
(Vv BV) — (W? ﬁW)
Idl T \L Id2
f
V.gv)  — (W Bw)
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En el diagrama se ve que f = Idsof o Id; y utilizando una proposiciéon anterior para

calcular la matriz de una composicion, se tiene:

Mg, g, (f) = Mg, a1, ([2d of o I1d) =
Mp, o1, (Id) M, gy, (f) Mg, 5, (1d) =

Mg, pw Msy g (F) Mg, g,
Ejercicio 5.27. Sea f : R* — IR® una aplicacion lineal definida por:
f(1,1,1,1) = (0,0,1) f(1,0,1,0) = (1,1,-1)
£(1,1,1,0) = (0,0, —1) £(—1,-2,0,0) = (1,1,1)
Se pide calcular:
3. La matriz de f respecto de la base candnica de R* y la base de IR?,
B={(1,1,1), (1,0,1), (1,1,0)}
asi como las ecuaciones de la imagen de f en esta ultima base.

4. La matriz de f respecto de las bases de

B ={(1,1,1,0), (1,1,0,0), (1,0,0,0), (1,1,1,1)} (de R*)

By = {(1,1,1), (0,1,1), (0,0,1)} (de R?),

asi como las ecuaciones del nicleo y la imagen de f en estas bases.

5. El rango de la aplicacion.

Ejercicios Resueltos

Ejercicio

Se considera la aplicacién lineal f : R" — RF que verifica:

f(1,0,1) = (1,0), f(0,1,1)=(2,3), f(0,0,1)=(1,1).
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En este ejercicio usaremos la notacién 4 para denotar a la base definida en el ejercicio anterior.
Ademés 2, y BZ serdn respectivamente las bases canénicas de R? y R2.

Se pide:
1. Decir quiénes son n y k.
Solucién. n =3y k = 2.

2. Calcular My, 5 (f).

Solucion. De las imagenes que nos dan de los vectores de 54 obtenemos:

1 21

Mg, g2 (f) =
0 3 1

3. Calcular Mpgs 52 (f).

Solucion.

Mpgs g2, (f) = Mgz 52 M, 52 (f) Mg, 53, =
1 0
0 1
1 -1

0 11
-1 21

0
10 1 21
O =
0 1 0 3 1
1
4. Calcular una base y las ecuaciones de Ker f.

Solucién. Un vector (z,y,2) pertenece a Ker f si y sélo si Mys e (f)(2,y,2)" = 0.

Asi que:
y+z=0,

—x+4+2y+2z=0.

Por lo tanto dimKer f =3 —rg Mgs g2 (f) = 1y Bery = {(1,1,—1)}.

5. Calcular una base y las ecuaciones de Im f.

Solucion. Sabemos que

Im f =< (0,-1),(1,2),(1,1) > .
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Como el primer y segundo vector forman un conjunto de vectores linealmente independi-
entes y maximal entonces S, ; = {(0,—1),(1,2)}. Asi que Im f = R? y no se pueden dar

ecuaciones de este subespacio.

Ejercicio

Sea f : IR™ — IR™ la aplicacion cuya matriz asociada en las bases canodnicas es:

Calcula:

(1.1). Los valores de n 'y de m (0,3 puntos).

Solucioén. Los valores de n y de m son respectivamente 2 y 3, es decir, el nimero de

columnas y filas de la matriz A.

(1.2). La expresion analitica de f en las bases canénicas de R™ y R™ (0,4 puntos).
t

x
Solucién. f(z,y) = |A = (2z,2 +y,2y).
Y

(1.3). La matriz de f respecto de las bases
B={(1,1), (1,00} y B ={(1,0,0),(1,1,0), (1,1,1)}
(0,9 puntos).

Solucién. Vamos a calcular esta matriz utilizando la definicién de la misma. Para ello
debemos calcular las imagenes de los vectores (1,1) y (1, 0) por la aplicacién f y a calcular

las coordenadas de esas imagenes en la base B':
f(1,1)=(2,2,2) =2(1,1,1) = (0,0, 2) 5,

F(1,0) = (2,1,0) = (1,0,0) + (1,1,0) = (1,1,0)5.

Asi que la matriz de f respecto de las bases By B es:
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Responde justificadamente:

(1.4). ;Se puede hacer la composicién f o f? ;Qué tamano tendria la matriz asociada a f o f7
(0,4 puntos).

Solucion. No se puede hacer la composicion porque el espacio de partida y llegada de f

no coinciden.
(1.5). (Es la aplicacion f invertible? (0,5 puntos).
Soluciéon. No, porque para que sea invertible tiene que ser un endomorfismo.

Ejercicio

En este problema consideraremos los siguientes conjuntos:
61 ={(1,0,1,0),(1,0,0,0),(0,0,1,1),(0,1,0,1)},
B ={(1,1,1,0),(1,1,0,0),(0,1,1,1),(0,0,1,1)},
ps ={(1,0,0,a),(1,0,1,1),(0,1,1,0),(0,0,0,1)},
Aa=1(1,1,1),(1,0,0),(0,0,1)},
A5 ={(1,1,0),(1,0,0), (0,1, 1)},
fs = {(1,0,1),(0,0,-1),(0,1,1)}

y las aplicaciones lineales f : R* = R?, g: R¥ — R! y h : R™ — R" definidas por:

= f(l’,y,Z,t)Bl = (ZL’—Fy—f—Z,ZU,y—t)[jM

1 01
= Mpg(g)=1| 0 1 1
1 0 0
0 0 1
« Mps(h)=| -1 1 1
1 0 -1
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1. Comprueba que los conjuntos B3, B2 y S5 son bases de R*.

Solucion. Para ver que estos conjuntos son bases basta con poner los vectores por filas

en una matriz y ver que el determinante es diferente de 0.
1010
1 000

Para el conjunto ; tendriamos =—-1=#0.
0011

Para el conjunto (B, tendriamos

= 1#0.

o O ==
S = =
e =
_ = O O

Para el conjunto (3 tendriamos

= —1#0.

(e (@) = =
(e — (@] S
(@] — — (@)
_ O =

2. Comprueba que los conjuntos 4, 35 v Bs son bases de R3.

Solucion. Igual que en el apartado anterior:

1 11

Para el conjunto 84 tendriamos | 1 0 0 |=—1#0.
0 01
110

Para el conjunto g5 tendriamos | 1 0 0 | =—1%#0.
011
1 0 1

Para el conjunto fg tendriamos | 0 0 —1 |=1#0.
01 1

3. Calcula las siguientes matrices:

Mﬂlﬂzv Mﬁ263’ Mﬂlﬁw MB4B57 MB4667 Mﬁsﬂe‘
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Solucion.

Antes de empezar a calcular estas matrices adoptaremos la notacién siguiente:

. 'Uf serd el vector i-ésimo de la base 3;, para valores de i entre 1 y 4 y de j entre 1 y
3.
. wf serd el vector i-¢ésimo de la base 3;, para valores de 7 entre 1 y 3 y de j entre 4 y

6.

Asf que con esta notacién tenemos por ejemplo: vi = (0,0,0,1) y w§ = (0,0, —1).

M,BI,BQ

Para construir esta matriz hay que poner las coordenadas de los vectores de la base 5 en

la base f;:

2 _ 1 1 1 1

2 1 1 1 1
2 1 1 1 1
vy = lv; — vy + O0vg + vy

vi = 0vy + Ovy + 1oy + Ovy

Ahora ponemos estas coordenadas por columnas y obtenemos la matriz solicitada:

2 1 1 0
-1 0 -1 0
Mﬁlﬁg = ] L o0 1
1 1 1 0
Mﬁzﬁg

Para construir esta matriz hay que poner las coordenadas de los vectores de la base 83 en

la base [s:
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v} = —avi + (1 + a)vy — vi + (1 +a)vj

3 2 2 _ .2 2
vy = Ov] + 1vy — v3 + 20
2

3 _ 2 2 2

vy = —1v7 + 1v3 + 0vi + 1v]

Ahora ponemos estas coordenadas por columnas y obtenemos la matriz solicitada:

Mﬁ1ﬁ3

Para construir esta matriz hay que poner las coordenadas de los vectores de la base 33 en

la base (:

v} = —av; + (14 a)vy + avy + Ov;

v = 0vy + lvg + lug + Ovy
vs = 2u} — 205 — 13 + v}

vy = —1vy + 1oy + vy + Ovy

Ahora ponemos estas coordenadas por columnas y obtenemos la matriz solicitada:

—a 0 2 -1
l14a 1 -2 1
Mﬁlﬁs 1 11
a —
0 0 1 0
Mﬁ455




Para construir esta matriz hay que poner las coordenadas de los vectores de la base 35 en

la base [y:

wi = wi + 0wy — w;

wi = 0wy + 1wy + Ows

5 _ g 4 4
wy = w; — wy + Ows

Ahora ponemos estas coordenadas por columnas y obtenemos la matriz solicitada:

1 0 1
M5455 = 0 1 -1
-1 0 0
Mﬂ466

Para construir esta matriz hay que poner las coordenadas de los vectores de la base g en

la base [y:

6 _ ()t 4 4
w; = 0w] + wy + wy
6 4 4 4

wy = Owy + 0w, — wy

6 _ 4 4 4

Ahora ponemos estas coordenadas por columnas y obtenemos la matriz solicitada:

0 0 1
Mgps =11 0 -1
1 -1 0
Mﬁsﬂﬁ




Para construir esta matriz hay que poner las coordenadas de los vectores de la base g en

la base [s:

6 5 5 5

6 _ .5 5 5

wy = 0w! + 0w + 1w?

Ahora ponemos estas coordenadas por columnas y obtenemos la matriz solicitada:

-1 1 0
Mﬂsﬁe = 2 -10
1 -1 1

4. Dados los subespacios vectoriales
S={(z,y,2,t)p, ER*: 2+ y+2+t=0}y T =<(1,2,0,1)4, >,
se pide:

» Calcular las dimensiones de S'y Ty bases de cada uno de los subespacios (se pide

que las coordenadas de los vectores de esas bases estén dadas en la base ).

Solucidén. Esta claro que la dimensién de 7" es 1 porque viene generado por un unico
vector no nulo, que por tanto sera una base de T. En cuanto a S se tiene que su
dimension es 4 menos el rango del sistema que lo define, es decir, dimS =4 —1 = 3.
Hemos dicho en el parrafo anterior que fr = {(1,2,0,1)s,} es una base de T, pero
necesitamos expresar el vector de 1 en la base i, para ello podemos utilizar la

igualdad:
(aj, Yy, z, t)/oﬁ = [M5152(17 2’ O’ l)tﬁ2]t’

donde (x,y, z,t)s, son las coordenadas del vector (1,2,0,1)s, en la base 5. Haciendo
el producto marcado se obtiene que (1,2,0,1)3, = (4, —1, -2, 3), v la base solicitada
de T puede ser:

pr = {(17 2,0, 1)52} = {(47 —1, _273)51}
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Para encontrar una base de S podriamos utilizar sus ecuaciones, pero esto nos daria
una base con coordenadas en (3 y luego tendriamos que cambiar éstas a la base
B1. Otra opcion seria expresar las ecuaciones de S respecto de la base [3; y luego
obtener la base. Este es el procedimiento que vamos a usar porque con él respondemos
parcialmente a la siguiente pregunta. Para calcular las ecuaciones de S respecto de
la base ) tomamos un vector u = (z/,y/,2,t')s, € S y buscamos las ecuaciones

que satisfacen 2’, v/, 2/, . Empezamos calculando las coordenadas del vector u en 3

(u=(2,y,2,t)p,):

(.ZU, Y, %, t)tﬂg = MBSﬂl (x/’ y/’ Z t,),%l = M[g’_liig (I/ﬂ y/7 2,7 t,),%l =
o 1 -1 1
1 0 1 -1
(l’/, y/7 2,7 t,)%l =
0o 0 0 1

-1 —a a 2-—a

(f =2+t o'+ 2 =t =2 —ay +az' + (2—a)t'),.

Asi que:
r=1vy — 2+,
y=a' +z2' —t,
2 =1,

t=—2'"—ay +az' +(2—a)t
y las ecuaciones de S en f3; son:

O=xz+y+z+t

=y -2+t +2+ '+t -2 —ay +a + (2—a)

=l(1—-a)y +az+B—a)t' =0|

Ahora tenemos que obtener tres vectores de S linealmente independientes y que
satisfagan las ecuaciones tultimas obtenidas. Estos vectores pueden ser, por ejemplo,

(1,0,0,0)4,,(0,0,a — 3,a)s,(0,3,2,—1)s, vy
ﬁS = {(17 O? 07 0)517 (07 07 a— 37 a)ﬁl? (07 37 27 _1>51}
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= Calcula las ecuaciones cartesianas de S y de T' en la base (.

Solucion. Las ecuaciones de S en la base (5, ya las hemos calculado en el apartado

anterior, eran:
S={( 1y, ) eER*: (1 —a)y +az +(2—a)t =0}

Para calcular las ecuaciones de T en la base [3; seguimos el procedimiento usual.
Tomamos (2/,y, 2/, )5, € T, por lo tanto (2',y/,2',t")s, = a(4,—1,—-2,3)s,. Ahora
tenemos que eliminar el parametro a y obtener 3 ecuaciones homogéneas que definan

al:

¥ =4da,y = —a, 2 = 20, = 3a

=2 +4y =2 -2/ =t'+3y =0.

» Calcula los espacios SNT y S+ T (da las ecuaciones de ambos espacios en la base

f1y bases cuyos vectores tengan sus coordenadas expresadas respecto a ().

Solucion.

SNT

Las ecuaciones de la interseccion son:
l—a)y +az'+Q2—a)t =2"+4y' =2"—2¢ =t + 3¢y =0,

este sistema tiene como matriz asociada a:

0 1—a a 2—a|0
1 4 0 0 0
0 -2 1 0 |0]
0 3 0 1 0

. 1 . 5 . . _ 5
que tiene rango 4 si a # 7 y tiene rango 3 si a = .

e Sia+# 2 se tiene que dimSN7T =4—4 = 0 y por lo tanto SNT = {(0,0,0,0)4, }
y Bsnr = 0 es una base de SN T.

!Este rango se calcula usando el determinante de la matriz quitdndole la columna de los términos indepen-

dientes.
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g se tiene que dimS NT = 4 — 3 = 1 y puesto que el vector no nulo

(—4,1,2,-3)5, € SNT entonces fgnr = {(—4,1,2,—3)p, } es una base de SNT.

e Siag=

S+T
Distinguimos dos casos:

e Empezamos tomando a # %, en este caso S + T = R* porque dimS + T =

dimS + dim7 —dimSNT =3+1—-0=4.
e Ahora tomamos a = % y tenemos que dimS + T = dimS + dim7T — dimSN7T =
3+ 1—1=3. Calculamos el subespacio suma:
S+T =< (4,-1,-2,3)5,(1,0,0,0)4,,
(0,0,a —3,a)s,,(0,3,2,—1)5, > .

Como sabemos que dimS + T = 3 y los 3 ultimos vectores son linealmente

independientes (son la base que hemos calculado de S), obtenemos que:
Bsir = Bs = {(17 0,0, 0)517 (07 0,a =3, a)ﬂm (07 3,2, _1)51}

y que
S+T=25.

Finalmente:
S+T=8={,y,7t)s €eR*: (1 —a)y + a2 + (2 —a)t' =0}.

= ;Es la suma de ambos subespacios directa?

Solucion. Es directa excepto cuando a = %.

5. Di cuéles son los valores de k,1,m y n.

Solucion.
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6. Calcula las ecuaciones, una base y la dimensién de Ker f (todo ello respecto de la base
Ba).

Solucién. Puesto que en este apartado nos piden datos sobre Ker f respecto de la base
P2 y en el siguiente sobre Im f relativos a la base (g, disponer de la matriz Mpg,z,(f)
serd de utilidad. Sin embargo empezaremos calculando Mg, g,(f) por ser facil de obtener

y posteriormente usaremos la igualdad:
Mﬁzﬁe(f) = Mﬁ654Mﬁ154(f)Mﬂ1ﬁ2 (1)

Caélculo de Mg, g, (f). Por definicién tendremos que calcular las imdgenes (mediante f)

de los elementos de la base i y expresar sus coordenadas en (4. Esas coordenadas se

ponen finalmente por columnas en una matriz:

f(vi) = f((1’07070)51) = (17 1’0) 45
f(vé) = f((oa 17070)[31) = (1707 1)545
f(vé) = f((07 0, 170)51) = (1707 0)543

f(vi) = f((O, 0,0, 1),31) = (07 0, _1)54'

Asi que:

111 0
Mgs,(f)=| 1 0 0 0
010 —1

Calculo de Mg, .

Procedemos igual que en el apartado 3:

wi = (1,1,1) = wl + w§ +ws = (1,1, 1),;
wg =(1,0,0) = w? +wg =(1,1,0)4;

ws = (0,0,1) = —ws = (0, —1,0)4.
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Ahora

11 0
Mo, 11 -1
10 0
Ahora usamos la férmula (1) y obtenemos:
2 1 1 0
1 1 0 111 O
-1 0 —-120
Mg (f) =11 1 -1 100 0 =
-1 -1 0 1
10 0 010 -1
1 1 1 0
2 1 1 0
2110 2111
-1 0 -1 0
2 011 =14 2 31
-1 -1 0 1
1 110 0001
1 1 1 0

’Cémlculo de Ker f‘

Ahora un vector (z,y, z,t)s, € Ker f si y sélo si f((x,y,2,t)s,) = (0,0,0)s,. Hacemos

ahora calculos para obtener las ecuaciones de Ker f.

(@9, 2, )8))" = My () (2,9, 2,8)5,

= [f((z,y,2,8)8,)]' = 2z +y+ 2+ t,40 4+ 2y + 32 + t,t)5, = (0,0,0) 4,
20 +y+2+1=0, sistema 21110
=4 4dr+2y+32+t=0, matricial 4 2 3 11]0
t=20 = 00010

Ahora tenemos que la dimension de Ker f es 4 menos el rango de la matriz asociada al
sistema (3), es decir dimKer f = 1. El vector (1,—2,0,0)g, pertenece a Ker f, por lo tanto
Brerf = {(1,—2,0,0)4,} es una base de Ker f
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7. Calcula las ecuaciones, una base y la dimensién de Im f (todo ello respecto de la base
Bs)-

Solucion.

Sabemos que dimIm f = dimR* — dimKer f =4 — 1 = 3 y por otro lado:
Im f =<(2,4,0)5,(1,2,0),, (1,3,0)5, (1,1,1,)5 > .

Del sistema generador {(2,4,0)g,(1,2,0)5,(1,3,0)s,, (1,1,1,)} de Im f se puede ex-

traer facilmente la base:
Blmf = {(L 2, 0)567 (17 3, O)ﬁm (17 L1, )56}'

Puesto que la dimensién de Im f es 3 no se pueden calcular las ecuaciones.

8. Calcula las matrices siguientes:
Mﬁ1ﬂ4<f)u M5155 (f)7 Mﬂ4,6’4 (g © h)a Mﬁ4ﬂ4(h © 9)7 Mﬂ4,6’4 (h)v ) Mﬁ4ﬁ4 (g>

Solucion.

M51ﬁ4 (f)

Para calcular esta matriz es necesario obtener las imagenes, mediante f, de los vectores
de B; y dar las coordenadas del vector imagen en la base ;. Esto ya se ha hecho en un

apartado anterior:

f(l)%) = (17 170)54; f(vé) = (1707 1)134;
f(vi) = (17 070)/54; f(Ui) = (0707 _1>54-

Con estos datos tenemos:

111 0
Mgs,(f)=| 1 0 0 0
010 —1

M/31/35(f)

123



Para calcular esta matriz es necesario obtener las imagenes, mediante f, de los vectores

de f; y dar las coordenadas del vector imagen en la base (5:

f('l}%) = (17 170)54 = (2’ 1, 1) = (0727 1)35;
f(U%) = (1707 1)54 = (1? 172) = (_17272)55§
f(’l]é) = (17070)54 = (17 L, 1) = (07 L, 1)553

f(vzb = (070’ _1)ﬁ4 = (Oa 0, _1) = (17 -1, _1>,35‘

Con estos datos tenemos:

0 -1 0 1
M/3155 (f) 2 2 1 -1
1 2 1 -1

Msg,p, (g)

Para este cdlculo usaremos la férmula:

Mp,5,(9) = Mp,p;Mp,p.(9)Mp,p, = Mpg,5,Mp,p,(9)1s = Mp,5,Mp,5,(9)

Asi que:

M54/54 (g) = M,B4ﬁ5 Mﬁ4ﬁ5 (9>

1 0 1 1 01 2 0 1
= 0 1 -1 01 1 = -1 1 1
-1 0 O 1 00 -1 0 -1
M54ﬁ4<h)

Para este calculo usaremos la formulas:

Asi que:

1 0 1 0 0 1 1 0 0
= 0 1 -1 -1 1 1 =1 -2 1 2
-1 0 O 1 0 -1 0 0 -1
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M/5454 (g © h)

Para este cdlculo usaremos la férmula:
MB454 (g © h) = Mﬁ4ﬁ4 (g>MB4,34 (h) =

Por lo tanto:

2 0 1 1 0 0 2 0 —1
Mg, (goh)=1 -1 1 1 21 2 |=] =31 1
10 -1 0 0 —1 10 1

M54ﬁ4(hog)

Para este cdlculo usaremos la férmula:
Mﬁ4ﬁ4 (h © g) = Mﬁ4ﬁ4(h>M/3’4,34 (g) =

Por lo tanto:

1 0 0 2 0 1 2 0 1
M5454(h0g) = -2 1 2 -1 1 1 = -7 1 =3
0O 0 -1 -1 0 -1 1 0 1

9. (Es la aplicacién g biyectiva? ;Cudl es su inversa?

Solucioén. Para que sea biyectiva debe ser simultdneamente inyectiva y suprayectiva, es
decir, se debe tener simultdneamente que Ker g = 0y que Im ¢ = R3, 0 lo que es lo mismo,

dimKer g = 0 y dimlm g = 3.

Como dimlm g = rg Mp,s.(g) = 3 (porque el determinante de Mg, p.(g) es —1) y dimKer f =

3 — dimIm f = 0, se tiene que g es biyectiva.
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10.

1

Para calcular la inversa de g bastara con calcular la matriz asociada a ¢g—" respecto de

algunas bases. Obtendremos esta matriz usando que Id = g o g%, por lo que:
M54ﬁ5 (g)M55ﬁ4(gil) = Mﬂsﬁz’) ([d) == M5554 (gil) = (M5455 (g))il'

Haciendo los calculos necesarios obtenemos:

0 0 1
M55ﬂ4(g_1) = -1 1 1
1 0 -1

Determina Ker g, Ker h,Im g e Imh (todo respecto de la base ;) y di si se verifica que

alguna de las dos sumas siguientes es directa:
Kerh +1Imh, Kerg—+Img.
Solucioén.
Empezamos calculando las dimensiones de los espacios que queremos calcular:
dimIm g = rg Ms,5.(g) = 3 = dimKer g = dimR® — dimIm g = 0.

dimIm h = rg Mg, 5, (h) = 3 = dimKer h = dimR?® — dimIm h = 0.

Asi que:
Kerg = Kerh = {(0,0,0)5,} e Img=Imh=R?

Finalmente es claro que ambas sumas son directas puesto que:

KergNImg=KerhNImh = {(0,0,0)s,}
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Capitulo 6

Diagonalizacion de matrices y

endomorfismos

1. Introduccion

El objetivo del tema es encontrar, para un endomorfismo dado f : R™ — R™, una base (3
de R™ tal que la matriz Mgs(f) sea diagonal o contenga el mayor nimero posible de ceros.
Encontrar dicha base tendra su interés posteriormente para calcular potencias arbitrarias
de una matriz dada. A su vez, dichas potencias permitiran calcular la exponencial.
Matricialmente, el objetivo descrito en las lineas anteriores no es mas que dada una matriz
cuadrada A de tamaiio m X m, encontrar una matriz invertible P tal que P~1AP sea diagonal.
Diagonalizar una matriz serd encontrar la matriz Py diagonalizar el endomorfismo f :

R™ — R™ consiste en encontrar la base S antes descrita.

2. Polinomio caracteristico, espectro, valores propios y
vectores propios

Definicién (Polinomio caracteristico).

Dada una matriz A € M, (K), denotaremos por pa(z) al polinomio caracteristico de A,
que viene definido por pa(z) = |A — x1,,|.

Dado un endomorfismo f : R™ — R™ y elegida una base § de R™, se define el polinomio
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caracteristico de f asociado a la base 5 como el polinomio caracteristico de la matriz Mgg(f).

A este polinomio lo denotaremos por p ().

’ Observaciéon ‘

El polinomio caracteristico de un endomorfismo f : R™ — R™no depende de de la base
elegida, con lo que podremos suprimir la coletilla asociado a la base  y definir el polinomio
caracteristico asociado a un endomorfismo f como el polinomio caracteristico asociado a f
respecto de una base elegida f3.

Definicién (Espectro).

El espectro de una matriz A € M,,(K) es el conjunto de las raices del polinomio caracteristico
y se denota por o(A) y el espectro de £ : R™ — R™ es el conjunto de las raices de su polinomio

caracteristico y se denota por o(f).

| Observacion |

El conjunto o(A) tiene cardinal menor que m ya que el grado del polinomio caracteristico
es m.

Definicién (Vectores y valores propios).

A los elementos de o(A) (resp. o(f)) los llamaremos valores propios de A (resp. valores
propios de f).
A cada elemento p € o(A) (resp. pn € o(f)) le asociaremos un subespacio vectorial V,, que

recibe el nombre de subespacio invariante asociado a py que se define como sigue:
V,={xeR": Ax = px}

(resp. V, = {x e R™ : f(x) = ux}.)

Los elementos x € V,\{0} se llaman wectores propios asociados a .

3. Teorema de diagonalizacion

Lema 6.0.1. Si A\, u son dos valores propios de A (resp. de f), entonces:

1. V,NVy = {0}, es decir, no existe x € R™\{0} que satisfaga simultdineamente las ecua-

ciones Ax = ux y Ax = Ax (resp. f(x) = ux y f(x) = A\x).

2. Vi es un subespacio vectorial con 1 < dimVy < m(A), donde m(X) denota la multiplicidad

de \ en el polinomio caracteristico.
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Ademds, si 0(A) = {1, Ao, ..., A} (resp. o(f) = {1, Ao, ..., A }), la matriz es diagonaliz-
able si y solo si:

R" =1, @V, @ @V,

Teorema 6.1 (Diagonalizacion). Sea A € M,,(K) entonces A es diagonalizable si y sélo si se

satisfacen las dos condiciones siguientes:
1. Todos los valores propios son reales.
2. Para todo valor propio A € o(A) se tiene dimV) = m(\).

Teorema 6.2 (Diagonalizacién). Dado el endomorfismo f : R™ — R™, entoces f es diagonal-

izable si y solo si se satisfacen las dos condiciones siguientes:
1. Todos los valores propios son reales.
2. Para todo valor propio X € o(f) se tiene dimVy = m(A).

Corolario 6.3. Si A € M,,,(K) (resp. f : R™ — R™es un endomorfismo que) tiene m raices

distintas, entonces A es diagonalizable (resp. £ : R™ — R™es diagonalizable).

Estos teoremas se pueden aplicar para calcular la forma diagonal de una matriz y las matrices

de paso que dan la diagonalizacién. Describimos este proceso para una matriz A € M,, (K):

1. Se calcula el polinomio caracteristico pa(z) y el espectro o(A). Si éste posee algin nimero

complejo, la matriz no es diagonalizable y el proceso acaba.

2. Si 0(A) C R, para cada A € o(A) se determina una base del subespacio de los vectores
propios asociados. Si para algiin A € g(A) se tiene que dimV) < m(\), entonces la matriz

no es diagonalizable y el procedimiento acaba aqui.

3. Si dimV) = m(\) para todo A € o(A), la matriz es diagonalizable. La matriz diagonal,
D, tiene en la diagonal principal los valores propios de A repetidos tantas veces como
indica su multiplicidad. La matriz de paso, P, se construye colocando en cada columna
uno de los vectores propios de las bases anteriormente calculadas, de forma que en la

misma columna de la matriz D aparezca el valor propio asociado.
4. Por 1ltimo, se tiene D = P~1AP.
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4. Aplicaciones de la diagonalizacion: potencias de ma-

trices y series temporales

4.1. Calculo de potencias.

Pasamos a dar una aplicacion de la diagonalizacion para el célculo de la potencia n-ésima
de una matriz diagonalizable. Supongamos que A € M,,(R) es diagonalizable y k € N, k > 2.
Entonces existe P € M,,(R) invertible y una matriz diagonal D de orden m tal que D = P71 AP,
de donde A = PDP~!. Entonces:

k veces k veces
A

Ak = (PDPY)(PDP™Y)...(PDPY)=P(DD...D)P~* = PD*P 1,

lo cual nos da un nuevo método para el célculo de la potencia n-ésima de dicha matriz que puede
ser mas sencillo que calcularla por la definicion, dado que la potencia n-ésima de una matriz
diagonal es aquella matriz diagonal cuyo elemento (i,i) es la potencia n-ésima del elemento

(i,1) de la matriz original.

4.2. Series temporales.
Si ahora tenemos un sistema que evoluciona con el tiempo segin la expresion:
Xy = Axp_1,

donde A € M,,(R) con A = PDP™' k € Ny x; € M,,x1(R) para todo [ € N. Entonces

tendremos que dado un valor inicial xg € M,,«1(R) para la serie temporal, se verificara:
x;, = Afxq = PD*P~'x,,
de donde podemos saber el comportamiento asintético de los valores x;, calculando el limite:

lim xy,.
k—o00

5. El teorema de Cayley-Hamilton

Dado un polinomio p(z) = a,x" + a,_12" ' + -+ + a;x + ap podemos evaluar la matriz en
el polinomio A, es decir p(A) = a, A" + a,, 1 A" + -+ 4+ a; A + ay. Con esta notacién se tiene

el teorema siguiente.
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Teorema 6.4 (Cayley-Hamilton). Dada A € M,,(K) con polinomio caracteristico pa(x). En-
tonces pa(A) = 0.

Este teorema se puede aplicar para calcular la inversa de una matriz, en efecto
0=A"ps(A) = A" +a, A" 2+ dag] +agA™H,
de donde

Qo )

A7t =

Una apreciacién final es que ag # 0 ya que la matriz A es invertible y por lo tanto no tiene
al 0 como valor propio.
Calcular la inversa de la matriz que sigue usando este método.

1,-1,0,0,0,1,-1,0,0,0,1,-1,0,0,0, 1

1 -1 0 0
0 1 -1 0
A=
o 0 1 -1
0O 0 0 1
Solucion.
Calculamos el polinomio caracteristico:
1 -1 0 0
0O 1 -1 0
pa(z) =|A—aly| =
o 0 1 -1
0o 0 0 1

=1—dx + 62> — 423 + 2*.

Asi que:
I, —4A+6A%2 — 443+ A* =0

Despejamos la identidad y tenemos:

Iy = 4A — 6A% +4A3 — A* = A(41, — 6A +4A% — A?)
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Por lo tanto:

AV =41, —6A+4A% - A3

100 0 1 -1 0 0

4 0100 6 0 1 -1 0

0010 0o 0 1 -1

00 01 0 0 0 1

1 -2 1 0 1 -3 3 -1

4 0 -2 1 B 0 1 -3 3

0o 0 1 =2 0 0 1 =3

0 0 0 1 0 0 0 1

1 111

(o111

N 0011

0001

6. Ejercicios Resueltos
111
De la matriz B= |1 1 1| se pide:
111
1. El polinomio caracteristico de B.
Solucioén.
l—xz 1 1
pe(z) = |B—xl3| = 1 1—-2 1 =(1-2)*+2-3(1-2)=(1-2)>-1+3z =
1 1 l—2

32 — 23 = 2%(3 — ).

2. Las raices del polinomio caracteristico y sus multiplicidades.

Solucién. Las raices son 0 y 3 con multiplicidades 2 y 1 respectivamente.
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3. Determinar, justificadamente, si la matriz B es diagonalizable.
Solucién. Segun se vio en teorfa, por ser m(3) = 1 entonces dimVs = m(3) = 1.

Falta ahora por ver, para demostrar que B es diagonalizable, que dimVy = m(0) = 2.

111
Pero esto es cierto porque dimVy =3 —rg(B—03)=3—-rg | 1 1 1 | =3—-1=2.
1 11

Por lo tanto B es una matriz diagonalizable.

4. Si la matriz B es diagonalizable calcula la matriz diagonal D y la matriz de paso P tal
que D = P7'BP. Si la matriz no es diagonalizable calcula B% y B3.
Solucioén.

Para dar la matriz P calculamos bases de Vj y de V3.

T
Vi={(z,y,2) e R*: (B—=3I3) | y | =0}, esdecir (z,y,2) € V5 siy sélo si'

z

—2r+y+2z=0,
r—2y+2z=0,

Asi que una base de Vi es 83 = {(1,1,1)}.

T
Vo ={(z,y,2) € R*: (B—0I3) | y | =0}, esdecir (z,y,2) € Vs siy sdlo si?

z
{x+y+z=0

Asi que una base de Vj es fy = {(0,1,—1),(1,—1,0)}.

Ahora obtenemos:

!Fijate que he quitado la primera ecuacién porque B — 313 tiene rango 2 y por lo tanto sélo son necesarias

dos ecuaciones linealmente independientes.
Fijate que me he quedado con una tinica ecuacién porque B — 0I3 tiene rango 1.
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para:

000
D=1000
00 3

De una matriz diagonalizable A sabemos que tiene como polinomio caracteristico p(z) =
(z —1)(x — 3)?(x 4+ 1). Responde a las siguientes cuestiones:
1. ;Cuél es la dimensién del subespacio {z € R®: Ax = 3x}?
Solucion. Por ser la matriz diagonalizable se tiene que la dimensiéon del subespacio anteri-
or V3 coincide con la multiplicidad de 3 en el polinomio caracteristico. Asi que dimVz = 2.
2. ;Cual es el determinante de A? jPor qué?
Solucién. Por ser la matriz A diagonalizable se tiene que P~'AP = D, asf que |P7'AP| =

[P=HIA[P] = [P|THA|IP| = |A] = [D] = |A] = [D|. Asf que [A] =3-3-1-(~1) = -9.

3. Escribe una matriz diagonal, D, para A.

Solucion.
300 O
030 0
D =
001 O
000 -1

4. ;Cuél es el tamano de la matriz A?

Solucion. El tamano es el mismo que el tamano de D, es decir, 4 x 4.
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5. De los subespacios invariantes Vi, V3 y V_; conocemos unas bases: By, = {(1,0,0,0)},
v, = {(1,1,1,0),(1,1,1,1)} v By, = {(1,1,0,0)}. Da la matriz de paso P tal que
D =P l'AP.

Solucion.
1 1 11
1 1 01
pP—
1 100
0100
-1 3 3
Dada la matriz A = -3 5 3 |, sepide:
-3 3 5

1. Calcular el polinomio caracteristico p4.

Solucién.
—1—-z 3 3
pa(z) =|A—zl3| = —3 55—z 3 |=20—24x+4+92®—2® = —(z—5)(x—2)?
-3 3 H—x

2. Calcular el espectro o4 y especificar la multiplicidad de cada raiz.

Soluciéon. o4 = {5,2}. Ademds m(5) =1y m(2) = 2.

3. Justificar si la matriz A es diagonalizable.
Solucién. Segun se vio en teorfa, por ser m(5) = 1 entonces dimVy = m(5) = 1.

Falta ahora por ver, para demostrar que A es diagonalizable, que dimV, = m(2) = 2.

-3 3 3
Pero esto es cierto porque dimVo =3 —rg(A—2[3) =3—-1rg | -3 3 3 | =3-1=2.
-3 3 3

Por lo tanto A es una matriz diagonalizable.

4. Dar la matriz diagonal D.
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5 0 0
Solucion. ElijoD=| 0 2 0

0 0 2

5. Dar la matriz de paso P.
Solucion.

Para dar esta matriz calculamos bases de V5 y de V5.
x
Vs ={(z,y,2) e R*: (A—=51I3) | y | =0}, es decir (z,y,z) € V5 siy sdlo si®
z
—3r + 3z =0,

—3x+ 3y =0.

Asi que una base de V5 es 5 = {(1,1,1)}.

T
Vo={(z,y,2) e R*: (A—2L) | y | =0}, es decir (z,y,2) € Vs siy sélo si*

z
{ —3r+3y+32=0 :>{ —x+y+z2=0

Asf que una base de V5 es B2 = {(0,1,—1),(1,1,0)}.

Ahora obtenemos ya:

1 0 1
P = 1 1 1
1 -1 0
6. Especificar la relacién entre A, D y P.
Solucién.
D =P 'AP.

3F{jate que he quitado la primera ecuacién porque A — 513 tiene rango 2 y por lo tanto sélo son necesarias

dos ecuaciones linealmente independientes.

1F{jate que me he quedado con una tnica ecuacién porque A — 23 tiene rango 1.
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De una matriz diagonalizable A sabemos que tiene como polinomio caracteristico p(z) =
(z —1)(x — 3)?(x 4+ 1). Responde a las siguientes cuestiones:
1. ;Cuél es la dimensién del subespacio {z € R?: Ax = 3z}? (0,5 puntos)
Solucién. Por ser la matriz diagonalizable se tiene que la dimension del subespacio anteri-
or V3 coincide con la multiplicidad de 3 en el polinomio caracteristico. Asi que dimVs = 2.
2. ;Cuél es el determinante de A? ;jPor qué? (0,5 puntos)
Solucién. Por ser la matriz A diagonalizable se tiene que P~'AP = D, as{ que |P'AP| =

[PHIA|IP] = |P|THA|IP| = |A] = [D] = |A| = |D|. Asf que [A| =3-3-1-(-1) = 9.

3. Escribe una matriz diagonal, D, para A (0,5 puntos).

Solucion.
300 O
030 0
D=
001 O
000 -1

4. ;Cuél es el tamano de la matriz A? (0,5 puntos)

Solucion. El tamano es el mismo que el tamano de D, es decir, 4 x 4.

5. De los subespacios invariantes Vi, V3 y V_; conocemos unas bases: By, = {(1,0,0,0)},
v, = {(1,1,1,0),(1,1,1,1)} v By, = {(1,1,0,0)}. Da la matriz de paso P tal que
D = P~ 'AP (0,5 puntos).

Solucion.

—_
—_
—_

e S UG
— = =
o o O =
o O

Apéndice

Exponenciales y potencias arbitrarias de matrices, métodos de construccién
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7. La exponencial

Centramos nuestros esfuerzos en esta seccién en dar un método efectivo para construir la
exponencial de una matriz e, siendo A una matriz de M,,(R). Dicho método estd basado en
el Teorema de Cayley-Hamilton.

Supongamos que p4(z) es el polinomio caracteristico de la matriz A y que su espectro
es 04 = {A1, A2, ..., A} con multiplicidades m();) = r; para todo 1 < ¢ < k. Empezamos
buscando para cada i, 1 <1 < k, polinomios a;(z) de grado a lo sumo r; — 1 de manera que se

tenga la igualdad:

de donde se deduce:
pa()
1= () ————.
ZCL (~T> (ZL‘ _ Az)”

Seguidamente evaluamos el polinomio anterior en x = A, de donde se tiene

I, = Z%(A)%>

=1

5.

que se puede escribir abreviadamente como:

I, = Z a;(A)g(A) con ¢(A) =

=1

Observemos que para todo 7, 1 <7 < k,
(A= NIy )a?
AT — 6)\ix1m6(A—/\¢Im)x — i Z ( . )
j=0
y ahora multiplicando por ¢;(A):
 G(A)(A = NI,V
J!

: (1)

., A . : :
sLa expresion (ﬁf—&% no tiene sentido, ya que, no es posible que en un co-

ciente haya una matriz. Asi que dicha expresion, por convenio, serd una forma

abreviada de escribir la matriz [[j_, ;;(A — A;)"
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va que por el Teorema de Cayley-Hamilton, para todo j > r;, ¢;(A)(A — Niln) = pa(A)(A —
Nl )7 = 0.

Multiplicamos ahora la ecuacién 1 por a;(A) y obtenemos:

a;(A)g;(A)er™ = M ZZ ai(A)qi(A)(ﬁ — Ailm)].fj'

Jj=0

Por 1ltimo, sumamos las ecuaciones anteriores desde ¢ = 1 hasta ¢ = k para obtener:

k

=y (e*ﬂaim)qi(m > %) ~ @)

i=1 =0

8. Potencia n-sima de una matriz

Conservando la notacién de la seccion anterior se trata ahora de dar un método para la
construccién de A" para cualquier nimero n natural. Observemos que para cualquier ¢ €

{1,2,...,k} se tiene:

3

n . .
A" = (A= Nl + M) = (A= ALy (3)
J=0 J

Multiplicamos ahora la ecuacién anterior por a;(A)g;(A) y obtenemos:

a(aA)A" =3[ " ] aiA)a(A)(A = ALyN

7=0 J
ri—1 n A .
= ai(A)qi(A) (A = Nl )N
=0 \ J
ri—1 n A -
= ai(A)a(A)D | | (A= Nl A (4)
=0 J

Por 1ltimo sumamos la expresiones anteriores para todos los valores de i:
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9. Ejemplos

Ejemplo. Calcula e* para la matriz

4 2 0 -3
-110 1

A=
4 2 1 -3
1 10 0

Para utilizar el método basado en el teorema de Cayley-Hamilton es necesario calcular el

polinomio caracteristico:

4 2 0 -3
-1 1 0 1 A 5 )
pa(x) = =" —6x° +13z2° — 122 + 4.
4 2 1 -3
1 10 0

Resolvemos ahora la ecuacién pa(z) = 0 y obtenemos que las raices del polinomio son 1 y
2, ambas con multiplicidad 2.

También es necesario hacer la descomposicién:

1 1 -1+ 2z 5 —2x

pa(z) ot — 623+ 1322 — 122+ 4 - (x —1)? * (x —2)?

Asi que en este caso tenemos:

aj(x) = =142z, as(z) =5— 2z,

Finalmente:

e = e®ay (A)qr(A) (A — 11)° + 2(A — 11)Y + € ay(A)qo(A)[(A — 21,)° + z(A — 21,) Y]

—e” + ¥y 4 2 —e” + ¥ + xe?® 0 2e" — 2e**x — we*®
B —e?y e* (1 —x) 0 ey
| (3 —a) 1 2e(3/2 4 1) e(m1— ) +2e2(1/2 4 7) e (34 20) + 262 (—3/2 — 1)
PR ¥ PR ¥ 0 9pT _ g2t
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10. Aplicacion a las ecuaciones diferenciales

Proponemos seguidamente un ejemplo para aclarar el método dado de construccion de la

exponencial.
Ejemplo 6.5. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales lineales:

' = dx + 2y,
y' = 3x + 3y.

Solucion: segin lo expuesto hasta ahora, debemos calcular previamente exp(Az), siendo

A=
3 3

Se ve facilmente que pa(z) = (. — 1)(z —6), 04 = {\ = 1, Ay = 6}, a1(2) = —1 y az(x) = £,
de donde

—1 1 1 [ 3e%% +2e* 32e%T — 2¢”
€Ax = 633(—)[2(14 — 6[2) + €6x—[2(A — [2) = -
5 5) 5 366:10 — 3e® 266z + 3e®

y por lo tanto cualquier solucién del sistema sera del tipo

1 [ 3e% 4+ 2e® 32e5¢ — 2¢” ¢
5\ 3ebr — 3¢ 2e6 4 3em Co

Exponemos otro ejemplo donde hay que utilizar los niimeros complejos.

Ejemplo 6.6. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales:
2’ = 3x — by,
Yy =x—uy.

Solucion: en un primer paso calculamos exp(Bz) con

3 =5
1 -1

B =
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2%’ y CLQ(‘T) = _Qiiv

Como pp(z) = (z—1—i)(x—1449),op ={ M =1+i, A =1—i}, a1(x) = +

se tiene

1 1

GB:D = 6(1+Z)x—,[2[14 — (1 — Z)[Q] — 6(1701—,]2[14 — (1 + Z)[Q] =
21 21

2senx + cos x —2senx

sen x —2senx + cosx

Asi que cualquier solucion del sistema sera del tipo

2senx + cosx —2senx c1

y(z) =
senx —2senx + cosx Co

]

Acabamos esta seccién resolviendo un sistema no homogéneo por el método de variacién de

las constantes, tal y como explicamos en la pagina 77.

Ejemplo 6.7. Resolver el sistema:
v = 4w+ 2y + €,
y' = 3x+ 3y,

Solucion: para esta ecuacion ya hemos encontrado la solucion del sistema lineal homogéneo.

Asi que debemos encontrar una solucién particular del sistema no homogéneo con el método

de variacion de las constantes. Calculamos pues.

c1(x) 1 / 3e76% 4 2¢7% 2e70T — e e” .
co(x) 3e7% —3e7® 2e707 4 37 0

1 3e75% 4 2 1{ 22 4120+ ¢
/ dr = £ > ! dx,

3e7%* — 3 _‘%Tfsw—quLcQ

asi que una solucion particular del sistema sera

(@) 1 [ 3¢5 +2e% 32e8% —2¢7 \ 1 [ === 4+ 21
yplz) = = = -
: 5 3667 — 3™ 267 4 3o 5 % — 3x
1, 10z — 3
= —e
25 3— 15z
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Y la solucién general del sistema sera:

3e5% 4 2e%  32e8% — 2¢” c1 1, 10x — 3
yy(z) = + 2—56
3e57 — 3e® 257 4 3e” o 3 — 15z

]

El célculo hecho de la exponencial de una matriz en esta secciéon nos va a dar la estructura de
las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales. En particular, la interpretacion

de la ecuacion 2 permite probar la proposicion que sigue.

Proposicién 6.8. Sean A € M,,(R) e y(t) una solucion de 'y’ = Ay. Entonces cada una de

las coordenadas de y(t) es una combinacion lineal de las funciones
thetacosth, tFelsen th,

donde a + bi recorre el conjunto de los valores propios de A conb >0y 0 <k < m(a+ bi).
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