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Introduccion.

A lo largo del siglo XVIII los matematicos fueron comprendiendo que era im-
posible integrar la mayoria de ecuaciones diferenciales que se pudieran plantear,
algunas tan importantes como las relacionadas con la estabilidad del sistema solar y
la mecanica en general, que se encontraban planteadas desde el comienzo del calculo
diferencial en los Principia de Newton.

Una vez demostrados los teoremas de existencia y unicidad de Peano y Picard
y contrastada la dificultad de resolver explicitamente las ecuaciones, se fue impo-
niendo poco a poco la filosofia de estudiar las propiedades de las soluciones sin
intentar calcularlas. Los grandes pioneros de esta nueva forma de ver el problema
son Lyapunov y especialmente Poincaré, si bien no fueron los primeros.

Los primeros escarceos de esta teoria iban destinados al estudio cualitativo local
de las soluciones en el que se encuadra la obra de Lyapunov. Mas tarde, la publica-
cion en 1890 de la memoria de Poincaré sobre el problema de los tres cuerpos supuso
el espaldarazo definitivo a una nueva teoria que se hacia hueco en el estudio de las
ecuaciones diferenciales, se trata de la teoria cualitativa global de estas ecuaciones.

El mérito de Poincaré es el de dejar de un lado los interesantes aspectos locales
para no despreciar la evolucion de las soluciones con valores del tiempo grandes.
Cuestiones bastante interesantes para todas las ciencias que estudian parte de sus
fenémenos con ecuaciones diferenciales. Preguntas de ecologia sobre la extincion o
no de una especie o la colisién de dos planetas en astronomia justifican este interés
de Poincaré sobre el estudio asintético de las soluciones.

A pesar de considerarse a Poincaré el creador por excelencia de la teoria cualita-
tiva, no son los suyos los primeros resultados cualitativos globales publicados. Ya en
1836 J.C.F. Sturm publicé un articulo sobre las ecuaciones lineales de segundo orden
desde este nuevo punto de vista. Toda vez admitida la imposibilidad de computar o
resolver la mayoria de dichas ecuaciones e incluso viendo que la resolucién analitica
no desvela las propiedades esenciales de las soluciones, Sturm llevé a cabo un estudio
de las propiedades de las soluciones a partir de la ecuacién que las genera, sin tener
que resolver la ecuacién para ello.
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Detalladamente el estudio de Sturm giraba en torno a la ecuacidn:

% (K(@%) +G@)V () =0

ecuacion de la que se probd que si Vi y V5 son soluciones independientes, entonces
cada cero de V5 se encuentra exactamente entre dos ceros de V;. La teoria que se
deriva de este y otros hechos similares tiene varias aplicaciones, entre ellas el estudio
de los sistemas Sturm-Liouville.

Volviendo a Poincaré, en 1885 aparecié su articulo “Sur les courbes définies par
une équation differentielle” [Poi85] donde se afronta por primera vez el estudio glo-
bal de las soluciones. Lo que se propuso fue investigar la ecuacién % = % donde
P y @ son polinomios, poniendo acusado interés al estudio de las curvas integrales.
Se trataba de desvelar las relaciones geométricas entre las distintas curvas integrales,
los puntos singulares y algunas curvas integrales algebraicas. En particular se llegd

al teorema siguiente:

Teorema. Cualquier curva solucion que no termine en un punto critico es o una
curva de Jordan o una espiral sobre una curva cerrada.

Este teorema fundamental para la teoria general de las ecuaciones diferenciales en
la esfera y en el plano se conoce por el nombre de teorema de Poincaré-Bendixson
en reconocimiento al matematico sueco Ivar Bendixson que en 1901 publicé una
prueba del mismo teorema bajo hipotesis mas débiles. Generalizaciones posteriores
aparecieron a mediados de siglo XX en [Vin52, Sol45] e incluso en el dltimo lustro
de este siglo en [BJ96].

El estudio cualitativo de Poincaré fij6 también su atencién en ecuaciones del
tipo F'(x,y, %) = 0. La idea esencial para abordar el estudio de estos casos era la
de asociar a dicha ecuacién la superficie F'(z,y,z) = 0. Una curva integral aparece
como la proyeccion sobre la superficie de una curva trazada en el plano que satisfaga
la ecuacion ‘;—3 = %, caso que ya habia sido desarrollado.

Localmente las curvas integrales de un sistema diferencial sobre una superficie
satisfacen las mismas propiedades que en el plano, pero globalmente el estudio difiere
sustancialmente. Ya, en estos primeros trabajos de finales de siglo pasado se hizo
notar la posibilidad de existencia de curvas densas en el toro sin puntos criticos,

cosa imposible en el plano y en la esfera por el teorema antes enunciado.

La topologia adquiri6 un papel predominante como instrumento basico para
atacar el estudio cualitativo global. En particular, el deseo de desarrollar la teoria
sobre la geometria de las ecuaciones diferenciales de orden mayor condujo a Poincaré
al interés y al desarrollo de la topologia algebraica.

Mientras este estudio iba dando sus primeros pasos aparecié gradualmente la
teoria de los Sistemas Dindmicos que generalizaba los estudios cualitativos de las
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ecuaciones. La formulacién abstracta de esta teoria llevé bastante tiempo, pero
entre los precursores se encuentran Birkhoff [Bir27] en la década de los anos 20 y
Nemytskii y Stepanov en los afios 40 y 50 [NS60].

Esta teoria de los Sistemas Dindmicos se encuentran en pleno auge y engloba,
como hemos mencionado, a la teoria cualitativa en la rama conocida como Sistemas
Dindmicos Continuos. La otra gran rama es la de los Sistemas Dinamicos Discretos.
La relacion entre ambas es estrecha y se daran evidencias de ello en gran parte de
este estudio.

Pasamos a presentar el trabajo que hemos realizado y la relaciéon que tiene con
el panorama histérico que hemos dibujado en las lineas precedentes. Esta memoria
se divide en seis capitulos, en los cuatro primeros nos ocupamos de los resultados
que han sido publicados relacionados con el teorema de Poincaré-Bendixson de los
cuales sacamos las cuestiones que todavia estan abiertas a la investigacion. En los
dos tltimos capitulos (5 y 6) se concentran los resultados que nosotros aportamos
nuevos y los teoremas de Gutiérrez y Sidorov que guardan una relacion con los temas
que alli presentamos.

Nuestro trabajo arranca con la definicién de Sistema Dinamico y la relacién que
existe entre este concepto y el de ecuacion diferencial auténoma para pasar a la
definicion de w-limite de una érbita I', que en el caso de las ecuaciones diferenciales
no son ni mas ni menos que los puntos a del espacio de fases a los que I' se acerca
asintoticamente. Todo el trabajo va destinado a describir los conjuntos w-limite
topolégicamente tomando como espacios de fases R?, M? (superficie compacta y
conexa) y R* (n > 3).

El primer capitulo lo dedicamos al estudio de los resultados del tipo Poincaré-
Bendixson sobre R%. Demostraremos este resultado y haremos una revisién de todos
los resultados que hemos encontrado sobre este tema. Hacemos notar que este
problema en el plano se encuentra ya totalmente zanjado.

En el siguiente capitulo cambiamos de espacio ambiente y fijamos nuestro espacio
de fases como una superficie compacta y conexa. El mismo resultado de Poincaré-
Bendixson es valido aqui, pero la prueba (Schwartz, 1963) se complica de manera
sustancial y hay que anadir una suavidad del flujo mayor a la que se exige en el
plano. Notaremos en las demostraciones que es bastante importante utilizar las
propiedades topolégicas de la superficie sobre la que trabajamos. Este resultado fue
establecido para el toro por Denjoy en 1932 y Haas obtuvo el mismo resultado que
Schwartz en 1954 (sin embargo la demostracion era errénea).

Una cosa interesante que se pone de manifiesto es la existencia de w-limites con
interior no vacio; en particular se vera que el todo el toro puede ser un conjunto
w-limite. Como la esfera no es un w-limite por la teoria de Poincaré-Bendixson
se suscita el problema de clasificar qué superficies seran w-limites de una 6rbita
(superficies transitivas) y cuéles no. El capitulo tres responde a esta pregunta en
el caso de la botella de Klein (demostraremos que no es transitiva) y en el cuatro
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nos ocupamos del estudio de todas las demas superficies. Demostraremos que todas
son transitivas salvo las ya mencionadas (botella de Klein y la esfera) y el plano
proyectivo. Para todo esto jugaran un papel importante los espacios recubridores.
En este capitulo también se estudiaran algunas cuestiones que resolvié Poincaré en
el toro que son complementarias al teorema de Schwartz: en particular veremos que
a diferencia del plano, en el toro existen érbitas que se contienen en su w-limite sin
que sean Orbitas periédicas y de manera que el interior del w-limite es vacio.

El capitulo cinco fue concebido con la idea de clarificar la estructura de los
w-limites en superficies. Hemos aportado nuevas caracterizaciones, en particular
hemos dado un teorema del estilo de Vinograd (resultado original en el plano) para
las superficies (teorema 5.2.1). Por otro lado hemos aportado un amplio estudio
geométrico sobre los abiertos en superficies compactas, conexas y orientables que
culmina en la caracterizaciéon de los abiertos que son w-limites de algin flujo y los
que no lo son (estamos refiriéndonos a la seccién 5.3). En particular, todo el trabajo
geométrico que se hace tiene como consecuencia la caracterizacion de w-limites que
damos en los teoremas 5.3.2.1, 5.3.2.2, 5.3.3.1, 5.3.3.2.

La seccion 5.4 intenta investigar los w-limites generados por érbitas recurren-
tes partiendo de los trabajos de Gutiérrez y todo ello culmina con nuestro teorema
(5.5.1) que engloba los resultados dados en las secciones anteriores y algunas consi-
deraciones sobre el teorema de Gutiérrez.

Terminamos este capitulo con un apartado dedicado al estudio del plano pro-
yectivo 5.6. En particular rebajamos la hipdtesis de flujos de clase C? exigida por
Schwartz a flujos continuos para establecer el teorema de Poincaré-Bendixson en
superficies, y en el teorema 5.6.2 probamos que las o6rbitas regulares del w-limite son
abiertos dentro del w-limite.

En cuanto al capitulo 6, va destinado a probar el teorema de Sidorov que afirma
que cualquier abierto conexo de R" (n > 2) con su frontera es transitivo. Alli
aportamos una generalizacién del teorema de Vinograd a R" utilizando algunas
técnicas introducidas por Sidorov (teorema 6.4.1).

Damos por ultimo un grafico de la dependencia de los capitulos para aquellos
que quieran realizar una lectura parcial de esta memoria. Junto a algunas flechas
ponemos las Unicas secciones necesarias para entender el capitulo al que apunta.
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Figura 1: Dependencia entre capitulos.






Capitulo 1

El teorema de Poincaré-Bendixson.

1.1 Introduccion.

El objetivo de este capitulo es definir el concepto de sistema dindmico, los con-
juntos w-limites asociados a dichos sistemas, asi como estudiar estos conjuntos en
sistemas dindmicos derivados de ecuaciones diferenciales definidas en el plano.

El estudio de los conjuntos w-limites en sistemas dinamicos continuos comenzo a
finales del siglo XIX. Poincaré intent6 desentranar la estructura de curvas definidas
como soluciones de ecuaciones diferenciales auténomas sobre el plano para valores
grandes del tiempo (w-limite) y para valores grandes negativos (a-limite) llegando a
la conclusién que bajo ciertas condiciones las 6rbitas del sistema siempre tienden a
comportarse como érbitas periédicas. Su estudio se limitd a ecuaciones diferenciales

del tipo 3’ = ggg; donde P y () son polinomios. En cuanto a Bendixson se ocupd

de estudios similares pero para ecuaciones del tipo y' = f(z,y) con f de clase C'.

El estudio de Poincaré no dej6 zanjado el tema y posteriormente Vinograd y Soln-
cev hicieron aportaciones a este estudio en los anos cuarenta y cincuenta. Durante
este capitulo expondremos detenidamente las aportaciones de estos dos matematicos.

Por 1ltimo, el resultado de Vinograd, fue ampliamente generalizado en 1996
en [BJ96] utilizando el teorema de Whitney. Enunciaré al final del capitulo este
resultado pero no demostraré mas que una implicaciéon por su extension.

Libros basicos que se han manejado en la elaboracién de este capitulo referentes
a la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales son [Sot79] [Ama90] [Ver90] [HS83]
[Per91] y [NOR95].

Pasamos ya a las definiciones basicas para el desarrollo de esta tesina.
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1.2 El concepto de sistema dinamico.

Definicién 1.2.1 (sistema dindmico). Llamaremos sistema dindmico a una terna
(X, T,®), donde:

1. X: es un espacio topologico, que llamaremos espacio de estados o espacio de
fases.

2. T es el grupo aditivo R 6 Z, que llamaremos espacio de tiempos y que dota-
remos de la topologia usual en el primer caso y de la topologia inducida por
la usual de R en el segundo.

3. ®: es una aplicacion
d:AN—> X

siendo A un subconjunto de T'x X, X; = {x € X tales que (¢,x) € A} un abier-
to en X para todo valor de t en Ty el conjunto I, = {t € T tales que (t,z) €
A} es un abierto que contiene a 0 para todo x de X.

A esta aplicacién se le suele llamar flujo del sistema dindmico, aunque, a veces
por abuso de notacién la palabra flujo la utilizaremos para denotar al sistema
dinamico entero.

4. ®(0,x) = x para todo = de X.

5. Siempre que los valores ®(t,x) y ®(s,®(t,z)) estén definidos se tiene que
O(t + s,x) estd definido y se da la igualdad:

O(t + s,x) = P(s, D(t, v))
para cualesquiera que sean ty s de 7'y = de X.

Definicién 1.2.2 (sistema dindmico discreto, S.D.D.). Diremos que una terna
(X, T, ®) es un sistema dindmico discreto si:

1. (X, T, ®) es un sistema dindmico.
2. El espacio de tiempos T es Z.

Definicién 1.2.3 (sistema dindmico continuo, S.D.C.). Diremos que una terna
(X, T, ®) es un sistema dindmico continuo si:

1. (X,T,®) es un sistema dindmico.

2. El espacio de tiempos 1" es R.
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A continuacién pondremos dos ejemplos, el primero de un sistema dindmico
discreto y el segundo de un sistema dindmico continuo derivado de un sistema de
ecuaciones diferenciales en el plano.

Ejemplo 1.2.1 (sistema dindmico discreto asociado a una aplicacién). Sea
f:Q Cc X — X una funciéon continua definida sobre 2, abierto del espacio to-
pologico X.

Definimos f%(z) = x y f'(z) = f(x) para todo z de Q y si tiene sentido, por
inducciéon f*(x) = f(f"(x)).

Tomamos como conjunto A el subconjunto de N x X siguiente:

{(n,x) tales que x € Q y f"(x) tiene sentido }

El flujo @ : A — X lo definimos como sigue:
®(n,z) = f*(z)

La terna (X, Z, ®) arriba definida es un sistema dindmico discreto como vamos a
verificar facilmente. Las condiciones 1, 2 y 4 se satisfacen trivialmente, en cuanto a
la quinta si tenemos definidos ®(n,x) y ®(m, ®(n,z)) se tiene que ®(m, ®(n,x))=
O (m, f"(z))= f"(f"(x))= f""(z)= ®(n + m,z), lo cual da validez a la condicién
5.

Para la tercera tomamos n € N y vamos a ver primero que X,, es un abierto
de X. Sea z € X,,, definamos un entorno U, que esté contenido dentro de X, y
habremos acabado. Como x € X, estd definida la imagen y = f"(x), tomemos un
entorno V, de y y definamos U, = (f')"(V},) que por ser f continua serd un abierto
de X y como contiene a x serd no vacio. Sélo quedaria probar que I, es abierto en
T, pero esto es trivial ya que todo subconjunto de T = Z con la topologia inducida
de R es abierto y cerrado.

Si ademas de ser f una aplicacién continua definida sobre todo X fuera un homeo-
morfismo, definiendo ®(—n, z) = (f~!)"(x) para todo n > 0 tenemos que (X,Z,®)
es igualmente un sistema dindmico discreto. Este es el ejemplo por excelencia de
sistema dinamico discreto que encontramos en todos los libros.

Pasamos ahora a dar un ejemplo de un sistema dinamico continuo en el que inter-
vienen ecuaciones diferenciales autonomas. Este es basicamente el sistema dinamico
sobre el cual basaremos nuestro estudio en esta tesina. Se tratard de clarificar algu-
nos aspectos de este sistema cuando el espacio de fases es R?, R* y M?, esta tltima
letra designa a una superficie compacta conexa y sin borde.

Desgraciadamente sélo podremos clarificar totalmente en lo referente w-limites
el caso en el que el espacio de fases sea R?. Los dos otros casos son una linea abierta
de investigacion de los que se sabe muy poco, sobre todo en el caso de R* con n > 2.
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Expondremos las cuestiones que se pueden plantear a partir de lo que ya hay hecho,
intentaremos aqui recopilar todo lo que al respecto se conoce.

Sin mas preambulos pasamos ya al mencionado ejemplo.

Ejemplo 1.2.2 (sistema dindmico continuo). Consideremos f: Q C R* — R”
una aplicaciéon continua y localmente Lipschitziana definida en el abierto 2. Para
cada punto yy de 2 le asociamos el problema de Cauchy:

v =1
y(0) =yo € Q2
Segin la teoria general de ecuaciones diferenciales ordinarias (véase [NOR95]

pagina 135), este problema tiene una solucién maximal inica denotada yy, : I(yo) —
Q de clase C'*.

El espacio de fases de nuestro sistema dindmico serd €2, el conjunto de tiem-
pos R y el flujo ® : A — € pasamos a definirlo. Como conjunto A tomaremos
{(t,z) tales que t € I(z) y x € Q}. Para estos pares, definimos ®(t,z) = y,(t).

Se puede verificar, utilizando la unicidad de soluciones del problema de Cauchy
y la dependencia continua respecto de las condiciones iniciales que la terna (2, R, @)
satisface las condiciones exigidas en la definicién 1.2.1. Estos resultados se encuen-
tran demostrados en [HS83], pdginas 250-252.

Para las dos siguientes definiciones fijamos un sistema dindmico (X, T, ®) conti-
nuo o discreto.

Definicién 1.2.4 (punto admisible). Diremos que un punto z € X es un punto
admisible si (0,x) € A.

Definicién 1.2.5 (trayectoria y 6rbita). A cada punto x de X admisible le
vamos a asociar una trayectoria u orbita I, que sera el subconjunto de X de-

finido por la imagen de la aplicaciéon ®, : 7" — X, donde 7" es el conjunto
{t € T tales que (t,x) € A} y ®,(t) = D(t, x).

Dejamos ya paso a la introduccién de los conceptos centrales de esta tesina junto
con el enunciado de algunas de sus propiedades generales mas importantes.

1.3 Definiciones de w-limite y de a-limite.

En las dos siguientes definiciones consideraremos fijo el sistema dindmico (X, T, @).
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Definicién 1.3.1 (parametrizacién de una 6rbita). Dada una érbita I'; aso-
ciada a un sistema dindmico (X, 7, ®), llamaremos parametrizacién de I'; a la apli-
cacion

e, : I, > T,

que vendrd definida como la restriccion ®|;, 4.

Notacién 1.3.1 (extremos de I,). Denotaremos por a, al extremo inferior del
congunto I, y por by al extremo superior de I,. En principio cualquiera de los
dos extremos pueden ser infinitos y de hecho en una gran cantidad de casos que
estudiaremos lo serdn.

Definicién 1.3.2 (w-limite). Si z es un punto del espacio de fases X, llamaremos
w-limite débil de la trayectoria [',, al conjunto:

{y € X: VU, y Vt € I, existe s > t tal que ®,(s) € Uy}

Denotaremos a este conjunto por we (L)

Si nos encontramos dentro de un espacio métrico esta definicién se puede refor-
mular de la siguiente manera:

we(Ly) ={y € X : Itn)nen, tn — by con @, (t,) — y}

Andlogamente tenemos la definicién de a-limite considerando valores de tiempo
pequenos, es decir:

Definicién 1.3.3 (a-limite). Si z es un punto del espacio de fases X, llamaremos
a-limite débil de la trayectoria I';, al conjunto:

{y € X: VU, y Vt € I, existe s < t tal que ®,(s) € Uy}

Denotaremos a este conjunto por ag(I';).

Equivalentemente:

ae(Ty) ={y € X : Itn)nen, tn — ap con @, (t,) — y}

En principio estos conjuntos pueden resultar vacios, a menos que estemos tra-
bajando con un espacio de fases que sea compacto, ponemos un ejemplo en el que

as(ly) = we(ly) = 0.

Notacién 1.3.2. En los sistemas dindmaicos del tipo introducidos en los ejemplos
1.2.2 y 1.2.1 denotaremos también estos conjuntos por we(I'y) = ws(ly) = w(ly) ¥y
Oé@(rx) = af(l“m) = a(FI)
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Ejemplo 1.3.1. Consideremos la ecuacién diferencial y' = e; y el sistema dindmico
continuo asociado a la aplicacién f : R? — R? definida por f(z) = e; para todo x
de R® como hicimos en el ejemplo 1.2.2. Es decir, el flujo sera:

d:RxR — R?

de manera que ®(¢,z,y) = (z+t¢,y). Por lo tanto tendremos we (I 5))= @ (Ly))=
0.

Pasamos a ver unas propiedades elementales de we(I';) ¥ ae(L';). Sélo las enun-
ciaremos para we(x), pero todo lo que se diga para este conjunto también es valido
para ag(x).

Proposicién 1.3.1. Si [, =T’z entonces we (') =we('z).

Demostracion: puesto que I'y= I'; se tiene que deben existir ¢ y ¢ de T tales que
= ®(t,z) y v = P(t,%). Suponemos durante la prueba que t > 0y t < 0, de
manera similar se haria en caso que ¢ fuera menor que 0 y ¢ mayor.

Veamos que we([;) C we(l'z), para ello tomemos y € we([,) y veamos que
Y € We (Fj;)

Fijemos 70 € T'y U, y veamos que existe 7, > 71y tal que ®;(m) € U,. Debido a
que y € we(I'y) existe 71 > 79 — t con Pz(717) € U,,.

Como @(t + 1,2) = @, (t + 11) = ®(7],%) = Pz(7]), tomando 7 = 7] + ¢ se
obtiene el resultado deseado.

Para la inclusion contraria se hace el mismo razonamiento cambiando los papeles
de z y .

O

Proposicién 1.3.2. we(I';) es una union de drbitas del sistema.

Demostracion: seay € we(l'y), veamos que I'y C we([';). Para ello tomemos z € T'y,
es decir, z serd igual a ®(s,y) para cierto s de Ty veamos que z estd en we(I';).

Para ver esto tomemos U, y t € Ty veamos que existe 7 > t tal que ®(7,x) € U,.
Como y estd en we([,) existird un u > t — s tal que ®,(u) € ®;'(U,) que es
abierto por la definicién de sistema dindmico. De aqui tenemos que ®(®,(u)) =
O(u+ s,2) = Ps(P(u,x)) € U,.

Asi que ®(s + u,x) € U, y por lo tanto, haciendo 7 = u + s > t tenemos que
z € we(l'y). Asi que I'y C we(ly).

0

Proposicién 1.3.3. we(I';) es cerrado.
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Demostracion: veamos que el complementario X \we(I';) es abierto. Sea z ¢ we (1),
por lo tanto existird U, y t de T, tales que ®(s,z) & U, Vs > t. Asi que U, C
X\we (T'y).

De todo esto se tiene que X \wq (') es abierto y entonces wg(I';) es cerrado. [

1.4 Generalidades sobre los sistemas de ecuaciones
autéonomos.

En esta seccion vamos a exponer unos lemas sobre los sistemas de ecuaciones
diferenciales auténomos que nos ayudaran a la descripcion de los conjuntos w-limites
de los sistemas dindamicos derivados de sistemas diferenciales.

Lema 1.4.1. Sea y(t) la solucion de y' = f(y) con y(0) = yo. Supongamos que
y(t1) = y(ta) con t; < ty. Entonces y estd definida en todo R y se tiene y(t + P) =
y(t) para todo t de R con P =ty — t.

Demostracion: La prueba estd basada en la unicidad de soluciones de y' = f(y)
fijando la condicion inicial.

Sea y : I — € la solucién maximal de:

{y’ = f(y)

y(tl) =Y

(1.1)

2(t) =y(t+ P) : I — P — Q es también solucién de 1.1 como se puede verificar
facilmente. Asi que I = I — P, de donde I debe ser todo R. Ademads z(t) = y(¢)
por la unicidad de soluciones y esto concluye la prueba. O

Lema 1.4.2. Sea y: R — Q solucién de 1.1 con y(t1) = y(t2) para ciertos t, < to.
Sea R={peR:y(t+p) =y(t) VteR}, entonces R es un subgrupo aditivo no
trivial y cerrado.

Demostracion: Vamos a verificar las propiedades referentes a subgrupo, veamos que
la suma es interna y que el opuesto de un elemento de R estd en R también.

Sean a y b dos elementos de R, por lo tanto y(a + b+ t)= y(a + (b + t)) =
y(b+t)= y(t) y de aqui se sigue a + b € R. Ahora vamos a ver que pasa con —a:
y(t —a)=y(t —a+a)=y(t) con lo cual —a € R.

R es no trivial por contener al elemento ¢, —¢; segtin se ha visto en el lema 1.4.1.

Hay que probar por ultimo que R es cerrado. Para ello tomamos una sucesién
(Pn)nen de elementos de R que convergen hacia p. Probemos que p € R.

lim y(t+pa) = lim y(t) =y(?)

li
n—-+00 n—-+
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por otro lado
lim y(t+p,) = lim y(t+p)=y(t+p)
n—+00

n—-+0o

Asi que y(t) = y(t + p) y terminamos la demostracion. O

Lema 1.4.3. Sea R C R un subgrupo aditivo, cerrado y no trivial. Entonces o bien
R ="TyZ para algun Ty > 0 o bien R = R.

Demostracion: Sea Ty = inf{T" € R : T > 0}. Observemos que por ser R no
trivial y por el hecho de que si 7' € R entonces también —7T € R, el conjunto
{T" € R: T > 0} es no vacio y tiene sentido la definicién de Tj. Por ser R cerrado
se tiene ademas Ty € R. Ahora distinguimos dos casos, supongamos en el primero
que Ty > 0. En este caso probaremos que R = TyZ. Por ser R cerrado Ty € Ry la
condicién de subgrupo aditivo garantiza al menos, que 7yZ € R. Reciprocamente, si
existiera 77 € R tal que nTy < T < (n+ 1)Tj para algin n de Z, entonces también
Ty —nly € Ry 0 <1, —nly < Ty en contradicciéon con la definicién de Tj.

Supongamos ahora que 7y = 0 y probemos que R = R. Toda vez que R es
cerrado bastara demostrar que R es denso en R. Fijemos para ello arbitrariamente
t € Rye >0y encontremos un punto en R cuya distancia a ¢ sea menor que &.
Como Ty = 0 podemos conseguir 7} € R tal que 0 < T} < ¢ . Elijamos n € Z de
manera que nT; <t < (n-+1)T;. Entonces nT} € Ry |t — nTi| < e.

O

Definicién 1.4.1. Consideremos el problema de Cauchy para la funcién f : 2 — R”
localmente lipschitziana, es decir:

y'=r)

y(t1) = Yo

Diremos que un punto p € € es un punto critico de f si f(p) =0.

Diremos que un punto p € ) es regular de f si f(p) # 0.

Observacion 1.4.1. Sip es un punto critico de f, la curva y : R — € definida por
y(t) = p para todo t de R es la solucion mazximal inica del problema de Cauchy 1.1.

En el siguiente teorema vamos a poner de manifiesto las diferentes clases de
soluciones que hay para el problema 1.1. En esencia, éstas seran curvas periédicas,
curvas constantes o soluciones inyectivas.

Teorema 1.4.1. Sean y : I — €2 una solucion de 1.1 y sea I' su drbita asociada.
Entonces I es abierto y o bien T' consiste en un dnico punto critico (con lo cual
I =R) o bien T sdlo contiene puntos requlares. En este sequndo caso debe verificarse
una y solo una de las siguientes alternativas:
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1. y es inyectiva.

2. I=R e y es periddica de periodo P para algin P > 0, es decir, y(t+P)=y(t)
para todo t € R e y(t)£y(t’) si |t —t'| < P.

Demostracion: Empezamos observando que si [' contiene algin punto critico p en-
tonces la orbita se reduce a dicho punto critico.

Supongamos que I sélo consta de puntos regulares y que y(t) no sea inyectiva. De
acuerdo con el lema 1.4.1, I = Ry existe Ty > 0 tal que y(t+71p) = y(t) para cada t.
Ademis, los lemas 1.4.3 y 1.4.2 conllevan R={p e R:y(t+p) =y(t) Vi e R}=R
o R =T\Z para algin 1} > 0.

El caso R = R no puede darse porque, si se diera, y(t') = y(t) para cualesquiera
tyt' de R, con lo cual y seria una funcién constante y I' se reduciria a un punto
critico en contra de lo que venimos suponiendo.

Asi que R = T1Z y por lo tanto y es una funcién periddica de periodo 17, ya
que si t; < ty fuesen tales que ty — t; < 17 e y(t1) = y(ts), el lema 1.4.2 implicaria
ty — t1 € R lo cual es imposible. O

Proposicion 1.4.1. Sea I una orbita periddica de 1.1. Entonces I es homeomorfa
a la circunferencia S' = {(z,y) € R* : 2? + y* = 1}.

Demostracion: Supongamos que I' es la orbita asociada a una solucién periddica
y(t) de periodo P. Definase ® : S' — T' mediante ®(exp(27it)) = y(tP). La
periodicidad de y(t) garantiza la buena definicién de la aplicacién ®.

Claramente ® es biyectiva y continua. Como S! es compacto y I' es Hausdorff,
un resultado de topologia general nos garantiza que ® lleva cerrados a cerrados. De
aqui resulta que ®~! es continua y en suma que ® es un homeomorfismo.

O

Teorema 1.4.2. Sean y; : I1 — Q e yp : Iy — ) dos soluciones de 1.1, siendo
respectivamente I'y y 'y sus orbitas asociadas. Entonces 'y y I's son o bien disjuntas
o bien coincidentes. FEl sequndo caso ocurre si y solo si existe algin ty € R tal que
I, =1 + ty e y1(t) = yo(t + to) para todo t€ I.

Demostracion. Supongamos que I'y y I's intersecan en algin punto p. Probaremos
que Fleg.

Tomemos t; € I y ty € I, tales que y;(t;) = ya2(t2) = p. Definamos las funciones
y: I —t; > Qeyg:I,—ty — Q mediante y(t) = y1(t + t1) e §(t) = ya(t + t2).
Facilmente se ve que y'(¢) f(y(t)) y 9(t)= f(y(t)) y satisfacen las condiciones y(0) =
y1(t1) = y2(t2) = 7(0). La unicidad de soluciones garantiza que I} —t; = Iy —ty := 1
e y(t) = g(t) para todo t € I, o lo que es lo mismo y; (t + t1) = yo(t + t2) para todo
t de I. Entonces I'; = I's.
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La parte “si” de la ultima afirmacién del teorema es trivial. En cuanto a la
parte “sélo si” basta notar que si I'y = I's entonces, con la notacién del parrafo
anterior (escribiendo ty =ty —t1), se tiene Iy = I +tg e ya(t +to) = ya2(t — 11 +t2)=
y1(t —t1 + t1) = y1(t) para todo t de 1. O

1.5 Ampliando el concepto de w-limite y a-limite. Al-
gunas de sus propiedades.

Hasta ahora hemos estudiado algunas propiedades de los conjuntos a-limite y
w-limite pero en principio estos conjuntos no tienen por qué no ser vacios segun se
vio en el ejemplo 1.3.1 , por ello vamos a ampliar la definicién de estos conjuntos
para que sean siempre no vacios. A dicha ampliacién la denotaremos igual pero
seguida de el calificativo débil.

En las dos siguientes definiciones consideraremos fijo el sistema dindmico asocia-
do a un sistema de ecuaciones diferenciales (€2, R, ®).

Definicién 1.5.1 (w-limite débil). Si x es un punto del espacio de fases , lla-
maremos w-limite débil de la trayectoria I', al conjunto:

wi(Ty) ={y € Q: At)nen, tn — by con @u(t,) — y}

Observacién 1.5.1. Por Q denotaremos al cierre de ) en la compactificacion de R" .
Consideraremos funciones f que se puedan extender a ) de manera que las drbitas
de los puntos de Q\Q son drbitas del sistema dindmico generado por la extension de
f.

Segin la definicién que hemos dado, siempre se va a tener que we(I'y) C wi(Ty).

Andalogamente tenemos:

Definicién 1.5.2 (a-limite débil). Si x es un punto del espacio de fases 2, lla-
maremos a-limite de la trayectoria I', al conjunto:

e (Ty) ={y € Q:Itn)nen, tn — az con @4(t,) — y}

Notacion 1.5.1. En los sistemas dindmicos del tipo introducidos en los ejemplos
1.2.2 y 1.2.1 denotaremos también estos conjuntos por wy(I'y) = wi(T'y) = w*(I'y)
y ap(ly) = a}(Ty) = (') para las versiones débiles y por we(I'z) = wp(l'y) =
w(ly) v as(l'y) = ap(I'y) = a(ly) para las que introdujimos al principio.

Observacion 1.5.2. Hacemos notar que si I' es una orbita de un sistema dindmico
derivado de una ecuacion diferencial (2, ®,R) y ' vive dentro de un compacto del
espacio de fases Q2 entonces los conceptos de w-limite débil (respectivamente a-limite
débil) y w-limite (respectivamente a-limite) coinciden.
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Vamos a enunciar aqui las propiedades de estos conjuntos, restringiéndonos ya
a sistemas dinamicos derivados de sistemas de ecuaciones diferenciales. Algunas de
ellas son iguales que las referentes a sus versiones débiles. No las demostraremos
por ser una repeticion.

Proposicién 1.5.1. w3 (T) es no vacio compacto (como subconjunto de ), conexo
y union de orbitas.

Demostracion: Igual que se hizo en la seccién segunda se pude ver que wi(I') es
cerrado y unién de drbitas. Por ser cerrado y 2 compacto, se tiene que wj(T") es
compacto como subconjunto de €2.

Vamos a probar detenidamente ahora lo referente a la conexién. Supongamos
que wj no fuera conexo, es decir wj(I') = A U B, para ciertos A y B cerrados
disjuntos.

Denotemos por ¢ a la distancia de A a B. ¢ serd un numero real mayor que cero,
por ser A y B cerrados y disjuntos. Debido a que A y B estan dentro del w-limite
débil, podemos encontrar dos sucesiones, (S,)nen ¥ (tn)nen tales que d(y(t,), A) >
6/2y d(y(sn), A) < /2.

Puesto que la funcién ¢ — d(y(y), A) es continua, existird otra sucesion (v,)nen
con t, < v, < s, de manera que d(y(v,), A) = §/2. Debido a que d(A, B) = 4,
tenemos que d(y(v,), B) > 6/2.

Ahora, de la sucesion (y(v,,))nen convergente hacia un ¢, que pertenecerd a wj ().
Por la continuidad de la funcién distancia, tendremos d(c, A) = §/2 y d(¢, B) > §/2,
lo cual contradice la hipétesis de que wj (I') fuera no conexo. O

En el resto de este capitulo restringiremos el abierto €2 a estar contenido en
el plano. Dejaremos el estudio de dimensiones mayores para capitulos posteriores.
Introducimos ahora el concepto de seccién local, que serd de gran utilidad en la
demostracion de varios de los teoremas de esta tesina.

Definicién 1.5.3 (segmento). Dados a,b € R? con a # b, definimos el segmento
abierto determinado por a y b como (a,b) = {A\a+(1—A)b: A € (0,1)}. Igualmente
el segmento cerrado determinado por a y b serd [a,b] = {Aa+ (1 — A\)b: X € [0,1]}.

Definicién 1.5.4 (seccién local). Diremos que el segmento (a,b) es una seccién
local de f si para cada z € (a,b) el vector f(z) es no nulo y no paralelo al subespacio
generado por el vector que une a y b.

Observacién 1.5.3. Intuitivamente esto quiere decir que todos los vectores del cam-
po en (a,b) apuntan a un mismo semiplano(de los dos en que la recta que contiene
(a,b) divide a R?).

El teorema que sigue a continuacion es de gran importancia para estudiar el w-
limite de los sistemas dinamicos planos. Daremos la demostracién por ser altamente
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instructiva, en ella se construye un sistema dinamico discreto a partir del continuo
que queremos estudiar. Esta técnica la introdujo Poincaré para dar claridad a los
sistema dinamico continuos. El problema es que los sistemas dinamicos discretos
son muchas veces mds complicados de lo que seria deseable. Veremos esta asociacion
también en el capitulo siguiente en la demostracion del teorema de Schwartz.

Teorema 1.5.1 (monotonia de corte con las secciones locales). Sea z : [— R?
una curvae que satisface la ecuacion z' = f(z). Sean R una seccion local de [ y
ty <ty <tsenl tales que z(t;) € R, i = 1,2,3. Entonces z(t3) € [2(t1), 2(t3)]. Mds
atn, o bien z(t1) = z(t2) = 2(t3) o bien z(t2) € (2(t1), 2(t3))-

Demostracion: Fijemos de partida un segmento abierto S C R tal que S C R pero
z(t;) € S parai=1,2,3.

Primeramente vamos a hacer notar que el nimero de puntos t € [t1, t3] tales que
z(t) intersecta S es finito. La razén es que en caso contrario, y teniendo en cuenta la
compacidad de [tq,t3], podemos encontrar una sucesién s, — s en [t1, t3] (con todos
los s, distintos de s) de manera que 2(s,) € S para cada n. Asi que z(s) € SC Ry

2(8,) — 2(s
o, = 222 ) e
Sp — 8
cuando n — +o00. Como todos los vectores v,, son paralelos a R, debe ocurrir que
o bien f(z(s)) es nulo o bien es paralelo a R. Ambas eventualidades son imposibles

por pertenecer z(s) a la seccién local R.

Sean t; = up < uy < --- < u, = t3 los tiempos en los que z(t) corta a S.
Nétese que ty = uj, para algun j,. Para demostrar el teorema basta probar que
o bien todos los z(u;) son iguales o bien todos los z(u;) son distintos dos a dos y
z(uj) € (#(uj_1), 2(uj1)) para cada j =1,2...m — 1.

Fijémonos primeramente en el trio uy < u; < uy y demostremos que o bien
2(ug) = z(u1) = z(ug) o bien z(uy) € (z(uo), 2(ug)).

Supongamos primero z(ug) # z(uy). Como z(t) no corta a S para ningin ¢ €
(ug,u1), z(t) debe ser inyectiva sobre [ug, u1], ya que, si no fuera inyectiva z(t) seria
periédica de periodo menor que u; — ug y por tanto z(t) intersecaria a S para algin
t € (ug,up). Entonces ¥ = [z(uy), 2(u1)] U z([ug, u1]) es una curva de Jordan.

Si B, v E, son los semiplanos en los que divide la recta que pasa por S a R?,
para cada u € S existe g, > 0 tal que ®,((0,¢,)) C Ey y @,((—£4,0)) C Ey (0
viceversa). En particular, existird un ¢ > 0 suficientemente pequenio de modo que
o bien z((ug — €,up)) C INTY y 2((u1,u1 +¢)) C EXTW o bien z((up — €, ug)) C
EXTVY y z((u1,uy +¢)) C INTU. Supondremos que estamos en el primer caso,
pues el otro se estudia de manera analoga.

Mostramos ahora que z(t) € INTWV para todo t > u; donde z(t) esté definida, de
donde se tendra z(ui) € (2(ug), 2(uz2)) ya que si z(up) divide a S en dos segmentos,
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Figura 1.1: Los casos z((up — €,u0)) C EXTY y z((uo —€,up)) C INT¥

entonces el que contiene a z(ug) no interseca a INT'W. Probemos la primera afirma-
ci6n de este parrafo. Supongamos que existe algiin ¢ > u; minimal tal que z(c) € ¥,
z(c) & (z(ug), z(u1)), pues z((c — 0,¢)) C EXTV para algin § > 0 en contradiccién
con la definicién de ¢; pero si z(c) estd en z([ug, u1]) entonces su drbita asociada es
periddica y existe £ > 0 suficientemente pequefio tal que z((c—e, ¢] C z((up—e, u1])),
contradiciéndose la definicién de c.

Hasta ahora habiamos supuesto z(ug) # z(u1); si z(u1) # z(us) se sigue de lo
anterior que z(uy) € (z(ug), z(u2)); la alternativa restante es z(ug) = z(uy) = z(u2).

Razonando analogamente con los otros trios de puntos se constata que o bien
todos los z(u;) son iguales o bien todos los z(u;) son distintos dos a dos y z(u;) €
(2(uj—1), 2(u;41)) para cada j, que es lo que queriamos ver. O

Corolario 1.5.1. Si T Nw}(T") # 0, entonces T es una drbita periddica o un punto
critico.

R
p

N

Figura 1.2: Interpretaciéon geométrica de la prueba del corolario 1.5.1
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Demostracion: Supongamos que la 6rbita no es un punto critico. Tomemos un punto
cualquiera p = y(t9) de ' y una transversal R que pase por dicho punto. Si la érbita
no fuera periddica, contradiriamos la monotonia de los cortes con la transversal
expresada en el teorema anterior.

Hagamos la demostracion detenidamente suponiendo que la 6rbita no es pe-
riddica. Debido a que p € wj(I'), tenemos que la 6rbita I' cortard a R en otro punto
p' = y(t1) diferente de p con t; > ;. Esto es una consecuencia del teorema del flujo
tubular (véase [Ama90], paginas 252-254).

Como I'Nwj (T") # 0 se tiene que I' C wj(I") por la proposicién 1.5.1 y por tanto
" cortard en p” = y(t2) (t2 > t1) con dist(p,p’) < dist(p”,p’) con lo cual hemos roto
la monotonia de los cortes con la transversal y por lo tanto I" debe ser periédica. [

Observacién 1.5.4. FEste resultado no es cierto cuando no nos restringimos al
plano, ya que segqin veremos, ewiste un sistema de ecuaciones definido sobre R
que tiene una drbita cuyo w-limite es todo R®. Este resultado tampoco se da en
las superficies compactas y conexas que no sean la esfera, el plano proyectivo y la
botella de Klein. Pero habrd que darle un sentido a lo que es una ecuacion diferencial
definida sobre superficies antes de llegar a tales ejemplos.

Corolario 1.5.2. Si ¥ es una érbita no degenerada (es decir, diferente de un punto
critico) de wj (') entonces U es un abierto de w}(T').

h

D2

Figura 1.3: Situacidén geométrica de la prueba del corolario 1.5.2

Demostracion: Si se tuviera que ¥ no es un abierto del w-limite débil, existiria un
punto p de ¥ que es punto de acumulacion de otras érbitas del w-limite débil de I'.
Consideramos una seccion transversal por el punto p de ¥. Utilizando la continuidad
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del flujo y el teorema del flujo tubular se tiene que esta transversal es atravesada
por una infinidad de veces por orbitas del w-limite débil diferentes a ¥, en particular
por una ¥. Por pertenecer estas Orbitas que atraviesan a la transversal a w} (), se
tiene que I' cortard a la transversal en puntos proximos a ¥ y a ¥ para infinitos
valores de tiempo, De donde se llega a la contradiccion con el teorema 1.5.1. O

El siguiente resultado nos dice que si un w-limite débil contiene una orbita pe-
riddica, entonces el w-limite débil se reduce a dicha orbita. Este resultado también
es cierto en superficies como veremos en el siguiente capitulo.

Teorema 1.5.2. Si wj (L) contiene una orbita periddica ¥, entonces wy(I') = V.

Demostracion: El corolario anterior nos dice que ¥ es abierta en wj(I'). Ademas
como U es cerrada y wj (') es conexo, se tiene necesariamente ¥ = wj (T'). O

Corolario 1.5.3. Si ¥ es una drbita regular no periddica en wiy (L), entonces wl (V)
solo contiene puntos criticos.

Demostracion: La demostracién es del mismo tipo que las anteriores. Consideremos
que existe en wj(¥) un punto regular . Construimos una seccién transversal a f
en u, S. Puesto que u € w}(¥), ¥ corta a S en dos puntos A; y Ay. Debido a que
u, Ay y Ay estan los tres en wji ('), I' cortard a S una infinidad de veces en puntos
proximos a u, A; y As, de donde contradecimos el teorema 1.5.1. O

1.6 Descripcion de los w-limites en el plano. Teorema
de Vinograd, Solncev y Poincaré-Bendixson

En este capitulo no demostraremos muchos de los resultados que enunciamos
por su extension. Nos remitimos a los articulos originales o libros donde hemos
encontrado una demostracién facil de seguir. Empezamos el capitulo con el célebre
teorema de Poincaré-Bendixson y haremos un seguimiento histérico de este problema
desde que se suscité hasta ahora.

Teorema 1.6.1 ( Poincaré-Bendixson). Supongamos que wj (L") sdlo tiene puntos
regulares, entonces wi (L) consiste exactamente en una orbita periddica.

Demostracion: supongamos en primer lugar que w}(I') contiene alguna érbita pe-
riddica, entonces por el corolario 1.5.2 se tiene que wj (') es la érbita periddica.

Si por el contrario w}(I") sélo contiene érbitas regulares no periddicas, una de las
cuales denotaremos por X, entonces segiin vimos en el corolario 1.5.3 wj (3) C wj(T)
contiene puntos criticos y entramos en contradiccién con las hipdtesis. Con lo cual
hemos demostrado el teorema. O
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Con argumentos similares a los que acabamos de utilizar, basados en los coro-
larios de la seccién anterior podemos probar la siguiente version generalizada del
teorema, que se encuentra en [Sot79], pagina 248:

Teorema 1.6.2 (Poincaré-Bendixson generalizado). Supongamos que wj(I';)
contiene a lo sumo un numero finito de puntos criticos. Entonces se verifica una de
las siguientes alternativas:

1. w}(T';) consiste en un dnico punto critico.
2. wy(Ly) es una drbita periddica.

3. wi(T'z) es la union de un conjunto finito de puntos criticos y de un conjunto
de orbitas requlares (pueden ser un nimero infinito), con las correspondien-
tes trayectorias definidas en todo R y tendiendo a uno de los puntos criticos
cuando t tiende hacia a, y cuando t tiende a b, (pueden ser puntos criticos
diferentes).

En los dos ultimos teoremas, hemos limitado la clasificacion de los w-limite
débiles a aquellos que contienen un numero finito de puntos criticos. El prime-
ro en plantearse el estudio de estos conjuntos con un nimero arbitrario de puntos
criticos fue Solncev [Sol45] en 1945 y posteriormente Vinograd [Vin52] en 1952. En
sus trabajos mostraron que el nimero de trayectorias regulares de wj(I') es nume-
rable y para cada érbita ¥ (dentro del w-limite débil y que no sea una curva de
Jordan) del sistema dindmico asociado a la funcién f existen dos componentes co-
nexas C y Cy (eventualmente pueden ser las mismas) del conjunto de puntos criticos
S={peQ: flp)=0}Nuws) tales que a}(X) C Cy y ws(X) C Cy.

También se demuestra en los dos trabajos citados, que si w}(I") es la unién de
un punto critico e infinitas érbitas, entonces el diametro de estas oOrbitas tiende
hacia cero. En el caso en el que w}(I") fuera no acotado, el didmetro se mediria con
cualquier métrica compatible con RZ .

Vinograd y Solncev consiguieron encontrar una descripcion bastante fiel del con-
junto wj(I'). Vamos a reproducir aqui el enunciado de sus teoremas, pero antes de
ello introducimos la notacién necesaria.

Sea f € D(Q) = {g: 2 C R*> - R? : g genera una ecuacién diferencial con
existencia y unicidad de soluciones}, para esta funciéon denotaremos por S(f) al
conjunto de sus puntos singulares o criticos. Sea I' una érbita del sistema diferencial
asociado a f, que denotaremos por Dy y serd:

v = fi(z1, 22)
vy = faw1, 72)

Pongamos ahora S = S(f) Nw}j(T') y definamos en wj (') la relacién de equivalencia
~g definida como sigue:

r ~g sysoblosizeyestan en la misma componente conexa de S
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Denotemos por wj (I')s el espacio cociente inducido por la relacién ~g y por R
al conjunto de las clases de equivalencia de w}(I')s que contienen puntos regulares
de las 6rbitas de wj(I"). Se tiene entonces:

Teorema 1.6.3 (Solncev [Sol45]). Supongamos que w}(I') es no acotado. Enton-
ces existe una aplicacion continua sobreyectiva g : St — wi()s tal que gly-1(x)
g ' (R)—=R es un homeomorfismo.

Teorema 1.6.4 (Vinograd [Vin52]). Supongamos que wj (') es no acotado y que
la componente no acotada de S contiene oo como su unico punto. Entonces w}(I')\
{o0} posee una cantidad numerable de componentes. Ademds, si C' es una de sus
componentes y C es el conjunto de clases de equivalencia de wj(I')s que contienen
puntos de CU{oo}, entonces existe una aplicacion continua sobreyectiva g : St — C
tal que glg-1cnr) g~ '(CNR) = CNR es un homeomorfismo.

Intuitivamente, estos teoremas nos dicen que podemos construir “caminos cicli-
cos” en wj (') visitando cada uno de los puntos no singulares una sola vez. Es de
notar también que el teorema de Solncev contiene como caso particular al teorema
1.6.1 de Poincaré-Bendixson. Sin embargo dejan varias cuestiones abiertas como
ponemos seguidamente de manifiesto.

Una de ellas es que no tenemos controlada de ninguna manera la orientacién
de las trayectorias de wj(T'). Por ejemplo, definamos o1, ¢y : (0,27) — R? por
¢1(t) = (=1 + cost,sent), po(t) = (1 — cost,sent) y asociémosles las orbitas I'; =
©;:((0,27)) para i = 1,2. Se puede ver ficilmente que no existe f € D(R?) para la
que I'y UT, U {0} sea un conjunto w-limite débil de D; y I';, I'y sean soluciones de
Dy con las orientaciones inducidas por ¢ y .

Sin embargo, la aplicacién g : St — 'y UT, U {0} definida por

©1(2u) si0<u<m,
g(cosu,senu) = ¢ po(2(u— 7))  siT<u<2m;
0 siu=0o0u=2m;

estd en las condiciones del teorema de Solncev. Ademads, si orientamos una de las
érbitas I'; con la orientacién contraria a la que nos da ¢;, entonces I'y UT'y U {0} si
puede ser un conjunto w-limite débil con esas orientaciones.

Por otra parte los dos teoremas anteriores no dicen nada sobre la estructura de
los puntos singulares de w} (). Este problema fue resuelto por Vinograd dando una
caracterizacién de los w-limites débiles como subconjuntos de RZ,.

Teorema 1.6.5 (Vinograd [Vin52]). Sea A C R%,. Entonces existe f € D(R?)
tal que A = wy(I') para alguna trayectoria I' de Dy si y solo si existe un abierto
conexo simplemente conezo O C R% , 0 # O # R2, tal que A = FrO.
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Este teorema resuelve el problema de caracterizacion de un w-limite débil que sélo
contenga puntos criticos. No obstante quedan los problemas de la orientaciéon por un
lado y por otro el de las propiedades de diferenciabilidad de f y en tercera instancia
el problema del dominio de definicién de f ya que, en la demostracién de Vinograd
se define f solamente en O y no tiene ninguna propiedad de diferenciabilidad, sélo
debe pertenecer a D(€2). Ademds construye una aplicacién donde todos los puntos
del w-limite débil son criticos.

Estos problemas fueron totalmente resueltos en 1996 en el articulo [BJ96]. En lo
que queda de capitulo vamos a introducir el resultado al que se llega en este articulo.
En él encontramos ya una caracterizacién completa del conjunto w-limite débil no
poniendo restriccion alguna, en el sentido que las aplicaciones f que se construyen
no tienen toda la frontera de O formada por puntos criticos si no lo deseamos.

El teorema que vamos a enunciar nos da una condicion necesaria y suficiente
para que fijado el conjunto de curvas G = {I';}ic; v el conjunto de puntos S exista
una aplicacién de clase C* del plano sobre si mismo tal que, las curvas de G sean
trayectorias regulares y los puntos de S sean puntos singulares del sistema z’' = f(x)
de manera que S U |J;I'; sea el w—limite de una trayectoria del sistema. El rango
de valores de k es 0,1,. .., 00, teniendo en cuenta que por f € C° entenderemos una
aplicacion continua localmente lipsthitziana.

Introducimos primeramente unas definiciones que seran necesarias para el enun-
ciado del teorema. En las siguientes definiciones denotaremos por Nv al vector
normal de v = (v, v9), es decir Nv = (—vy, v1).

Definicién 1.6.1 (orientaciones de una curva). Dada una curvaa : I C R — R?
continua e inyectiva vamos a definir en el conjunto de parametrizaciones inyectivas
P(a) ={8:1 — «(I) : f homeomorfismo} la relacién de equivalencia ~,, siguiente:

[ ~qysiysolosiBoyT! es creciente

Se puede comprobar que ~, es una relacion de equivalencia y que posee sélo dos
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clases, 01 y 09, cada una de ellas llamada una orientacién de la imagen de la curva
a(I). A la determinada por la parametrizacién « se le denota por [a].

Definicién 1.6.2 (conjunto realizable). Sea 1 < k < +o0, sea G = {(I';, 0;)};
una familia de pares de curvas disjuntas parametrizadas por una aplicaciéon ¢; de
clase k, junto con una orientacién sobre la curva de manera que o; = [gp;]. Sea
S C R% un conjunto disjunto de los T'; y denotemos Q= S U (U;[';). Diremos que
(G, S) es un conjunto realizable de clase k si existe un abierto conexo, simplemente
conexo O de R% , )£ O+# R% | que satisface las siguientes condiciones:

1. Q =Fro.
2. Cada T; es abierto en Q2 y estd incluido en Fr(R% \(O U Q)).

3. (G, S) tiene una orientacién compatible respecto a O. Esto quiere decir que si
T =;(t) €'y, y =p;(t') € I'; y € es un real positivo arbitrario suficientemente
pequeno, entonces o bien x +eNl(t), y +cNi(t') pertenecen los dos a O, o
bien, x —eNyi(t), y —eNyl(t') estan los dos en O.

Teorema 1.6.6 (estructura de los w-limites en R?). Sea 1 < k < +oc. Enton-
ces se tiene:

1. Sea f € C*YE) y sea ' una trayectoria de Dy. Entonces existe una fa-
milia {I';}; de trayectorias de Dy y un conjunto S C S(f) tales que si G=
{(Ty, [¢i]) }i, con cada ¢; una solucion de Dy asociada a I';, entonces (G, S) es
un conjunto realizable de clase k.

2. Sea (G,S) un conjunto realizable de clase k con G = {(I';,0;)};. Entonces
existe una aplicacion f € C*~1(R?) y una trayectoria T de Dy tales que, para
todo i, I'; es una trayectoria de Dy con 0; = [¢;] para cada solucion p; asociada

aly, S CS(f) yws(l) =50 Ul).

Vamos ahora a dibujar algunos ejemplos de conjuntos que pueden ser w-limites
débiles en el plano para clarificar la informacion que aporta el teorema. Estos
conjuntos no van a tener por qué ser compactos ya que el plano no lo es y por lo
tanto podran ser infinitos como es el caso de la figura 1.6.

En la figura 1.6 ponemos un ejemplo grafico de una frontera de un abierto sim-
plemente conexo que queda excluido de la posibilidad de ser un w-limite débil porque
las orientaciones no satisfacen la condicién nimero 3 de conjunto k-realizable. Por
ultimo, en la figura 1.7 ponemos de nuevo un w-limite débil en trazo grueso y una
orbita que lo tendria como conjunto w-limite.
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Figura 1.6:

Figura 1.4: Un w-limite segtn el teorema 1.6.6.

e

Figura 1.5: Un w-limite previsto por el teorema 1.6.6 en R?.

Un subconjunto de R? que no puede ser w-limite con las orientaciones marcadas.
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Figura 1.7: Un subconjunto de R? w-limite con una érbita I' que lo genera.






Capitulo 2

El teorema de Poincaré-Bendixson en
superficies, teorema de Schwartz.

2.1 Introduccion.

En este capitulo tratamos de hacer una recopilacion histérica del estudio que
existe sobre los sistemas dinamicos en superficies en temas proximos a los w-limites,
en particular se trata de desvelar la estructura de los conjuntos minimales para
obtener propiedades asintoticas del flujo. Para ello habra que introducir de antemano
la definicién de sistema dindmico en una superficie.

El estudio de este tema varia mucho a lo que se ha hecho en el plano ya que, a
pesar de pretenderse un objetivo similar las técnicas utilizables varian mucho porque,
en general, en una superficie no podremos utilizar el teorema de la curva de Jordan.
Todo esto sugiere que los resultados que se esperan puede que sean muy diferentes
a los que obtuvimos en el plano. En efecto, para que el lector se dé cuenta de que
la estructura de estos sistemas es bastante diferente, diremos, sin entrar en ningin
tipo de justificacién por el momento que el toro puede ser el w-limite de una orbita
de un sistema dinamico definido sobre él.

Esta ultima afirmaciéon nos da idea de que nos enfrentamos a algo esencialmente
diferente, ya que de la afirmacion anterior se sigue que existen conjuntos w-limites
en el toro con interior no vacio, mientras que el teorema de Vinograd nos asegura
que en el plano no puede haber w—limites con interior no vacio.

En cuanto a la revision historica de este problema, podemos citar como basico
y germen de estas cuestiones al articulo [Den32], si bien no nos ocuparemos en
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este capitulo del contenido de este trabajo. Basicamente, lo que se estudia alli son
los sistemas de ecuaciones diferenciales definidos sobre el toro y el comportamiento
de sus érbitas. Como consecuencia de ese estudio se saca que el toro puede ser
un conjunto w-limite, sin tener ningin subconjunto propio invariante por el flujo
(conjunto minimal). La busqueda de nuevos conjuntos minimales y el estudio de los
mismos condujeron al teorema de Schwartz [Sch63] que da cuerpo a este capitulo
y que afirma que los tnicos conjuntos minimales que pueden existir en superficies
compactas y conexas son puntos criticos, orbitas periddicas o todo el toro. Este
teorema habia sido demostrado anteriormente por Felix Hass [Haa53, Haab4], sin
embargo Peixoto encontrd una errata en la demostracion propuesta por Hass segiin
puso de manifiesto en [Pei62].

Toda esta introducciéon queda un poco vaga, pues aun no se ha introducido
la definicién de sistema dindmico en una superficie, asi que damos ya paso a las
definiciones béasicas.

2.2 Definiciones basicas.

En esta secciéon vamos a introducir los conceptos de superficie diferenciable y at-
las, conceptos que vienen definidos en todos los textos base de geometria diferencial.
Para la elaboracion de esta seccion hemos utilizado [Car76] y [Tho79].

Utilizando estos conceptos hemos introducido el concepto de ecuacion diferencial
o sistema de ecuaciones diferenciales sobre una superficie, estudiando algunas de sus
propiedades. Esta informacién estd extraida del capitulo 1, paginas 39-53 de [AL73].
A partir de ahora, denotaremos por M? C R" a una superficie, esto quiere decir
que para todo punto z € M? existe un entorno U, de z, un entorno V, de R* y una
aplicacién ¢ : V,, — U, tal que, ¢(y) = x y ¢ es un homeomorfismo diferenciable
con diferencial inyectiva.

Definicién 2.2.1 (atlas). Un atlas de clase C" de M? C R" es un conjunto de
homeomorfismos diferenciables {py : Vi — Uj}aea, donde Vy es un abierto de R?
y Uy es un abierto de M?2. Estas aplicaciones cumplen las propiedades adicionales
siguientes:

1. si UxNUy # 0, entonces, la aplicacién ¢,,' o 90/\|<p;1(UmUy)eS un difeomorfismo
de clase C".

2. UAeAU)\ - MQ.
3. dpa(2) es inyectiva para todo z € V).

Definicién 2.2.2 (superficie). Una superficie, diremos que es de clase C si tiene
un atlas definido sobre ella de clase C*.
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Definicién 2.2.3 (sistema diferencial). Sea M? una superficie de clase C* con
atlas de clase C* {©y : Vi — Uy }aea. Un sistema diferencial sobre M? es un conjunto
de ecuaciones diferenciales definidas en los abiertos del plano V), que denotaremos
como sigue:

D = Ay (un, vy)
(Sx)
dv>\

T = By(uy,vy)

donde (uy,vy) es un punto de V). Ademads los sistemas {Sy} e estén relacionados
entre ellos de la manera que indicamos a continuacion.

Si los entornos Uy y Uy tienen interseccién no vacia, las ecuaciones diferenciales

(Sa) se pueden transformar en (Sy) a través de la aplicacién cambio de cartas
-1 . . _
Yy © (p/\|cp;1(UmUy)' Explicitamente, el sistema:

duy/
dt

= Ay (ux,vy)
(Sx)
dvy,
dt

= By (ux,vx)

restringido a Uy N Uy se puede obtener del sistema Sy como sigue: para (z,y,z) €
Uy N Uy, denotando f = (03 o o)1 v g = (5" 0 @)z se tiene pues,

90;1(:177 Y, Z) - (U)\, U)\) ) 90;’1(:177 Y, Z) - (U)\I, U)\’)

uy = fux,vn), vy = g(uy,vy)

y las féormulas siguientes relacionan Ay, Ay, By, By:

d d
Ay, 030) = D 02) Ao, 02) - D (s, 03) By, )

dg dg
By (ux,vx) = @(U,\, vx) Ax(ur, vr) + %(U,\, vx) Bx(ua, v))
Reciprocamente, el sistema S) se puede obtener, de igual modo, partiendo de Sy y
utilizando ¢} o gy

Supondremos Ay, B) continuas y localmente lipschitzianas.

Definicién 2.2.4 (sistema diferenciable de clase C"). Dada una superficie de
clase C*, diremos que un sistema diferencial definido sobre ella es de clase C” con
r < k siy solo si todos los sistemas Sy son de clase C".

A pesar de que en la introduccion se haya dicho que los sistemas dinamicos en lo
referente a los w-limites de sus érbitas tienen un comportamiento bastante diferente
a los sistemas dinamicos planos cabe preguntarse si, al menos como en el plano, en las
superficies les podremos asociar un campo vectorial, vamos a ver que si. Seguiremos
trabajando con la superficie y el atlas utilizados antes y nos centramos en una de
las cartas @, : V), — U, y en el sistema S asociado:
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= Ax(ux, va)
(S))
T = By(uy, vy)

A cada punto P = @, (uy,vy) de Uy le vamos a asociar un vector del siguiente
modo:

d d
w(P) = dfj (ux, vx)Ax(uy, vy) + %(UA, vx) By (ux, vy)

de manera que w(P) es una combinacién lineal de dﬂ y de dﬂ y por tanto, ese
vector pertenece al plano tangente a M? en P (recordemos que el plano tangente
en un punto P es el subespacio de R" generado por d(;fj y dl‘i‘;* y es independiente de
la carta elegida segin se expone en [Car76] seccién 2.4)

Habrd que ver que esta asignacion P — w(P) es independiente de la carta

elegida, es decir, que si consideramos otra carta A que contenga a P, se tiene que

ver que w(P) = wy (P) = 222 Ay (uy, vy) (ux, va).
Veamos esto ultimo:
wy (P)
= d;;:‘, Ay (uy,vy) + %Bx(ux,vx)
= d;;:‘, (%A)\(U)\,U)\) + %Bﬂmwﬂ)

doy (d d
+ ;OU/\ (d—gA)\(U)\, U)\) + %B)\(U)\, U)\)>
dox df  doy dg
- o A
( du da T do du) P

dox df  doy dg
+< o T ) B

Habremos conseguido demostrar que w(P) = wy (P) si vemos que:

doxdf _ dox dy _ doy
du du dv du du

dex df | dpx dg) _ dp
du dv dv dv dv

Los calculos son tediosos, pero mostraremos que la primera igualdad se da cam-
biando f por (@' opx), ¥ g por (o) o @a),.
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ng/\l ﬁ dQO/\/ d_g
du du dv du

d
= dpxlinn,ox)(1,0) 5

u

= dox(uy,vy) <%(UA,’U)\), Z—Z(m,w))

= dpy(uy,vy) (d(7r1 oy o py)(ux, vy)(1,0),
d(mz 0 oyt o px)(ur, 02)(1,0))

= dpyx(uy,vy) (7?1 o d(py' o pa)(ux, vy)(1,0),
T 0 d(pyt 0 o) (uy, vy) (1, 0))

= dx(un,vn) (d(py' 0 pa)(ur, v2)(1,0))

= d(px o ey opn) (ux,vx)(1,0)

dg

+ dox (ux, va)(0, 1)du

dpx
- dSOA(UM 'U)\)(la 0) = d—(u)\a U)\)
U
Concluimos pues, que w(P) es independiente de la carta elegida para su definicién
y es un vector perteneciente al plano tangente a M2,

Hasta ahora hemos considerado un sistema diferencial en la superficie M? como
un conjunto de sistemas de ecuaciones homogéneos, los cuales estan ligados por
estrechas relaciones que nos han permitido definir un campo de vectores asociado al
sistema.

Igual que en el plano, seria deseable formalizar las nociones de érbitas y solucio-
nes.Esto no va a ser tarea dificil, para cada sistema S consideraremos las soluciones
del sistema en el abierto Vy del plano y luego diremos que una solucién local en M?
serd @, (7(t)) donde y(t) es una solucién de Sy. Llamaremos drbita local de S a
©A(C) donde C es una 6rbita de Sy. Estas érbitas y soluciones locales estan limita-
das al abierto U, y no pueden salir de ahi por ser imédgenes de ¢,. Aspiramos a que
una Orbita y una trayectoria pueda vagar libremente por toda la superficie.

Observacién 2.2.1 (interpretacién de las soluciones). Aungue falta por for-
malizar un poco la nocion de solucion del sistema diferencial S, la definicion que
acabamos de introducir de solucion local no seria mas que una curva en R™ que
tendria por vectores tangentes en cada uno de sus puntos P al vector w(P) antes
introducido. Vamos a formalizar estas nociones de orbitas y soluciones no teniendo
que restringirnos a las cartas.

Definicién 2.2.5 (solucién del sistema S). Diremos que F(t) : (o, ) — M?
es una solucién del sistema dindmico S si tenemos que en cada carta A\, F(t) =

o ((ux(t), va(t))), siendo uy(t) y va(t) soluciones del sistema diferencial plano Sy en
Vi.
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Definicién 2.2.6 (solucién maximal del sistema S). Diremos que F'(t) es una
solucién maximal de S si no existe otra funcién vectorial F'(t) definida en un intervalo
mas grande que (o, 3) tal que satisfaga la condicién de la definicién anterior y
coincida con F en (a, f5).

Hemos definido las soluciones maximales en intervalos abiertos. En principio no
hay motivo para pensar que no pueda haber un intervalo cerrado que extienda a
(e, B) y la solucién F, sin embargo los teoremas de extension (ver [NOR95], seccién
4.5) aseguran que las soluciones maximales estan definidas en intervalos abiertos, a
no ser que la solucion tienda a salirse del dominio de definicién de la ecuacion diferen-
cial. Puesto que trabajaremos en superficies compactas y con sistemas diferenciales
definidos en todo la superficie, los intervalos de definicion seran abiertos.

Definicién 2.2.7 (6rbita del sistema S). O C M? serd una drbita si existe una
trayectoria F': (a, 8) — M? tal que O = F(«, 3) y O serd maximal si dicha F es
maximal.

Notacién 2.2.1. Para cada punto p de M? denotaremos por I'(p) y Iy a la drbita
de S que contiene a p.

Teorema 2.2.1 (unicidad de soluciones). Para todo punto Py en M? y para

todo ty, existe una unica trayectoria mazimal F(t) satisfaciendo la condicion inicial
PO == F(to)

Demostracion: es una facil aplicacién de la unicidad en los sistemas S, unido a las
relaciones que los ligan entre ellos y a la existencia de soluciones maximales en cada
uno de los 5. ]

Teorema 2.2.2. Toda trayectoria mazimal en una superficie compacta esta definida
desde —o0 a +00.

Observacion 2.2.2. Esta es una primera diferencia significativa respecto a los sis-
temas dindmicos en el plano derivados de ecuaciones diferenciales, que en general,
no tienen que estar definidos en todo R.

Demostracién del teorema: Razonaremos por reduccién al absurdo. Si F'(t) fuera la
trayectoria maximal y no estuviera definida en (—oo, +00), ella estaria definida para
t € (14, 7) y supongamos 75 < +00. Sea C la érbita asociada a F.

Consideremos una sucesion {t;};cy de términos menores que t, y que tiendan
hacia t y designemos por P; a las imégenes de los ¢; por F. Por ser M? compacta,
entonces o bien {P;};cy 0 una subsucesiéon suya converge hacia un punto P de M?2.
Supondremos sin pérdida de generalidad que {P,};cn converge.

Tomemos una carta que contenga a P ¢, : V) — U,, consideremos ahora los
puntos P’ de U, que son la imagen inversa mediante ¢, de los P; (no tienen por
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qué estar bien definidos todos los P, pero si lo estdn a partir de un cierto i como
es facil ver). A cada P lo denotaremos por sus coordenadas (u}, v}).

No es restrictivo suponer que V) es una bola, por ejemplo V), = B(P*/1). A
partir de un cierto iy, todos los P estardn dentro de B(P*,1/2). Aplicando los
teoremas de prolongacion de soluciones para el plano, la solucion del sistema S
con condicién inicial y(tg) = K € B(P*,1/2) la tendremos definida, al menos, en el
intervalo (tg — 1o, to +10) para un 7y > 0. Como t,, — 75 cuando n — +00, podemos

elegir ng tal que |t, — to| < no/2 para todo n superior a ny.

Consideremos la solucion del sistema S):
n n
uy = ux(t — t,, uy, vy)
n n
vx = Up(t — tp, ul, vY)

Esta solucién estard definida, al menos, en ¢, < t < 75 + 19/2 (tomando un
n > ny fijo).

Ahora consideramos @y (ux(t), vx(t)), que sera una trayectoria de S en M?. Esta
solucién coincide con F'y estd definida para t, <t < 75+ 19/2. Por lo tanto hemos
contradicho la suposicién de que F' esta definida sélo para valores de ¢ menores que
T0- ]

Hemos probado ya el primer resultado interesante que nos dice que no todo lo
que pasa en los sistemas dinamicos en el plano va a ser traducible a superficies. El
siguiente paso es el teorema de Schwartz del cual se deduce que todo w-limite carente
de puntos criticos sobre una superficie compacta M? es o una 6rbita periédica o bien
toda la superficie y en este caso M? es el toro. Deberemos utilizar la maquinaria
geométrica y en especial, el teorema de Gauss-Bonnet.

Definicién 2.2.8 (flujo). El flujo asociado al sistema S, siendo M? compacta, es
una aplicacién ¥ : R x M? — M?, tal que para todo z de M? W, (t) = (¢, z) es la
trayectoria de S que pasa por x cuando ¢t = 0.

Proposicién 2.2.1 (propiedades del flujo). El flujo asociado a S satisface las
siguientes propiedades:

1. 9(0,p) =p Vpe M2
2. U(t,U(s,p) =V(t+s,p) VpeM? ViscR

3. 815 es de clase C" (es decir, YA, Ax 'y B, son de clase C" ) entonces U es
de clase C". (Aqui la diferenciabilidad se entiende en términos geométricos)

4. Si la superficie estd en R?, existe ® : A C R x R* — R? de clase C" tal que
Dlgriz =V (S de clase CT).
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5. Fijado t, definimos ¥, : M?* — M? tal que Vy(z) = U(t,x). Entonces ¥, es
un difeomorfismo de clase C".

Demostracién de (1): este apartado es trivial segin la definicién de flujo dada
anteriormente.

Para los siguientes apartados utilizaremos el siguiente hecho: si (u)(t,u,v),
oa(t, u,v)) = fa(t, u,v) es el flujo asociado a Sy, entonces @y (ux(t, u, v), va(t, u,
v)) = Y(t, r(u,v)). Conviene observar que esta propiedad no es suficiente y
con esto queremos decir que no siempre se va a dar que el valor ¥(t, ¢, (u,v))
esté dentro de la imagen de la carta ), hecho que complicara un poco las
demostraciones.

Demostraciéon de (3): veamos que para todo punto (g, po) € R x M? se tiene
que U es de clase C". ¥(ty, py) pertenece a uno de los Uy, asi que W(ty,py) =
©x 0 oy (U(to, po)) v denotaremos por comodidad (ug,vo) = ¢y (¥ (¢, po)).
Utilizando las propiedades del flujo en el plano se tiene que fy(t — to, ug, vo)
estd definido en un entorno W) de (tg, ug,vo) y que f es de clase C"(sentido
analitico).

Ahora tenemos que ¥(ty, po) = @ o fa(to, uo,vo) ¥ Y(t,p) = v o0 fi (t, ¢;1(Qf
(to,p0))) en un entorno I x Zy de (to, py) que satisfaga go}l(f x Zy) C Wy. De
donde se deduce la continuidad de ¥ utilizando las continuidades de ¢, f\ y
go;l. La propiedad de clase C"la explicamos seguidamente.

Para ver que ¥ : R x M? — M? es de clase C" hay que ver que para cuales-
quiera cartas @y v @y se tiene que si la composicién g0;,1 oWo(id X py) estad bien
definida entonces es de clase C". Vedmoslo, para ello suponemos que ¥(tq, po)
cae dentro de la imagen de la carta \' y demostremos que en un entorno de
(to,po) la composicién anterior es de clase C". Debido a la continuidad de ¥
podemos elegir un entorno Uy, ) C Uy tal que W (U, ) CUx y veamos que
la composicién anterior restringida a (id x @) *(Uy, p,) €s de clase C”.

Para un par (¢, ¢, ' (p)) = (¢,p*) de (id x )" Uy, po) S tiene

oy' oW o (id x py5)(t, p")
= o o U(t —to, U(tg,p)) = o3 0 pn o fu(t — to, o' 0 ¥(ty,p))
= fu(t —to, 05" o Y(te,p))

Puesto que fy es de clase C" hemos reducido el problema a demostrar que la
aplicacién Wy (p) = U(to,p) es de clase C". Tomemos un punto py y veamos
que la aplicacion anterior es de clase C". Aparecen dos casos posibles:

1. poy Wy (po) se encuentran en un mismo Uy. La demostracién en este caso
no tiene ninguna dificultad ya que ¢ o W, (or(u,v)) = fr(u,v) que es
de clase C".
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2. poy ¥y, (po) no estan simultdneamente dentro de la misma carta. Aqui la
prueba deriva de la constatacion de la existencia de un nimero finito de
reales 0 = t,1,%02, .. ., ton = to tales que las parejas Wy, (po) ¥ Wi, ., (o)
se encuentran dentro de una misma carta para i € {1,2,...,n}. Podre-
mos elegir entornos adecuados de Wy, (po) y Wy, (po) tales que, razo-
nando como en el apartado anterior, la aplicacion Wy, .., 4, es de clase
cr.

El resultado sigue de constatar que ¥;, en un entorno de py es la compo-
sicién de aplicaciones de clase C", en particular:

\Ilto = \I;to,lfto © \Ijto,2*t0,1 -0 \Pto,n*to,n 1

Demostracién de (2): queremos demostrar la igualdad ¥ (¢, ¥(s,p)) = V(t+s,p)
para cualquier valor de ¢ y s. Fijemos para ello un s y veamos que se da
la igualdad para todo valor de t. Si ¢ = 0 la igualdad se da utilizando (1),
observemos ahora que ¥(t + s,p) vista como funcién de ¢ es la solucién de S
que pasa por ¥(s,p) cuando ¢ = 0 y por la unicidad de dicha trayectoria se
tiene necesariamente ¥ (t + s,p) = ¥ (¢, ¥(s,p)).

Demostracién de (5): es trivial pues la inversa de U, es ¥_, utilizando (2).

Demostracién de (4): utilizaremos para demostrar este apartado el teorema de
Whitney, pero antes de enunciarlo introduciremos un poco de notacion.

Sife ({0JUN)", y e R" y f es una aplicacion suficientemente diferenciable
definida en un abierto de R, denotamos B! = B1!08:!... 6,1, |B] = B1 + Bo +

. B1+Bo+--+Bn
o B y? =ttty Daf(y) = i f(y), denotaremos por

Dof a f

Teorema 2.2.3 (Whitney). Sea C C R™ un conjunto cerrado de
R™. Las siguientes afirmaciones son validas:

Sea f°: C — R™ una aplicacion Lipschitziana y acotada. En-
tonces existe una aplicacion lipschitziana y acotada f : R* —
R™ tal que f(x) = f°(z) para todo x de C.

2. Sea 1 < |B| < oo ysean fP: C — R™ aplicaciones arbitrarias
para cada € ({0} UN)" con 0 < |5| < k. Sea F"": C x C —
R™ definida por

+8(z)(y—1x)P
fy) - Zog\mgr %
ly — |l

FY"(z,y) =

ST FEY, Y
F7"(z,2) =0
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en el otro caso, para cada v € ({0} UN)" y 0 < r < 0o con
|v|+7 < k. Sitodas las aplicaciones F'" son continuas entonces
existe una aplicacion de clase C* f : R* — R™ tal que Dgf = f°
para todo € ({0} UN)", 0 < |B] < k.

Referencias: la prueba del primer apartado, que es una extensién
posterior al teorema de Whitney se puede encontrar en [Ste70],
pagina 177, teorema 4. En cuanto al segundo nos remitimos al
articulo original de Whitney [Whi34]. O

Nuestro cerrado serd la superficie M? sobre la que tenemos definido la funcién
vectorial w que queremos definir globalmente sobre el espacio R®. Para ello
necesitamos dar las definiciones de las funciones las funciones f?, que no serén
mas que una extension de la funcion w en un pequeno entorno de la superficie,
pasamos ya a exponer la manera de hacer esta extension.

Para cada punto p de M? consideramos la recta normal a M? pasando por p,
esta recta puede intersecar a otra recta normal a la superficie en otro punto
q. Sin embargo, usando la compacidad de M? podemos encontrar ¢ > 0
de tal manera que para cualquier punto p de la superficie la recta normal a
M?, parametrizada por p + N(p)t, no interseca a ninguna otra recta normal
g+ < N(q) > para valores del pardametro ¢ con valor absoluto menor que ¢ y

g € M2,
Definimos ahora el campo @ en el abierto W = {p +tN(p) con |[t| < ey p €
M?} como sigue:

w(p+tN(p)) = w(p)

Consideramos ahora el cerrado Wy = {p+tN(p) con |t| <ey <ecype M?*} C
Wy definimos f°(p) = @|w,(p) v f?(p) = Dgw|w,(p) sobre él.
Las definiciones de las funciones hechas en el parrafo anterior satisfacen las
hipétesis del teorema de Whitney que nos da una ampliaciéon de w a todo R",
ampliacién que denotaremos por w. Considerando el flujo asociado al sistema
de ecuaciones diferenciales

2 (t) = w(=(1))

obtenemos el flujo ® del enunciado.

U

Observacion 2.2.3. En la proposicion anterior hemos visto que un flujo de clase
C" sobre una superficie cerrada se puede ver como la restriccion de un flujo de clase
C" en R, para lo cual se ha utilizado el teorema de Whitney y hemos necesitado
que M? sea cerrada. Cabria preguntarse si en otras superficies (no cerradas) esto
se puede probar usando otras técnicas. La respuesta es no y damos a continuacion
un contraejemplo que zanja el problema.
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Vamos a considerar como superficie el cilindro sobre la curva a(t) = (t COS%,
tsent) t € (0,+00).

(L

N 9”

Figura 2.1: Curva sobre la que consideramos el cilindro para construir el contragjemplo.

Por lo tanto la superficie va a venir parametrizada por &(u,v) = (ucos -, usen =,
u u
v) con (u,v) € (0,400) x R.
Definimos el campo de vectores tangentes a la superficie w(ucost usent v) =
u u
(u cos% — sen%,usen% + COS%,O). Este campo no se puede extender a un campo
W :R> — R® continuo, ya que

. 1 1
lim w(ucos —, usen—, v) = (1,0,0)
u—0,u€(5+2km)~! U U
y por otra parte,
. 1 1
lim w(ucos —, usen—, v) = (—1,0,0)
u—0 ,ue(%r+2k;7r)—1 U U

2.3 Espacios recubridores. Levantamientos.

Introducimos ahora los conceptos de espacio recubridor y de levantamiento de
un flujo a su espacio al espacio recubridor. Daremos también algunos resultados que
necesitaremos tanto en este capitulo como en el siguiente para probar el teorema de
Knesser.

Para desarrollar esta seccién he seguido las apartados 5.6 y 5.10 de [Car76] donde
se introducen estos conceptos detalladamente. También han sido de utilidad para
resultados especificos el capitulo 8 de [Mun75| referente a espacios recubridores y
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al grupo fundamental y el libro de Fulton [Ful95] de topologia algebraica en sus
capitulos 8 y 16.

Otros libros de interés relacionados con este tema que dan una visién mas clara de
las superficies que estamos manejando son [Moi77], [Wal68] y [GP74]. Empezamos
ya con la definicién de recubrimiento.

Definici6n 2.3.1 (recubrimiento). Sean By B dos espacios topologicos. Decimos
que (B, p) es un recubrimiento de B o que p es una aplicacién recubridora si:

1. p: B — B es una aplicacién.

2. p es continua y p(B) = B.

3. Cada punto ¢ € B tiene un entorno U, en B (que se denominard entorno
distinguido de q) tal que
pil(U) - Uava

donde los V,, son conjuntos abiertos disjuntos dos a dos tal que la restriccion
de p a V, es un homeomorfismo de V,, sobre U.

Este concepto se introduce para facilitar la tarea del estudio de flujos. Si te-
nemos un espacio topolégico del que no conocemos bien su estructura topolédgica
y que tiene un recubridor mas asequible, lo que haremos serd “pasar” el flujo al
recubridor y estudiarlo alli. Para formalizar este paso tenemos que dar el concepto
de levantamiento:

Definicién 2.3.2 (levantamiento). Supongamos que (B’,p) es un recubrimiento
de By supongamos que tenemos una curva « : [0,l] — B continua. Si existe

a:[0,l] - B

con po & = «, se dice que & es un levantamiento de « con origen en &@(0) € B.
Resumiendo, si el diagrama es conmutativo, entonces & es un levantamiento de a.

Con la notacién precedente introducimos una primera proposicion que el lector
puede encontrar en la pdgina 376 de [Car76] y que aqui no demostraremos.

Proposicion 2.3.1. Sean p : B — B una aplicacion recubridora, o : [0,l]— B una
curva en B y po € B un punto de B tal que 7(po) = a(0) = po. Entonces existe un
anico levantamiento & : [0,l] — B de o con origen en py, es decir, con &(0) = py.
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Utilizando esta proposiciéon vamos a levantar un flujo de un espacio a su recu-
bridor. La manera de realizarlo la da el siguiente teorema:

Teorema 2.3.1 (levantamiento al recubridor de un flujo). Sea (X,p) un
recubridor del espacio X y sea

UV:RxX—>X
un flujo definido sobre X siendo ¥ continua. Entonces existe un unico flujo
U:RxX — X

tal que po U(t, %) = U(t,p(x)) y ademds Ply@xx) €s un homeomorfismo local. Re-
sumiendo, tenemos el diagrama conmutativo:

Rx X X

1d X p P
]

R x X X

Demostracion: Para definir ¥(t, ) consideramos la curva W) : [0,t] — X y la
levantamos con condicién inicial @&(0) = # a X (inicamente, segiin [Car76], pagina
376). Denotaremos al levantamiento por la letra a. Tenemos que ver que T es
continua y cumple U(t + s, 2) = U(t, ¥(s, 1)).

Para la continuidad hay que mostrar que para cualquier abierto V de X, \Tl_l(f/)
es un abierto de R x X.

Descomponemos V :UqEQVq, con los \7,1 abiertos tales que 15|‘;q son homeomor-
fismos. Ahora W='(V)= U,cq(id x p)~ o U1 o p(V;) y como p~* |5y, Uy id X p
son continuas, se tiene que U~!(V) es un abierto.

Veamos ahora que W(t + s,2) = W(t,¥(s,z)). Por la definicién de ¥ tenemos

que W(t + s,x)= B(t + s) donde 3 es el levantamiento de Wy, |p++s con condicién
inicial 4(0) = =.

Por otra parte ¥(s, z)= 3*(s) donde 3* es el levantamiento de ¥z(,|j0,s. Debido
a la unicidad del levantamiento se tiene que 5* = S|} 4.

U (t, B*(s)) serd B (t) donde 3** es el levantamiento de Wy(g-(5)) y por la unicidad
del levantamiento se tiene que ** = [ ,1q de donde llegamos a V(¢ + s,7)=
U(t, U(s,x)).

La condicién po U(t, &)= U(t, p(x)) se satisface trivialmente por definicién de W.
Y por ultimo ﬁ|¢,(RX)~() es un homeomorfismo local por serlo p. O
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Proposicion 2.3.2. En los flujos antes definidos, T es un punto fijo o singular de
U si y sélo si p(x) lo es de V.

Demostracion: si ¥ es un punto singular de W, U(t, #) = Z para todo ¢ de R, asi que
poV(t,z)=p(z) = V(t,p(Z)) y p(z) es un punto singular de ¥.

Reciprocamente, si p(Z) es un punto fijo o singular de ¥, tenemos que ¥(t, p(Z))=
p(Z) para todo t de R.

poV(t,z) =U(t, p(&)) =p(&) y puesto que Plirxx) €s un homeomorfismo local,

tenemos que \Tl(t,f): # y por tanto Z es un punto fijo de . Es mds, por ser
homeomorfismo local p, para cada 7’ € p~'(Z) es un punto fijo de . a

Hasta ahora nos hemos limitado a propiedades topoldgicas de los recubridores,
pero en este trabajo juega un papel esencial la diferenciabilidad y nos gustaria que
si el flujo ¥ que levantamos proviene de una ecuacion diferencial, es decir tiene un
campo de vectores asociado, que el U también lo tenga. Esto se podra conseguir
cuando tengamos p un recubridor que sea localmente un difeomorfismo.

Proposicion 2.3.3. Supongamos que la aplicacion recubridora p es un difeomor-
fismo local de clase C' y que el flujo que tenemos sobre X proviene de un sistema
diferencial de clase C' con campo de vectores asociado W. Tomemos el flujo ¥
definido como en el teorema anterior. Entonces T es un flujo que proviene de un
sistema diferencial de clase C' y al campo de vectores lo denotaremos por W.

Demostracién: cada una de las curvas ¥z sera diferenciable por serlo p. Definimos
el campo vectorial W ()= W.(0) = dp 'y, (W(2)(0)) (P53, (0)) donde Vi es un
entorno distinguido de .

Para ver que W es continuo en Z escogemos un entorno Vi de & difeomor-
fo por p a un entorno Vi de p(Z). En estos entornos se tiene que W(7) =
dpv, ., (B(2)) (W (p())) con lo cual W es continua para cualquier punto & de
X.

O

Nos limitamos ahora a presentar unos resultados sobre recubridores orientables
de superficies no orientables. Este resultado se puede ver en [Car76] en las paginas
440 y 441 y en [Ful95] en la pagina 219 y las siguientes.

Teorema 2.3.2 (recubrimiento orientable doble). Sea S una superficie conezra
y no orientable. Para cadap € S se considera el conjunto O, de las dos orientaciones
posibles de T,(S). Sea

S’Z{(p,Op):pESyOPEOp}

Dotemos a S de una estructura diferenciable utilizando la de S {Uy, o @ Uy —
S}aer. Definimos:
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como 4
xa(ua; Ua) = (xa(uaa voc)a [M’ E])

donde (uq,vq) € Uy y [ﬁ,ﬁ] es el elemento de O, determinado por la base

(G @ -

Con estas definiciones se tiene:

1. {(Uy, %)} es una estructura diferenciable en S con la que S es orientable.

2. La aplicacionm: S — S definida por m(p, Op)p es diferenciable y sobreyectiva.
Ademds, cada punto p € S tiene un entorno U tal que 7= (U) = ViUV, donde
Vi y Vo son subconjuntos abiertos disjuntos de S tales que la restriccion de
a cada V; es un difeomorfismo sobre U.

Para las secciones siguientes sera de gran utilidad disponer de un recubridor
orientable de la botella de Klein, dicho recubridor serd el toro. Esta afirmacién se
puede ver demostrada en [Car76] pagina 434 y nos ocuparemos de ella en el capitulo
siguiente dedicado al estudios de flujos sobre la botella de Klein, en particular se
trata de la proposiciéon 3.2.1. Por otra parte necesitaremos saber que el toro no
recubre con dos hojas a ninguna otra superficie compacta, conexa y no orientable.
Este hecho se deduce de un resultado que enunciamos a continuacion.

Teorema 2.3.3. 51 X y X son dos superficies de manera que existe una aplicacion
recubridora p : X — X de n hojas entonces x(X) = nx(X), donde x(X) denota la
caracteristica de Euler-Poincaré de X .

Referencia: la prueba de este resultado se puede seguir en el libro [Kin93], pigina
167, teorema 7.19. O

Corolario 2.3.1. e El toro es el unico recubridor orientable de dos hojas de la
botella de Klein.

e La unica superficie no orientable que puede recubrir el toro con dos hojas es
la botella de Klein.

Demostracion: hemos hecho notar antes que el toro recubre a la botella de Klein, por
el teorema tenemos entonces que el toro es la unica superficie para el recubrimiento
de dos hojas de la botella.

La caracteristica de Euler-Poincaré del toro determina que la caracteristica del
espacio recubierto por dos hojas tiene caracteristica de Euler 0 y puesto que dos
superficies compactas no orientables de la misma caracteristica son isomorfas, se

tiene que el toro sélo recubre a la superficie no orientable de caracteristica 0, esto
es, la botella de Klein. O
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Por ultimo introducimos un lema que sera de utilidad posteriormente al levantar
flujos, nos remitimos para la prueba a [ST88b].

Lema 2.3.1. Supongamos que p : X — Y es un recubridor y V y flujo sobre X
levantado de un flujo ® sobre Y. Sea x un punto de X cuya semidrbita positiva se
queda dentro de un compacto de X entonces p(w(I'y)) = w(p(Lpa)))-

Hacemos notar que sin la hipétesis de que la semiérbita I'} se encuentre dentro
de un compacto es posible que w(I'y) = 0 y sin embargo w(I'y(,)) # 0. Como ejemplo
se puede poner el flujo irracional del toro y su levantamiento a C.

2.4 El teorema de Schwartz.

Pasamos ahora a abordar uno de los pocos resultados importantes que se han
hecho referentes a w-limites en superficies, se trata del teorema de Schwartz cuya
prueba original se puede seguir en el articulo [Sch63]. Versiones mas débiles de este
teorema se remontan a 1932 y fueron presentadas por el francés Arnold Denjoy en
[Den32], sin embargo alli la inica superficie que es objeto de estudio es el toro.

En cuanto al teorema de Schwartz, a pesar de suponer una generalizacion res-
pecto a los resultados de Denjoy sigue siendo bastante limitado, pues su estudio se
fija solo en superficies compactas y conexas dejando a un lado todas las superficies
abiertas y cerradas no acotadas. Otra restriccién mas analitica que geométrica en
este caso es el orden de diferenciabilidad de las funciones que entran en juego: la
validez estd condicionada a flujos de clase C2. En el aspecto analitico el resultado
de Denjoy es mucho mds vistoso ya que se ocupa también de los flujos continuos.

Otras pruebas del teorema que aqui vamos a desarrollar detalladamente pueden
seguirse en los libros [Sot79, Har82]. Sin mas predmbulos pasamos a la exposicion.

A partir de ahora y durante lo que resta de capitulo M?2serd una superficie
compacta y conexa de, al menos, clase C?.

Definicién 2.4.1 (conjunto minimal). Sea ¥ : R x M? — M? un flujo sobre
M? derivado de un sistema diferencial tal y como consideramos en la definicién
2.2.8. Un subconjunto u C M? se dice minimal para ¥ si g # (), es compacto e
invariante por el flujo. Esto tltimo quiere decir que ¥;(u) = p para cualquier ¢ € R.
Ademaés se debe cumplir adiccionalmente que p no tiene subconjuntos propios con
estas propiedades.

Definicién 2.4.2 (conjunto minimal trivial). Un conjunto minimal se dice tri-
vial si es un punto singular, una orbita periddica o el toro.

Observacion 2.4.1. Veremos en el capitulo J que efectivamente el toro es un con-
gunto minimal.
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Teorema 2.4.1 (Schwartz). Un flujo de clase C? en una superficie M?* compacta,
coneza y de clase al menos C? no puede poseer un conjunto minimal p distinto de
un punto singular o una drbita periddica a menos que M?*=T? = p. (T? denota el
toro).

Antes de empezar la prueba del teorema demostraremos unos lemas que seran
necesarios para hacer la prueba mas liviana. Ademas vamos a enunciar el importante
teorema del flujo tubular en superficies, que serd de gran utilidad para justificar
ciertos pasos de la demostracion del teorema de Schwartz.

Definicién 2.4.3 (seccién local). Sea ¥ un flujo sobre M?, I se dice que es una
seccién si existe una curva diferenciable inyectiva sobre la superficie o : J — I C
M?, siendo J un intervalo cerrado de R. Ademas exigimos que o/(t) y w(«(t)) sean
linealmente independientes para todo ¢ de .J y que a sea una biyeccion sobre .J.

Recordamos que por w(«(t)) denotamos al vector asociado en el punto a(t) al
sistema diferencial que define al flujo V.

Teorema 2.4.2 (flujo tubular en superficies). Supongamos definido un flujo ¥
de clase C" sobre una superficie M? y denotemos por w al campo vectorial asociado
a dicho flujo. Sea p un punto de la superficie tal que w(p) # 0, C = {(z,y) € R* :
lz| < 1,|y| < 1} y sea X¢ el campo vectorial sobre C' definido por Xc(x) = (1,0).

Bajo estas hipdtesis, existe un difeomorfismo de clase C™ de un entorno de p sobre
C h:V,— C que lleva soluciones de la ecuacion generada por X¢ a soluciones del
sistema diferencial que genera el flujo V. Ademds el difeomorfismo h conserva las
orientaciones de las orbitas.

Referencias: la demostracion de este hecho se puede seguir en [PM82], pigina 40,
teorema 1.1. O

Lema 2.4.1. Sea ;1 € M? un conjunto minimal para un flujo ¥ de clase C* sobre
M2, Si u tiene interior vacio y es no trivial entonces para toda seccién transversal
I, I Ny es un conjunto compacto sin puntos aislados. Ademds, el conjunto I N p
tiene interior vacio.

Demostracion: veamos en primer lugar que cada o6rbita v de p es densa en . Eli-
jamos una de estas érbitas, v. Tenemos que ver por tanto que cada punto p € u
estd en la clausura de 7, si p estuviera en v es claro que p pertenece a la clausura
de v. Supongamos que existiera p € v y que p no es de acumulacién de v, es decir,
existe U, tal que y N U, = (). Utilizando esto vamos a demostrar que ningin punto
perteneciente a la trayectoria que pasa por p es de acumulacion de .

Sea ¢ € I'(p) (trayectoria que pasa por p). Se tiene ¥(0,p) = p y para un cierto
to U(ty,p) = ¢. Utilizando que ¥, es un difeomorfismo tenemos ¥, (U,) = U, y
U, (yNU,) =~vyNU, = 0. Asi que g no pertenece a la clausura de 7.
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Tomemos ahora N = {m € p tales que m no es de acumulacién de v} N # () ya
que I'(p) C N y ademés N es invariante por ser unién de érbitas. Consideramos
p' = p\N. Se ve que p' es invariante y cerrado ya que si (p,)nen €S una sucesion
de p' que tiene como limite a p, entonces vamos a mostrar que p estd en u'. Esto
es facil de ver ya que, para cada p, podemos encontrar ¢, en v con la condicion
l|pn — @n|] < 1/m y en particular (g, )nen también tenderd hacia p, lo cual nos da la
pertenencia de p a ¢’ (conjunto de puntos de acumulacién de la érbita 7).

Asi que ' sera compacto y por tanto contradecimos la minimalidad de p, esta
contradiccion viene de suponer que existe una 6rbita no densa en p. Por tanto, toda
orbita es densa en .

Observacion 2.4.2. Bajo las hipdtesis anteriores no solo se puede pro-
bar que una orbita de p es densa en p Sino que St @ €S una parame-
trizacion de una drbita de p, entonces para todo ty € R «(tg, +00) y
a(—00,ty) son densas en [u.

Procedemos ahora a la demostracién propia del lema. I Ny es compacto debido
a la compacidad de I y de pu. Por otra parte, que todo punto de I N u no sea aislado
es una consecuencia de que toda semiorbita de p sea densa en p y del teorema del
flujo tubular en superficies.

Por ultimo I N p tiene interior vacio como subconjunto de i ya que g también
tiene interior vacio. Pero ademds I N p tiene interior vacio como subconjunto de
I, ya que, si no tuviera interior vacio contendria un abierto de I, A. Cosideramos
A =W((0,t9),A) C p. Por el teorema del flujo tubular se tiene que para una eleccién
de Ay tq suficientemente pequena, A es un abierto de 4, 1o cual es una contradiccion
con que 4 tenga interior vacio. Por lo tanto debemos admitir que I N p debe tener
interior vacio en I. ]

Lema 2.4.2. En las mismas condiciones que el teorema anterior, si u tiene interior
no vacio, entonces p =M? y M? es el toro.

Prueba: como p es cerrado, si vemos que también es abierto, utilizando la conexion
de M? tendremos que p =M?.

Veamos que p es abierto. Como g tiene interior no vacio existe un abierto U
contenido en u. Lo que queremos demostrar es que para todo punto p € p podemos
construir un abierto U, tal que p € U, C p.

La orbita I'(p) debe cortar a U ya que en la prueba del lema anterior se vio que
toda drbita v de p es densa en p, por lo tanto existe un g tal que ¥ (g, p) € U. Por
otro lado, ¥_;, (U) es un abierto de p (por ser u invariante y ¥_,, difeomorfismo)
que contiene a p. Asi que tomamos U, = ¥_, (U) y hemos probado que f es abierto,
de donde se tiene que u =M?>.
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Debido a que p =M? nos encontramos ante un flujo sin singularidades, es decir
w(p) # 0 para todo p €M? (compacta y conexa) y tenemos un campo tangente
definido en toda la superficie que no se anula. Usando el teorema de Poincaré-Hopf
vamos a ver que en el caso de que M? sea orientable es necesariamente el toro.
Posteriormente veremos el caso no orientable.

Definicién 2.4.4 (indice de una singularidad). Supongamos que
tenemos definido sobre la superficie M? un campo de vectores w. Si
w(p) # 0 entonces i(w,p) = 0.

Sin embargo para definir el indice del campo de vectores en un punto
q tal que w(q) # 0 es necesario tomar una curva de Jordan simple y
diferenciable /5 : [0, 1] — ¥ que encierre a ¢ en una regién J, homeomorfa

a un disco del plano. Una vez definida 5 tomamos una funcién continua

f ¥ — R de manera que f(5(t)) = angulo(w(£(t)), 5'(t)). Con toda

esta notacién se tiene que i(w,q) es el entero %

En principio los indices asi introducidos no tienen por qué estar bien
definidos, podrian depender de f y de la curva 8 pero se demuestra en
[Tho79], lema 5, pagina 202 que no hay tal dependencia.

Teorema 2.4.3 (Poincaré-Hopf). Sea S una superficie orientable,
compacta y conexa sobre la que tenemos definido un campo vectorial
diferenciable tangente X que se anula solamente en un numero finito de
puntos i, ..., p, entonces > o i(X, pr) =x(S) (caracteristica de Euler-
Poincaré).

Referencias: nos remitimos a [Tho79], capitulo 21 y [Car76], pdgina 283.
U

Segun la definicién 2.4.4, en nuestro caso como no tenemos singularidades la suma
de indices es cero y por tanto y(M?) = 0 y la superficie ha de ser un toro.

Para el caso de superficies no orientables, utilizaremos el recubridor orientable
doble de la superficie que hemos introducido en la seccién anterior. El flujo que
tenemos sobre la superficie no orientable M? sin singularidades vamos a levantarlo
a un flujo de la misma clase al reubridor orientable doble B2.

El levantamiento de W nos da un flujo ¥ sobre B2 al que se le puede asociar un
campo de vectores W(p) = \Il(t p)|i—o de manera que al no tener ¥ puntos criticos
(por la proposicién 2.3.2) el campo @ tampoco los tendrd. Asi que x(B2) =0y por
el corolario 2.3.1 se tiene que M?2 es la botella de Klein.

Pero si M? es la botella de Klein hay un teorema de Knesser que demostraremos
en el capitulo proximo que asegura que un flujo sin singularidades sobre la botella

de Klein ha de poseer una orbita periddica, por lo tanto g no puede ser toda la
botella de Klein. O
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Demostracion del teorema de Schwartz: razonaremos por reduccion al absurdo su-
poniendo que ¥ admite un conjunto minimal de interior vacio y que no sea ni un
punto singular ni una érbita cerrada.

Tomemos una seccién local i : [—1,1] = M? de clase C? tal que i(—1) e i(1)
no estdn en p y i(0) € p. La existencia de esta seccidn se justifica por no tener p
singularidades y por tanto, si tomamos p € p existe un entorno de p V, en el que
w no se anula por ser w de clase C?. Por otro lado podemos elegir i'(0) y w(i(0))
linealmente independientes y por la continuidad de i y w existe un entorno [—¢, €]
tal que w e ' son linealmente independientes en 1 N V.

En el lema 2.4.1 de la pagina 45 vimos que I N p tiene interior vacio en I, asi
que podemos elegir los extremos de [ tales que i(—1) y i(1) no estén en pu.

Vamos a definir ahora un sistema de coordenadas en torno al punto ¢(0) como
sigue. Para o0 > 0, 1 > r > 0, construimos la aplicacion:

0:(=0,0) x (=r,+r) = Uy
que actia de la siguiente manera sobre un par (t, s):

3(t,s) = W(t, i(s))

Observacién 2.4.3. En principio Uyg) = 6((—0,0) x (=r,7)) no tiene
por qué ser un conjunto abierto, posteriormente veremos que 6 €S una
aplicacion abierta (en concreto homeomorfismo) y por tanto Uyqy ha de
ser un abierto.

§ es diferenciable de clase C? y ademds si escogemos r y o suficientemente pe-
quenos vamos a justificar que es un difeomorfismo ya que 0 es inyectiva (con o
pequeiio). Por otro lado para ver que d|(_gs)x(r,) €s abierta se puede utilizar el
teorema del flujo tubular que enunciamos en la pdgina 45. Asi que 6=! lo podemos
tomar como sistema de coordenadas.

No es restrictivo suponer que Uj) contiene a toda la seccion transversal, lo cual
nos evitara meter una notacion méds tediosa. Ahora vamos a definir la aplicacion de
Poincaré 7 que nos dard para cada p de un determinado abierto del intervalo [—1, 1]
la imagen inversa por i del punto de retorno de la érbita I'(i(p)) a I, formalmente: sea
W = {x € [-1,1] tales que existe t > 0 con ¥(t,i(x)) € I}. W es abierto en I por
la continuidad de W. Para cada « de W definimos t(z) = min{t : ¥(¢,i(x)) € I t>
0}. Definimos ahora V = i~'(W) C (—1,1), V es abierto por ser la antiimagen de
un abierto, en cuanto a m:

m:V —(—1,41)

con

m(v) =i [V (¢(i(v)),i(v))] para todo v de V
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Queremos ver que 7 asi definida es de clase C?, para ello definimos la apli-
cacion mp : Uiy — (—7,7) que serd tomar la segunda coordenada de la apli-
cacién §!. Utilizando esto tenemos que para |v — vy| suficientemente pequerio
m(v) = m[0 7 [ W (t(i(vy)), i(v))]], asi que 7 es composicién de funciones de clase C?
y esto conlleva que 7 es de clase C?.

Ya tenemos definida la aplicacion de Poincaré en una superficie asociada a un
sistema dindmico en un segmento , nuestro problema se va a reducir al estudio de
esta aplicacion.

Por el lema 2.4.1 de la pagina 45 se tiene que I Ny es de interior vacio, compacto
y no tiene puntos aislados. Ademads vimos en la demostraciéon de dicho lema que
cada semidrbita de p es densa en p. En consecuencia G =i (I N p) estd contenido
en V', ya que en particular cada 6rbita asociada a un punto de p pasara tan cerca de
i(0) como queramos y por lo tanto intersecard a I por el teorema del flujo tubular.
G tendra interior vacio, compacto y cada punto suyo es aislado.

Notacién 2.4.1 (conjunto perfecto). A partir de ahora, a cada con-
Jjunto de interior vacio, compacto y sin puntos aislados lo denominaremos
congunto perfecto.

Tomamos un abierto U tal que G C U C U C V. Debemos justificar la existencia
de un tal U, vamos a dar una construccién de U. Para todo g € G existe ¢, > 0 tal
que (g —e4,9+¢,) C V. Tomaremos Uy, = (g —&,/2,9+¢4/2) y U = UgeG U, U
es abierto y cumple las condiciones requeridas.

Para terminar la prueba necesitamos dos lemas que demostraremos mas tarde,
damos ahora el enunciado:

Lema 2.4.3. m y G poseen las siquientes propiedades:

G = (L, 1\UZ (ai,b;) donde (a;,b;) son intervalos abiertos y
disjuntos.

2. 7(G) =G.
3. SiveG yrh(v) =wv, entonces k=0.

4. G es un conjunto minimal para m en el sentido de que G no contiene
propiamente un subconjunto cerrado Ky # 0 con w(Ky) = K.

5. Eziste L > 0 tal que |7'(w)| > L para todo w € U.
6. Dado a € G, el conjunto H = {7%(a) : k € Z} es denso en G.
7. Eziste M > 0 tal que |1"(w)| < M para todo w € U.
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Lema 2.4.4. Param y G segin hemos definido en el teorema de Schwartz
se tiene:

1. Eziste a € G tal que lim Dr*(a) = 0 cuando k — +oc.

2. Existe un entorno de a en la topologia de U, V, C U tal que
limy, oo D7 (2) = 0 uniformemente en x € V.

Dejando la prueba de estos lemas para mds tarde y admitiéndolos, terminamos
la prueba del teorema de Schwartz.

Veamos que no existe una funcion satisfaciendo las propiedades del lema 2.4.3
y para ello usaremos el lema 2.4.4. Debido a las propiedades 2.4.3.6 y 2.4.4.2 se
sigue la existencia de § > 0 tal que (a — d,a + 0) C V, y existe también k, entero
suficientemente grande tal que

d
1% (a) — a| < 5 bor 2.4.3.6
y

1
|DrFt(s)| < 5 bara |s—a| < ¢ por 2.4.4.2 y la observacién que acabamos de hacer.

Asf que |m*(a406) —a| < |7 (a%0) — 7% (a)| + |7*(a) —a] < |D7r’“+1(0)||5|—|—% )
va que 6 € (a —d,a+9).

Hemos visto que 7¥(a+ &) y 7% (a — ) estdn en el intervalo (a — d, a + d), lo que
implica que la funcién 7% (s) — s tiene signos opuestos en s =a+d y s = a — §. Por
el teorema de los valores intermedios, existe sg € (a — d,a + §) tal que 7%(s¢) = s¢
y por tanto, para todo n natural 7% (s¢) = s.

Usando 2.4.4.2 veamos que lim,,_, { o, 7% (a) = s¢. Debido a que |7 (a) —7"* ()|
= |D7™*1(0,)||a — so| para algtin 6 de (a—d,a+9) y como lim,, o, DT™*1(,) =0
tenemos que lim,, W”k(a) = 59. Asi que sy € Gy contradice 2.4.3.3, con lo cual
acabamos la prueba del teorema de Schwartz. 0

Vamos ahora a probar los lemas enunciados, que hemos usado para la demostra-
cion del teorema.

Demostracion del lema 2.4.3, pdg.49: 1. G es un conjunto perfecto en (—1, +1)
ya que es compacto, con interior vacio y sin puntos aislados. Asi que G ha de
ser de la forma (—1, +1)\ ;¢ (a;, b;) tomando los (a;, b;) como las componentes
conexas del complementario de G y por lo tanto los (a;, b;) son disjuntos. Como
consecuencia, el conjunto de indices I ha de ser numerable porque )., (b; —
a;) < 2, lo cual es imposible si I es no numerable.
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2. Veamos que 7(G) = G. Sea g € G, lo que quiere decir que i(g) € pN1I. Debido
a que la semidrbita I'*(i(g)) es densa en y (es decir, los puntos de I';,) para
valores de t > g, donde ¢y cumple (ty) = i(g) y 7Y(R) = T'yy)) se tiene que la
érbita que pasa por i(g) vuelve a cortar a I y entonces G C V. Ademds, como
i(m(g)) es un punto de I y de I'yy) C p se tiene que 7(G) C V.

Igualmente, como I'"(i(g)) es densa en p, G C 7(G) y se tiene G = 7(G).

3. Siexiste v € G tal que 7%(v) = v, esto querria decir que existe en y una érbita
periddica, a menos que £ = 0. Con lo cual £ debe ser 0 porque en p no hay
orbitas periédicas.

4. Supong~amos que existiera K, cerrado con 7(Kj) = Kj, consideremos el con-
junto Ko = i(Ko) y G = i(G) = I N p. Tomamos la unién de todas las érbitas

que pasen por puntos de Ky, €2 y mostremos que €2 es cerrado y tendremos
una contradiccion con la minimalidad de pu.

Si 2 no fuera cerrado, consideramos p € Q\2, como p € p, existe ¢, tal que
U(ty,p) € INu = G. Como G\ Ky es un abierto en Gy U(ty, p) € G\ Ky, existe
un entorno de ¥(tg, p) en G que llamaremos V con VN Ky = 0 tal que W_, (V)
no contiene puntos de €, pero esto es absurdo ya que p € W_,, (V) N (Q\Q).

Como () es cerrado y por lo tanto compacto, debe ser todo p y por lo tanto
K, debe ser GG.

5. Es inmediata ya que U es compacto y ademés |7’ (v)| # 0 para todo v € V por
la manera de haber definido 7, vedmoslo:
si |[v — vy es suficientemente pequeno

7(v) =m0 o W[t(i(vg)),i(v)]

m'(v1) = m2 0 d0 ™ (R[t(i(v0)), i(v1)]) © AW (t(i(v0)), i(v1)) (0, (v1))

puesto que dé 1 (U[t(i(vg)),i(v1)]) v d¥(t(i(vo)),i(v1)) son biyectivas, lineales
y (0,7'(v1)) es no nulo se tiene que 7'(v;) es no nulo ya que la componente
de (67" o U[t(i(vg)), i(v)])" es cero.

6. Sea H = {7*(a), k € Z}, veamos que H es denso en G. Es una consecuencia
inmediata de la densidad de I'(i(a)) en p y el teorema del flujo tubular.

7. Como 7 es de clase C? y U es compacto, entonces debe existir M > 0 tal que
|7"(w)| < M para todo w de U.

O

Antes de pasar a la demostracién del lema 2.4.4 (pagina 50) necesitamos dos
lemas que nos daran las claves de la demostracion de dicho lema.
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Lema 2.4.5. Existe un intervalo abierto (a,b) cona y b en G tal que 7%{(a,b)}C U
para todo k > 0.

Demostracion: definimos 0 = distancia(G, (—1,1)\U) y para los intervalos (a;, b;)
del lema 2.4.3 (pagina 49) introducimos el conjunto S = {i : b; —a; > d} e Y =
{a;,b; : i € S}. Hacemos notar que tanto S como Y son finitos.

Por ser Y finito y el conjunto H = {7*(a;) : kK € N} denso en G se tiene que H
serd infinito y a partir de un cierto entero positivo N 7%(a;) ¢ Y.

7 (a1) serd un punto de G y como veremos al final que K; = {a;,b;}ien es
invariante entonces 7TN(a1) serd un a; 6 b; de los que no se encuentran en Y. Sabemos
también que 7 estd definida en todo el intervalo (a;,b;) y como la derivada no sea
anula entonces si m es creciente 7((a;, b;) N G) = 7(0) = (7w(a;),7w(b;)) NG = 0,
lo cual implica que (7(a;), 7(b;)) C (aj,b;) y necesariamente se tendra m(a;) = aj,
7(b;) = bj. Para 7 decreciente en (a;, b;) se tendra m(a;) = b; y w(b;) = a;.

En general para un entero k arbitrario 7*(a;, b;) serd igual a un (a;,b;) con lo
cual o bien 7%(a;) = a; y 7*(b;) = b; o bien 7*(a;) = b; y 7*(b;) = a; y por lo tanto
el intervalo (a;, b;) satisface las condiciones requeridas.

Queda por ver que el conjunto K satisface 7(K;) = K7, para ello observemos
que K; C G y cada punto zy de G\ K satisface para cada ¢ > 0

GN(xg—¢e,20) 0 GN (xg,x0+e)#0D

Tomemos un intervalo arbitrario (a;, b;) y descompongamoslo en la unién (a;, ¢;)U
(¢j,d;) U (dj,bj) estando 7 definida en el primer y tercer intervalo de la unién.
GN(aj,¢;) =0y GN(d;,b;) =0y por lo tanto GN(w(d;), m(b;)) y GN (7 (a;), m(c;))
son vacios y por lo tanto m(a;) y 7(b;) estardn en K, con lo cual 7(K;) C K;.

Haciendo un razonamiento similar para 7~! se tiene el contenido contrario y por
lo tanto 7(K;) = K;.

0

Vamos a demostrar un ultimo lema antes de dar paso a la demostracion del lema
2.4.4 (pégina 50), que le dard validez al teorema de Schwartz.

Lema 2.4.6 (desigualdad fundamental). Sea N un entero y [p,q] C (-1, 1) tal
que 7 ([p, q]) C U para todo 0 < k < N. Entonces:

< exp (% > () - 7Tj(q)l> (2.1)

‘ D?Tk'H(u)
j=0

Drk+1(v)

para todo 0 < k < N yu, ven|p,q|. Siendolos nimeros M y N los que introdujimos
en el lema 2.4.5.
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Demostracion: la prueba de este lema es basicamente técnica pero la explicaremos
por tener completa la demostracion del teorema de Schwartz.

(D (w)| | (7 (u)a! (2 (w))..w () (w)]|
| Drh L (v)] |’ (wk (v)) ! (wk =1 (0))...7" (w (0)) 7 ()]

, vy tomando logaritmo se tiene:

D7+ (u)
Drh+1(v)

log ‘

k
< 3" Jlog|w'?(u)| ~ log |x'r(v)]
j=0

y esta ltima desigualdad se debe al teorema de Lagrange, donde w; € (77 (u), 7 (v))
si 7 es creciente 6 w; € (77 (v), 7 (u)) si 7w es decreciente en el intervalo (u,v).

Utilizando las desigualdades del lema 2.4.3 y la monotonia de 7 en el intervalo
(u,v), se tiene que:

D7Tk+1 u k ' w; ) )
D) < e (Z ] i)~ wﬂ<v>|)

2 [ wy)
< exp (Z () w”(@l) = exp (%Z 7 () - Wj(v)l> (22)
0

Estamos ya en condiciones de abordar la demostracion del lema 2.4.4.

Prueba del lema 4: 1. Tomaremos como punto a, el punto escogido en el lema
2.4.5 y demostraremos que satisface las condiciones exigidas por el lema 2.4.4.
Para demostrar este apartado probaremos que la serie Y 7>, |D7*(a)| converge.
Sean a* = 7*(a) y bF = 7%(b), vista la definicién de a y b en el lema 2.4.5 se
tiene que af, b* estdn en K, y por tanto los intervalos [a*, b¥] son disjuntos.
Se tiene pues que:

o0

2 2 ) B —dl =) [7"0) — 7" @) = YD (w)llb — a] (2.3)

k=0

1
|b—al

para cierto wy € (a,b). Asi que Y ;7. |Dr*(wy)| < y por lo tanto

|D7* (wy)| — 0 cuando k — +oo.
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. Vamos a determinar ahora un entorno de a en el que limy_,o, D7* (x)

Utilizamos ahora la desigualdad fundamental en el intervalo (a, b),

D7*(a M
%<exp( Z|7r] —7r]a|>§exp(f>

De donde, tenemos |D7*(a)| < exp (&) |Dr*(wy)| y como Dr(wy) converge
hacia cero, entonces D7¥(a) también lo haré.

=0
uniformemente. Es decir, vamos a encontrar d > 0 tal que el entorno V, =
{z : |z — a|] < d} satisfaga las condiciones:

(a) |7*(x) — 7*(a)| < § = distancia(G, [-1,1]\U)

(b) |D7*(z)| < a| Dr*(a)]
para cada x € V, y k > 0 entero, a siendo un real mayor que cero. Haremos
la demostracién por induccién.

Para k = 0 existen d = dy y « tales que (a) y (b) se satisfacen trivialmen-
te. Definimos d = min{dy, a‘i,m} donde 7 = Y22, |Dn*(a)|. Las
condiciones (a) y (b) se satisfacen para k = 0 para esta eleccién de d.

Supongamos que para k = 1,2, ... N se satisfacen las condiciones, veamos que
se satisfacen para k = N + 1. Aplicaremos la desigualdad fundamental para

p=u=ux,qg=v=asiz<a Elintervalo [p,q| estd en las condiciones del
lema 2.4.6 y por la desigualdad 2.1 tenemos:

7" (z) — 7*(a)|| D" (a)]

NE

M
| Dr ()| < exp (f)
k=0

<ew () S [Det )] d|De o)

k=0

( >Zad|D7r (a)|| DTN (a)]

M
< exp (f) dat|DrVt(a)|
< a|Dr" i (a)]

siendo uy un nimero del intervalo [z, a]. Esto demuestra (b) para k = N + 1.

Probemos (a): |[7¥*(z) — 7¥*(a)| = |2 — a||D7N+(0)| con O € [x,a]. Asi
que |[7¥*(z) — 7V (a)| < da|DrVT(a)| < daT < 4.

El mismo razonamiento se puede utilizar para = > a.



2.5 TEOREMA DE POINCARE EN SUPERFICIES. 55

2.5 Teorema de Poincaré en superficies.

Vamos a extraer del teorema de Schwartz la informacién posible en términos
de w-limites de flujos definidos sobre una superficie compacta y conexa. Antes de
ello necesitamos un lema previo que nos dara la existencia de conjuntos minimales
dentro de cualquier w-limite, en una superficie compacta y conexa. Sin embargo
esto no es cierto en general y recientemente ha aparecido [BM97] donde se pone
de manifiesto que sobre cada superficie no compacta se pueden definir flujos sin
conjuntos minimales.

Estos resultados pueden seguirse en [Sot79] y [Har82], pero alli los autores se
limita sélo a enunciarlos sin entrar en detalles de demostracion.

Lema 2.5.1 (existencia de conjuntos minimales). Sea ¥ un flujo definido
sobre una superficie M? compacta de clase C* para k> 0. Supongamos que M,
es un conjunto no vacio, invariante, conexo y compacto. Entonces M, contiene al
menos un conjunto minimal .

Demostracion: para la demostracion de este resultado técnico usaremos el lema de
Zorn. Consideraremos el conjunto

H ={T C M, : T es invariante, conexo, compacto y no vacio }

Dentro de este conjunto vamos a considerar el orden C; < C; siy solo si Cy, C Cj.
Veamos que H con este orden es inductivo.

El conjunto H es no vacio, ya que M; es un elemento de él. Por otra parte
mostremos que toda cadena en H tiene un elemento maximal. Sea C;< (< ...
< (C;< ... una cadena, veamos que posee una cota superior. Definamos C= N;enC;.

El conjunto C es no vacio por ser intersecciéon de una sucesion de compactos
contenidos cada uno en el anterior, compacto por ser interseccion de compactos,
conexo por ser interseccion de conexos con un punto en comtn e invariante por ser
interseccion de invariantes.

Puesto que hemos probado que toda cadena posee un mayorante debe existir
en H un elemento maximal, que por definicién del conjunto H y del orden serd un
conjunto minimal en el sentido que le hemos dado en este capitulo al término. [

Corolario 2.5.1. Todo conjunto w-limite posee en su interior un conjunto minimal.

Demostracion: por las propiedades de los w-limites de flujos en general vistas en el
primer capitulo: w(7y) es conexo, compacto, invariante por ¥ y no vacio. Aplicando
ahora el lema precedente tenemos el resultado enunciado. O

Teorema 2.5.1 (Poincaré-Bendixson en superficies orientables). Sea S un
sistema dindmico de clase C? definido sobre una superficie M? de clase C? compacta,
coneza y orientable. Sea vy una orbita de S. Si w(y) no contiene puntos singulares,
entonces w(7y) es una orbita cerrada 6 w(y) =M? y M?*= T2,
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Demostracidn: el corolario anterior nos dice que w(y) posee dentro de él un conjunto
minimal p. Como el flujo es de clase C? se tiene, por el teorema de Schwartz que
el conjunto minimal es trivial, es decir un punto critico, una 6rbita periddica o TZ.
Como en la hipdtesis hemos admitido que w(y) no posefa puntos criticos, tenemos
una de las dos alternativas:

1. ;= T?. En este caso se tiene que la superficie es por tanto el toro y w(y)= T=.
2. p = orbita periddica. Por lo tanto tenemos que w(y) contiene una 6rbita pe-
riddica p de periodo P que pasa por un punto x. Nuestro trabajo se concentra
ahora en demostrar que, como en el caso de los sistemas dindmicos planos,
el w-limite se reduce a dicha érbita. Para ello vamos a definir una aplicacion
entre un abierto que contiene a la érbita y una corona circular (o el cilindro).

Fijemos el flujo ¥ : R x M? —M? y el campo vectorial que lo define V.
Consideremos también el campo vectorial normal a \7, que denotaremos por W,
Por dltimo denotaremos por ¥ : Rx M2 —M?2 el flujo asociado a W. Tomemos
e > 0 satisfaciendo X((—¢,+¢),2) N X((—¢,4¢),y) = 0 para cualesquiera
x, y de p (esto es posible por la compacidad de p). Denotaremos por U,
a X((—e,+¢), ). Por ser todos los puntos de p regulares, el teorema del
flujo tubular nos dice que U, es abierto para ¢ suficientemente pequefio y que
U,= V([—¢,+¢], ). Observemos también que el conjunto ¥, ([0, P)) es p con
VU, (0)= W, (P), siendo W, py un difeomorfismo de la misma clase que V.

Definimos f : U,— [—¢,4¢] x S' por f(E(t,y)) = (¢, exp(EZ T 0,0 (v)))-
Obviamente f asi definida es un difeomorfismo.

Usando el difeomorfismo f, pasamos el sistema dinamico en U, al subconjunto
[—&,+¢] x S! que es difeomorfo a un conjunto del plano y la érbita f(v) se
encontrara en una de las dos situaciones representadas en el dibujo de la figura
2.2. Esto nos indica que la ¢rbita v queda dentro de abierto U, y eligiendo &
arbitrariamente pequeno se comprende que w(7y) = p.

O

Lema 2.5.2. Sea v : I :— T? una curva de Jordan simple, no homotdpicamente
nula. Si ademds, v es diferenciable, se tiene que T*\y(I) es difeomorfo al plano
menos un punto.

Demostracion: la prueba de este resultado se basa en la proposicién 5.3.1.3 que
veremos posteriormente y que se trata de instrumento meramente geométrico. El
lector puede admitir el resultado y continuar la lectura del capitulo. Si no, es
aconsejable leer la seccién 5.3.1 que explica con detalle que T?\v es difeomorfo a
una corona y por lo tanto al plano menos un punto. O

Corolario 2.5.2. Sea S un flujo de clase C? sobre T?. Si S no tiene singularidades,
se tiene una de las dos alternativas:
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Figura 2.2: Situaciones posibles del w-limite vistas en R? por el difeomorfismo f.

1. El w-limite de toda orbita de S es una orbita periddica.

2. El w-limite de toda érbita de S es T2.

Demostracion: una vez visto el teorema anterior esta claro que si tomamos una
6rbita v del sistema dindmico, su w-limite serd o una drbita periédica o todo TZ.
Vamos a ver que si en el toro dicho sistema dindmico posee una oOrbita periddica,
entonces todos los conjuntos w-limite son érbitas periddicas.

Asi que nos situamos en el caso en el que tenemos una orbita periddica en el
toro p. Multiplicamos el campo que genera el sistema dinamico en el toro por una
funcién escalar positiva que se anula en el érbita periddica que estamos suponiendo
existente.

Utilizando el difeomorfismo del lema anterior podemos trasladar el sistema di-
namico que tenemos en el toro menos la curva de Jordan al cilindro. Una vez en el
cilindro cualquier w-limite va a ser una orbita periédica ya que no hay puntos fijos
y utilizando el difeomorfismo inverso se tiene que el w de cualquier érbirta del toro
es una Orbita periddica. O

Seria conveniente establecer el mismo resultado sobre w-limites para superficies
no orientables y efectivamente lo vamos a poder hacer gracias a los recubridores que
hemos estudiado en la seccion 2.3. Pasaremos el flujo de la superficie no orientable
a la orientable y alli discutiremos el problema.

Teorema 2.5.2 (Poincaré-Bendixson en superficies no orientables). Sea S
un sistema dindmico de clase C? definido sobre una superficie M? de clase C?
compacta, conexa y no orientable. Sea 7y una drbita de S. Si w(y) no contiene
puntos singulares, entonces w(7y) es una drbita cerrada.
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Demostracion: levantaremos el flujo tal y como se ha explicado en la seccién 2.3
y obtenemos un sistema dindmico de clase C? sobre el recubridor. La drbita v se
levanta a una érbita 4 y se cumple que p(w(¥))= w(7y) donde p denota la aplicacién
recubridora. Como w(¥) no posee puntos criticos por no tenerlos w(7y) se tiene que
si M? es distinta de la botella de Klein entonces w(¥) es una drbita peritdica y
también lo serd por tanto w(7).

Si M? fuera la botella de Klein y el flujo lo habriamos levantado al toro, cabiendo

en este caso ademas que w(y) = T?, caso que se descarta por el teorema de Knesser.
O

Hemos desarrollado una gran artilleria para demostrar estos resultados y el es-
fuerzo puede no verse del todo compensado por la hipdtesis de limitarnos al estudio
de flujos de clase C?. Realmente la hipétesis de clase C? no se puede debilitar, pues
existen w-limites de flujos continuos de tal manera que no poseen en su interior ni
puntos criticos, ni érbitas periddicas.

Por otra parte, queremos hacer notar que a pesar de que la hipdtesis no se
pueda debilitar en general, existen dos superficies en las que si lo podemos hacer.
Una es la esfera y no es necesario justificar esta afirmacién a la luz del primer
capitulo de esta tesina. La otra no podia ser otra que el plano proyectivo por ser
la esfera su recubridor orientable. Puesto que el teorema de Poincaré-Bendixson ha
sido totalmente generalizado en la esfera, cabe esperar que podamos utilizar toda la
artilleria que hay en la literatura sobre flujos en la esfera [BJ96, Poi85, Ben01, Vin52,
Sol45] junto con las propiedades de los recubridores para establecer un resultado del
estilo del primer capitulo para el plano proyectivo. Por ello queremos dedicar un
estudio aparte a esta superficie no orientable, lo realizaremos en la seccién 5.6.

Todavia no se ha terminado la prueba del teorema de Schwartz, puesto que no
hemos dado la demostracion del resultado de Knesser. Por ser demasiado extenso
dejamos la prueba de este teorema para un capitulo independiente.



Apéndice: clasificacion de superficies
compactas y conexas.

Se trata de exponer en este apartado someramente la clasificacion diferencial de
las superficies debido a que nos ocuparan en gran parte de la tesina y es por tanto
importante estar familiarizado con ellas. Daremos en este apéndice las definiciones
de suma conexa, construiremos mediante esta operacién otras superficies a partir
de unas dadas de partida y veremos que cualquier superficie compacta y conexa se
puede obtener haciendo sumas conexas de esferas, bandas de Mobius y cilindros.

No daremos las demostraciones de los hechos que aqui exponemos por su alta
dificultad y por no tratarse del tema central de esta tesina. La informacién que aqui
se expone procede en su gran mayoria del capitulo 9 de [Hir88], aunque también
se han utilizado para esta recopilacién [Kin93, Wal68, Moi77, GP74]; sin embargo
el enfoque que mas se corresponde con la estructura diferencial se encuentra en

[Hirs8, GP74, Wal68).

La clasificacion de las superficies se conocia ya parcialmente a finales del siglo
pasado. La principal idea para clasificarlas se debe a Riemann y consiste en cortar
la superficie a lo largo de curvas cerradas hasta tal punto que un corte ulterior
provoque la disconexion del espacio resultante. Sin mas preambulos vamos a pasar
ya a explicar el concepto de suma conexa.

Construccion de superficies: suma conexa.

Vamos a dar en esta seccién un método para construir superficies a partir de dos
superficies dadas de partida, método que utilizaremos para construir los modelos
que clasificaran las superficies compactas y conexas existentes. A partir de ahora
denotaremos, como es habitual S = {—1,1}.

Suponemos de partida que tenemos definidas dos superficies compactas y cone-
xas de clase C7, M? y N2, de las cuales queremos construir una nueva superficie
M2H#N? que llamaremos suma conexa de M? y N2

Veamos primero su definicién topoldgica: sea f : S® — M? U N? una inmersién
con f(1 x D*) € M? y f(—1 x D?) C N% Definimos M?*#N? como el espacio
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topolégico M? Uy N que resulta de tomar la unién de M? y N? identificando los
puntos f(_lat) y f(]-at)

Se prueba en [Hir88], capitulo 9 que este espacio topoldgico es en realidad una
superficie diferenciable de clase C".

Modelos orientables. Las esferas de p asas.

En este apartado vamos a construir las llamadas esferas de n asas que seguro que
el lector conoce al menos intuitivamente. La formalizacién de este concepto pasa, al
igual que antes, por definir un espacio cociente.

Empecemos con una superficie M? y describamos el proceso de pegar asas. Para
ello consideramos una inmersion

f:8°%x D? - M?

La imagen de f es un par de discos disjuntos sobre las superficie M?, quitemos
de M? estos discos y peguemos el cilindro D! x S! mediante la aplicacion f|goy g1
obteniéndose la superficie M2 = M?\Int(S? x D?) Wy D' x S*. En este caso se hace
como antes la unién de las variedades M*\Int(S° x D?) y D' x S' y se identifican
los puntos f(1,t)de la superficie M? con los del cilindro (1,¢) y f(—1,t) con (—1,1),
donde |t| = 1.

La superficie M? se dice que se ha obtenido de M? pegéndole un asa o “handle”
en la literatura inglesa. Ahora para construir la esfera de n asas se parte de la esfera
y se repite el proceso anterior n veces.

Modelos no orientables.

Construimos ahora las superficies no orientables que nos ayudaran a establecer
un teorema de clasificacion global sobre superficies compactas y conexas. La filosofia
es la misma que en el apartado anterior, las técnicas se reducen intuitivamente a
cortar y pegar de manera diferenciable. Antes la superficie clave era el cilindro,
ahora juegan un papel fundamental la banda de Mdbius B y el plano proyectivo P2.

Una superficie no orientable de género p seré la superficie que se obtiene de hacer
p sumas conexas de copias distintas del plano proyectivo P2, de manera que resultara
una superficie no orientable.

A pesar de esta definicién tan directa, en la literatura juega un papel importante
la banda de Md&bius (que al igual que el cilindro no serfan superficies propiamente
en el sentido de esta tesina por tener borde).
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Una banda de Mobius es una superficie que se obtiene del espacio St x [—1, 1]
identificando (z,y) con (—z,—y). Otra forma mas sencilla de visualizarla es en
el cuadrado unitario identificando lados como se pone de manifiesto en la figura
siguiente.

borde de la banda

7

C_C U |

Figura 2.3: Dos formas de ver la banda de Mébius (B).

Pues bien, para cualquier superficie M? conexa y compacta se verifica que la
suma conexa M?#P? es difeomorfa a (M?\Int D) Uy B, donde D es un disco y f es
un difeomorfismo entre la frontera de B 'y de M?\IntD. La imagen de B en M? la
seguiremos llamando banda de Md&bius y en la bibliografia inglesa recibe el nombre
de “crosscap” donde se denomina también a la superficie de género p no orientable
como esfera con p bandas de Mobius.

Algunas propiedades y el teorema de clasificacion.
Enunciamos aqui algunas propiedades que serdn ttiles cuando hagamos opera-
ciones geométricas de cortar y pegar superficies en los capitulos siguientes.

Proposicion. o Si M? y N? son dos superficies orientables de géneros p y
q respectivamente, entonces M?*#N? es una superficie orientable que tiene
género p +q.

o Si M? y N% son dos superficies no orientables de géneros p y q respectiva-
mente, entonces M2*#N? es una superficie no orientable de género p + q.

e Si M? es orientable de género p entonces x(M?) =2 — 2p.
e En cambio, si M?* es no orientable de género p entonces x(M?*) =2 — p.

Teorema. Si M? es una superficie compacta, coneza y no orientable de género p,
la superficie que se obtiene pegando un asa a M? sequird siendo no orientable y
tendra género p + 2.
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Teorema. Si M? es una superficie compacta, conexa y orientable de género p, la
superficie que se obtiene pegando una banda de Mobius a M? es no orientable de
género 2p + 1.

Teorema (clasificacién de superficies orientables). Sea M? una superficie o-
rientable, compacta y conexa. Entonces existe un tnico entero p > 0 tal que M? es
difeomorfa a la espera de p asas con x(M?) =2 — 2p.

En este caso se pueden encontrar p curvas de Jordan en M? disjuntas cuyo
complementario es conexo y no podemos encontrar p + 1 curvas de manera que el
complementario no quede disconezo.

Teorema (clasificacién de superficies no orientables). Sea N una superficie
compacta, conexa y no orientable. Entonces existe un unico entero p > 0 tal que
M? contiene p bandas de Mobius disjuntas y nunca p+1. A este nimero se le llama
numero de Mobius.

En este caso N2 es difeomorfa a una esfera a la que se le han sumado conexa-
mente p bandas de Mébius.

Para acabar, hacemos unas tablas, en la primera de ellas mostramos las su-
perficies de género 0, 1 y 2, donde destacamos también su caracteristica de Euler-
Poincaré.

| Género | o0 | 1 | 2 |
Orientables S? T T?4£T?
xX=2 | x=0 x=0
No orientables | no existe P? botella de Klein
x=1 x=0

En esta segunda tabla mostramos las superficies no orientables de género menor
que cuatro y su recubridor, para ello hay que tener en cuenta que la caracteristica
de Euler-Poincaré es el doble que la de la superficie recubierta segin se vio en el
teorema 2.3.3.

Superficie no orientable N2 | Superficie orientable M?
X(N?) ‘ Género de N? x(M?) ‘ Género de M?

1 1 2 0

0 2 0 1

-1 3 -2 2

5 1 1 3

3 5 6 1
2—n n 2—-2(n—-1) n—1




Capitulo 3

El teorema de Knesser-Markley.

3.1 Introduccion.

El objetivo de este capitulo es hacer un estudio de los flujos sobre la botella de
Klein y en particular demostrar el ya citado teorema de Knesser. Para hacer este
estudio pasaremos los flujos en la botella de Klein al toro, estudiaremos los flujos
del toro y con ello obtendremos las propiedades de los primeros.

En primer lugar vamos a introducir dos relaciones de equivalencia en el plano
de los nimero complejos C?, tales que, al hacer el conjunto cociente obtenemos T?
y B? (botella de Klein). Estudiaremos los flujos en T? y por tltimo probaremos
que un flujo continuo sobre B? sin puntos singulares tiene forzosamente una 6rbita
periodica.

Este capitulo esta basado en el articulo de Markley [Mar69b] donde se prueba el
teorema de Weyl que posteriormente enunciaremos. Dicho teorema fue enunciado
en la conferencia de topologia de Mosct en el ano 1935 y permanecié sin demostrar
hasta el citado articulo de 1969.

Damos ya paso a la introduccion del toro y la botella de Klein como cocientes
del plano complejo.
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3.2 El toro y la Botella de Klein como cocientes de
C.

Definicién 3.2.1. Para cada par de enteros n y m, definimos el homeomorfismo
T,,m de C sobre C de la manera siguiente:

Twm :C—C

’

con
Tom(2) =24+n+mi

Denotaremos por 7y al conjunto {7,,,, : n,m enteros}. 7y es un grupo de homeo-
morfismos para la composicién de aplicaciones.

Construiremos el conjunto 7 como el grupo de homeomorfismos generado por
To1 y K, estando K definida como K(z) =z + 1.

Definicién 3.2.2 (recta racional). Diremos que una recta [ en el plano complejo
es racional si existe un homeomorfismo de 75 que deja invariante a [. O lo que es lo
mismo, si [ tiene pendiente racional.

Notacién 3.2.1. Denotaremos por C/1y al espacio topoldgico cociente de C que se
obtiene identificando z con T(z) para todo z de C y para todo T de 1.

Denotaremos por C/7 al espacio que se obtiene como el anterior pero tomando
las aplicaciones de T.

Proposicién 3.2.1. El toro es homeomorfo a C/1y y la botella de Klein es homeo-
morfa a C/T. Ademds las aplicacionesp : C — C/1y yp' : C — C/71 son aplicaciones
recubridoras y como Ty C T, existe una aplicacion recubridora py : C/1g — C/1 que
completa el siguiente diagrama:

C —5 C/np =T

/| [

C/r C/r

Por dltimo, (T?,py) es el recubridor universal de la botella de Klein.

Demostracion: estos dos hechos se pueden encontrar en cualquier libro de topologia
o geometria como [Car76]. Para lo referente al toro, ver la pagina 430 y para la
construccion de la botella de Klein y la aplicacién p, ver la pagina 434. 0
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Figura 3.1: El toro y la botella de Klein vistos como los conjuntos cocientes dados en la proposicién
321

Definicién 3.2.3 (seccién transversal). Sea ¥ : R x X — X un flujo continuo
sobre una superficie y sea x € X. Una seccién transversal de ¥ en X es un subcon-
junto S de X que contiene a x y que es homeomorfo a un intervalo cerrado, ademés
existe € > 0 tal que la aplicacion (s,t) — U(s,t) es un homeomorfismo de S x [—¢, €]
sobre la clausura de un entorno de x. Llamaremos ¢ longitud de la seccién local.

Observacién 3.2.1. Usando el teorema del flujo tubular, en una superficie cerrada,
esta definicion de seccion transversal engloba a la que dimos en la demostracion del
teorema de Schwartz.

Por cada punto del interior de X que no sea fijo existe una seccion transversal.

Notacién 3.2.2. Si tenemos definido un flujo VU sobre un conjunto X, a veces
denotaremos para un x de U y unt de R por zt a VU(t, z) para simplificar la escritura.

Definicién 3.2.4 (segmentos). Sea S una curva inyectiva y a, b de S. Denotare-
mos el segmento abierto de S entre a y b como (a,b)s. Denotaremos también para
7> 0 (a,a7)= {¥(a,t) : t € (0,7)} y [a,a7]= {¥(a,t) : t € [0,7]} donde ¥ es un
flujo continuo. ls(z,2') serd la recta determinada por z y 2’ en C.

Enunciaremos a continuacion el teorema de Weil que necesitamos para la demos-
tracion del resultado de Knesser, no lo demostraremos por no guardar su demos-
tracién ninguna informacion relevante para el tema de esta tesina, una prueba se
encuentra en estos términos en el articulo [Mar69b]. Posteriormente a este teorema
enunciamos un lema que se usa para demostrar este teorema y que necesitaremos
igualmente para concluir el teorema de Knesser.

Teorema 3.2.1 (de Weil). sea o : [0,00) =T?una curva sobre el toro que no tiene
autointersecciones. Sea & : [0,00) —C un levantamiento de o a C. Si |a(t)] — oo
alt
a(t)

—

cuando t — 0o, entonces limy_, | existe.
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Lema 3.2.1. Sea a : [0,00) = T? una curva simple y sea & : [0,00) —=C un
levantamiento de «. Sea L una recta racional. Si |a(t)] — oo cuando t — oo,
entonces &(t) no interseca todas las racionales paralelas a L.

Lema 3.2.2. Sean «, 3 : [0, +0c) — 7 dos curvas simples que no intersecan. Sean &
y B dos levantamientos de o y 5 a C. Si |&| — +o0 y |f| — +oo cuando t — +o0,
se tiene entonces que:

it 3(t
lim 00 4 gy SO
t=r+oo |G(t))| t=tes |B(1)]
Demostracion: supongamos que limy; o %: a'y que limg |§E—g|: £ con 0 <

a< < 2wy B # +a. Podremos encontrar pues € tal que 0 < a—e < a < a+e<
f—e<fB<fPHe<22mcona—c#[F+eya+e#[—e.

Como \38\ — « tenemos que para t > t; adecuado &(t) se encuentra en la
regién R, determinada por el arco de circunferencia A,= (Ke'@9) Ke@t9)) y las
semirrectas [y y (2 de pendiente a—e y a+¢ (estas semirrectas vendran determinadas
por valores del moédulo de sus puntos mayores o iguales a K, con K suficientemente

grande).

Podemos elegir el ¢, de manera que tengamos lo mismo para la curva B en una re-
gion Ry definida exactamente igual cambiando o por 5. Por ultimo le impondremos
a tg la condicién siguiente:

sit>t, |a(t)>Ky|3(t)>K

Todo este razonamiento estd representado geométricamente en la figura 3.2.

Intuitivamente esta claro que podemos elegir una transformacion 75, ,, de ma-
nera que lleve el arco de circunferencia A, al interior de la componente conexa de
Rs\B([to, +00)) que contiene a [3.

Como lim; %: a se tiene que T o & debe cortar a 5 lo cual es una con-
tradiccion. O

3.3 Flujos en el toro.

Hacemos ahora un estudio de curvas sobre el toro, porque los flujos sobre la
botella de Klein los levantaremos al toro para usar la artilleria alli desarrollada.

Definicién 3.3.1 (levantamiento universal). Sea « : [0,1] —T?una curva cerra-
da no homotépicamente nula y sea & : [0,1] —C un levantamiento de «. Por ser «
cerrada, se tiene que &(1) = 7'(@(0)) para un T en 7p. Definiremos el levantamiento
universal de « como la curva @, : R —C con a,(t) = T"(a(t')) donde n = [t] y
t'=t—n.
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Figura 3.2: Interpretacién geométrica de la demostracién del lema 3.2.2.

Observacién 3.3.1. Si T' € 1y, entonces T o &, es otro levantamiento universal
de .

Definicién 3.3.2 (curva cerrada y curva simple). Una curva a : [0,1] — X es
cerrada si a(0) = «a(1).

Una curva cerrada « : [0,1] — X se dird que es simple si a(0) = «(1) y para
cualesquiera t,t" distintos de [0, 1] se tiene que «(t) # «(t') a menos que t = 0y
t'=1.

Proposicién 3.3.1 (propiedades bdsicas). Sea « : [0, 1] - T*una curva cerrada
no homotopicamente nula y sea &, un levantamiento universal de «, entonces se
tiene:

(a) La imagen de &, se encuentra entre dos rectas paralelas racionales.

(b) Si a,(R) se encuentra en la region definida por las rectas racionales Ly y Lo,
&, (R) N L # (O siempre que L no sea paralela a Ly.

(¢c) La curva « es simple si y sdlo si &, es simple y para cualquier T en 19, el
conjunto T o &, (R) N @, (R) es 0 &, (R) o el conjunto vacio.

Demostracion: (a) Para ver esto construimos explicitamente ¢&,. Primero levan-
tamos la curva o y nos daré una curva & : [0, 1]— C* con @(0) = a(1).
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La recta que pasa por &(0) y (1) es racional de pendiente ™ si se tiene que

Tom(@(0)) = @(1). Es obvio que podemos encontrar rectas Ly y Lo paralelas
a L que no corten a &. En consecuencia &, no puede cortar a Ly ni a Ly y si
«,, cortara a L; o a Ly & también lo haria.

(b) Sea p = Is(@(0), (1)) N L. El punto p puede ser un 7}, (&(0)), en cuyo caso
ya habriamos terminado o puede encontrarse en el segmento determinado por
T3 (@(0) y Tyt (6(0)).

La recta L divide al plano en dos componentes conexas, una de ellas contendra
aTy, (a(0)ylaotraaT Ty (&(0)). Debido ala conexién de la curva é, deberd
cortar a L en algin punto.

(c) Si « es simple es claro que &, es simple. Supongamos que « fuera simple y
que se tuviera T o &, (R) N &, (R) # (. En ese caso existirian ¢ y ¢’ tales que
Gy (t) + n 4+ mi = &,(t') y por lo tanto para algunos ¢y, t!:

a(ty) +n+mi = a(t))

De lo que se deduce que n +mi =0y t; =t} y en consecuencia 1" o &, = Q.

Veamos el reciproco, es decir, demostremos que « es simple. Si suponemos
que no a(0) = a(l) y a(t) = a(t') cont At y t,t' ¢ {0,1}.

Ahora, por una parte se tiene que &(1) = @(0) + n + mi y por otra a(t) =
a(t') + ki + koi con (n,m) y (ki, k) pares de enteros distintos de (0,0). Se
tendria que Ty, g, 0 Gy NGy # Oy Ty gy © Gy # G lo cual es una contradiceion.

O

Definicién 3.3.3 (curva de control). Sea S una seccién local de ¥ en w €T?y su-
pongamos que para un t, se tiene que ¥(ty, w) # w con [w, ¥(ty, w)] N (w, ¥(ty, w))s
= (), entonces, v = [w, wty] U (w, wty)s es una curva simple. Cuando 7 no es ho-
motopicamente nula, llamaremos al levantamiento universal 7, de v una curva de
control.

Observacién 3.3.2. 1. Sea 7, una curva de control, entonces 7, divide a C en
dos componentes conezas.

2. Sizy €7, es tal que p(zy) € (w,wty)s, entonces tomando € > 0 suficientemen-
te pequeno zy(—e) cae dentro de una componente de C\¥, que denotaremos por
'™ y 20e cae dentro de la otra, denotada por I'.

Ademds T y T~ no dependen del punto elegido 2o € ¥, N p*(S).

Definicién 3.3.4. Dado z € C denotaremos por O(z) al conjunto {z¢ : ¢t € R}, por
Ot (z) a{zt:t€[0,400)}. Por ultimo O~ (z) serd {zt : t € (—o0,0]}.
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Lema 3.3.1. Sea 7 una curva de_control, entonces Tf y MU, son positivamente
invariantes por el flujo (es decir ¥(RT,I't) C 't y U(RT, ' U7,) C T UF,).

_ Por otro lado, T y I'" U7, son negativamente invariantes por el flujo (es decir
YR, )T y (R ,TTUF,) CT Uq,).

Demostracion: Sea z € T't y supongamos que O1(z) ¢ I'", sea 7 el real positivo
mds pequeno tal que 27 € ¥,. Asi que pasando ahora a T? p(27) € [w, wT]s lo que
implica que z(1 —¢) € I'” para cualquier ¢ positivo suficientemente pequeno, lo que
es una contradiccion.

Ahora es claro que [t =I'T U 7, es también positivamente invariante. O

Definicién 3.3.5 (recurrencia). Una drbita del flujo diremos que es positivamente
recurrente si dicha érbita estd contenida en su w-limite.

Una orbita del flujo diremos que es negativamente recurrente si ella estd conte-
nida en su a-limite.

Observacién 3.3.3. Cualquier orbita periddica es tanto positiva como negativa-
mente recurrente.

Teorema 3.3.1. Sea zy €C. Si O(p(zy)) es positivamente recurrente (respectiva-
mente negativamente recurrente) y es no periodica, entonces O"(zg) (respectivamen-
te O~ (zp)) no se encuentra entre dos rectas paralelas racionales.

Demostracion: Supongamos que O(p(2p)) es positivamente recurrente y no periédica
y supongamos que OT(zy) se encuentre entre dos rectas paralelas racionales L' y L".

Llamemos {Ly, Lo, ... L,} las rectas paralelas a L' que se encuentran entre L'y
L" y para las que existe algin T de 7y tal que T'(L;) = L'. Podemos elegir L' y L"
de manera que p(zg) € L.

Debido a que O(p(zp)) es positivamente recurrente, existe al menos un i tal
que dado cualquier ¢ podemos encontrar 2’ € L; satisfaciendo zy ~ 2’ y O (z) N
S(2',e) £ 0, donde S(2',e) = {z: |z — 2| < e}. Consideremos dos casos:

Caso 1. (existe un i satisfaciendo la propiedad anterior, con zy & L;)
Supongamos que zy € L y que ¢ = 2, sea 1" una transformacion de
Lq en Ly. Por induccién vamos a probar que dado cualquier entero
positivo m y cualquier € > 0, existe 2’ ~ 2z, tal que 2’ € T™(L;) y
OT(20) N S(2, ) # 0.
Para k£ = 1 esta claro ya que lo estamos suponiendo como hipétesis.

Supongamoslo cierto para todo k& < m. Asi que por una parte
tenemos z; € Ly y 7 > 0 tal que z; ~ 29y |27 — 21| < . Por
la continuidad del flujo podemos elegir 6 > 0 tal que S(zy,d)7 C
S(z1,e). Usando que T es una isometria, vamos a mostrar que
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Caso 2.

S(Z',0)T CS(T(7'),e) para todo z' ~ zy. Esto es cierto debido a
que: si 2z’ = T'(zp) entonces S(2',0)7= S(T'(29), )T = T(S(20,0))7=
T(S(20,0)7) CT(S(21,€))=S(T(21),¢e) = S(2',¢).

Por la hipdtesis de induccién existe zo ~ 25 y 77 > 0 tal que 2z, €
T™(Ly) y 207" — 22| < 0. Asique 2o(7"+7) € S(T(22),¢) y T(22) €
T™+1(1}). Debido a que lim,, o d(T™(L;), L1) = +oc, entonces
O%(zp) no puede estar entre L' y L".

(la figura 3.3 muestra la situacién geométrica de este apartado de
la prueba en C) Si el caso 1 no se satisface tenemos 2y € L y si
2 ~ zy satisface que para €; > 0 arbitrario O (z) N S(2',e1) # 0
entonces 2z’ € L.

Como O(zp) no es recurrente porque un flujo en el plano no puede
tener Orbitas recurrentes que no sean Orbitas periddicas o puntos
criticos (teorema de Poincaré-Bendixson), existe una seccién S de
W en 2 tal que O(20) NS = 20y S C S(20,¢1). Ademds eligiendo S
suficientemente pequena y utilizando que p es un homeomorfismo
local entonces S = p(S) es una seccién local de ¥ en w = p(z).
Como w es positivamente recurrente y no periédico, podemos en-
contrar t,,t; > 0 satisfaciendo:

(i1) [w, wt;] N (w,wty)s =0
(ill) wty € (w,wty)s

Ll Zotg
¥ e
T3(S) l
o
~ \ Zotl
7(3)
'(z0)
S =

Figura 3.3: Situacién geométrica de la prueba del teorema 3.3.1, caso 2.
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Sea 7 = [w,wt;] U (w,wty)s que es simple por (ii). Si 7 es ho-
motépicamente nula, entonces zpt; € S que contradice la eleccién
de S. Asi que 7, es una curva de control a través de z; que se
encuentra entre dos rectas paralelas a L;.

Es claro que zpty € Tt NT(7,) para algin T € 5. Ademds para
un € > 0 fijado, habiendo elegido ¢, suficientemente grande se tiene
|20ty — 2'| < € donde 2’ ~ 2. Por lo tanto es necesario que T'(L) =
Ly y T(Y4) = Yu. En consecuencia zyty € I'" N7, = 0 lo cual es una
contradiccién y por tanto el segundo caso no se puede dar tampoco.

O

Teorema 3.3.2. Sea 2y €C y A un compacto de C. Supongamos que p(zy) €T? ge-
nera una orbita positivamente recurrente y no periodica. Entonces existe un entorno
Videzyyt >0 tal que ViNA=0 cuando t > .

Demostracion: razonando de la misma manera que en el caso 2 de la demostracion
del teorema 3.3.1 se puede encontrar una curva de control 7, y una transformacion
T de7talque AUz C T NT(CT).

La curva 7, se encuentra entre dos paralelas racionales L, y Ly tal y como se
muestra en la figura 3.3 y T o 7, se encuentra entre dos paralelas L3 y Ly a su vez
paralelas a L.

Segin el teorema 3.3.1 la érbita O (z) no se encuentra entre dos paralelas
racionales luego debe cortar a 7,, es decir, existe 7 > 0 tal que 2o7 € I'" y un
entorno V de zq tal que V7 C I't. Como I'" es positivamente invariante por el lema
3.3.1 obtenemos el resultado buscado. O

Ly

Figura 3.4: Interpretacién geométrica de la demostracién del teorema. 3.3.2
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Corolario 3.3.1. Sea zy €C. Si p(z9) positivamente recurrente y no periédico,
entonces |zot| = 400 cuando t — 400 y limy_, % existe.

Demostracion: del teorema 3.3.2 se deduce que |2pt| — +00 cuando t — +oo. Por
el teorema 3.2.1 se tiene entonces que existe el limite lim; ;o % O

Teorema 3.3.3. Sean zy y 21 dos complejos tales que p(zo) y p(z1) son positivamente
recurrentes y no periédicos. Entonces:

Zot . th
m -——- = 11m ——-
t—+oo |2pt|  t—+oo |21t

Demostracion: es una consecuencia del teorema anterior y del teorema 3.2.2. O

3.4 La botella de Klein.

Teorema 3.4.1. Sea (B?,R,7) un flujo continuo en la botella de Klein, entonces
toda orbita positivamente recurrente es periodica.

Demostracion: sean (T?, R, 7) y (C,R, 7) los levantamientos de 7 al toro y al plano
complejo respectivamente. Supongamos que w € B? genera una érbita positivamente
recurrente y no periodica.

Sea p, '(w) = {w, Wy }. Claramente 0, y sy no son periédicos porque si lo fueran
también lo seria la 6rbita que genera w sobre la botella de Klein. La transformacion
K : C — C introducida en la definicién 3.2.1 define una aplicacién sobre el toro
kT2 — T2 que permuta w; y ws.

La definicién de k es la siguiente: k(p(z)) = p(K(z)). Hace falta comprobar que
realmente esto esta bien definido, pero es un simple ejercicio.

Al ser w positivamente recurrente se tiene que w; o Wy estan en el w-limite de la
orbita que pasa por w;.

Si e € w(y), aplicando k se ve que i € w(tg) C w(wy), asi que Wy y Wy son
positivamente recurrentes y no periédicos.

Sea 21 € p~'(w,) entonces p[K(z1)] = w,. Por ser O(p(z1)) positivamente re-
currente los teoremas anteriores nos dicen que lim; ﬁ y limg % exis-

ten y son complejos conjugados por la definicién de K. Ademdas ambas curvas z;t

v K(zt) no se cortan sobre el toro (porque si no, I'(w;) en B? serfa una curva de

Jordan) y por el teorema 3.3.3 lim;_, % =1 o limy_ 4 % = —1. A partir

de ahora razonamos por reduccién al absurdo suponiendo que Im(z;t) estd acotada
superior o inferiormente.
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Consideremos que el limite es +1. Por el teorema 3.3.1 O (z;) no se encuentra
entre dos paralelas racionales. Nuestro objetivo es mostrar que Im(z1¢) no estd
acotada ni superior ni inferiormente para ¢ > 0.

Admitiremos sin pérdida de generalidad que Re(z;t) > Re(z;) si t > 0. El semi-
plano {z : Re(z) > Re(21)} estd dividido en dos por O"(2;). K(z1) se encuentra en
una de las componentes y Ty ,,(k(21)) en la otra para un n adecuado suficientemente
grande.

Im(K (zt))= —Im(z1t) e Im(Ty,, (K (21t))) =—Im(z1t) + n, asi que Im(z¢) no
tiene ni cota superior ni inferior ya que si no, podriamos encerrar O"(z;) entre dos
rectas racionales.

Asi que O (z1) interseca a cualquier recta paralela al eje OX lo que contradice
el lema 3.2.1, ya que, ¢ — w;t es una curva simple en el toro.

En el caso que limy_, % = —1 se razona de manera analoga. O

Corolario 3.4.1 (teorema de Knesser-Markley). Sea (B?, R, 7) un flujo conti-
nuo en la botella de Klein sin puntos fijos, entonces posee una orbita periédica.

Demostracion: Sea M un conjunto minimal para m, que existe segin vimos en el
capitulo anterior usando el lema de Zorn y sea w € M, w es recurrente, asi que w
es un punto periédico. O






Capitulo 4

El contraejemplo de Denjoy.

4.1 Introduccion.

Esta seccion viene motivada por el teorema de Schwartz. En el enunciado del
teorema pedimos que el flujo en consideracién sea de clase C? para reducir los
conjuntos minimales a érbitas periddicas, puntos criticos o todo el toro. Una vez
realizado ese trabajos cabe preguntarse qué es lo que pasa cuando debilitamos la
hipétesis C? ;Se mantendrd el mismo resultado? La respuesta es no.

Aunque nosotros planteemos el estudio en este orden, histéricamente se resolvio
al contrario. En 1932, el francés Arnold Denjoy propuso en [Den32] un ejemplo de
un flujo en el toro de clase C! que posee un conjunto minimal perfecto y con interior
vacio, que no es una orbita periédica ni un punto critico.

Nuestro objetivo es reproducir en este capitulo someramente lo mas importante
de [Den32| para cerrar la pregunta planteada. Por otra parte cuestiones relacionadas
con este tema tiene importancia vigente y han dado lugar a articulos relativamente
recientes como [Hal81].

El articulo de Hall [Hal81] va enfocado totalmente a la construccién de un ejemplo
de una funcién C* de S! en S! de manera que contenga una drbita con w—Ilimite de
interior vacio y con s6lo dos puntos donde se anule la derivada. En este trabajo no se
da el paso a ningun sistema dinamico continuo sobre el toro. Nosotros utilizaremos
la funcién alli construida para dar un sistema dindmico continuo de clase C? sobre
el toro que posea una 6rbita recurrente y cuyo w—limite tenga interior vacio.

Otro ejemplo similar a este se puede leer en [PM82] pagina 178, se trata de
un ejemplo dado por Cherry en 1938. No obstante el que damos sigue los mismos
razonamientos que hizo Denjoy en los ejemplos introducidos en [Den32].
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Otra referencia de interés para este tema es el capitulo 1 del libro de De Melo y
Van Strien [MS93].

4.2 Planteamiento del problema.

El objetivo final es buscar un flujo sobre el toro que tenga 6rbitas recurrentes y
cuyo w-limite sea de interior vacio. Para ello definiremos una ecuacién diferencial
sobre el toro, pero en este caso no utilizaremos las cartas para no perder la interpre-
tacion geométrica, veremos el toro tal y como lo presentamos en el capitulo anterior,
como el conjunto cociente de R? por la relacién de equivalencia (¢, 0) ~ (¢',0') siy
sélosi (p—¢',0—0") € Z x Z.

Geométricamente si M = (p,0) entonces ¢ mide el angulo existente entre el
meridiano en el que se encuentra M y un meridiano origen. Por su parte 6 mide
dentro del meridiano en el que se encuentra M, el angulo entre el paralelo origen y
el paralelo donde esta M. Para clarificar ver la figura 4.1.

paralelo de M

. meridiano de M
M /

Y

Figura 4.1: Interpretacién geométrica de los parametros ¢ y 6.

Asi que nuestro objetivo es definir una ecuacién diferencial en el plano que pase
bien al cociente antes indicado. Poco a poco iremos precisando el significado de esta
frase.

La ecuacion que habra que estudiar sera:
%0, 0) = A(p,0)
% (p,0) = B(p,0)

al igual que Denjoy, escogeremos B(p,0) = 1, de donde sigue que nuestro sistema
es equivalente a la ecuacién diferencial %(gp, 0) = A(p,0). Exigiremos que A sea



4.3 PROPIEDADES DE LAS SOLUCIONES EN RELACION A SUS CONDICIONES
INICIALES. 77

periddica de periodo 1 separadamente en ¢ y # para que podamos verla como una
ecuacion diferencial sobre el toro. Para tener unicidad en las soluciones pediremos
también que A sea localmente lipschitziana.

Segun la teoria general de ecuaciones diferenciales, fijadas las condiciones iniciales
(0, 80) tenemos una solucién unica satisfaciendo dicha condicién. Por otra parte,
la solucién u(ep, po, ) estard definida en —oo < ¢ < 400 (esto se ve utilizando el
lema de Witner [NOR95], pagina 137).

Observacién 4.2.1. A pesar de la periodicidad de la funcion A, u(p, pg,0) mirada
como funcion de ¢ no tiene por qué ser periddica. Si al aumentar ¢ en un entero
q, u(e + q, o, b)) toma el mismo valor que u(p, @y, 0y) aumentado en un entero p
diremos que la solucion u es una orbita periodica o un ciclo que se enrolla q y p
veces alrededor del eje del toro y del circulo medio respectivamente.

Pasamos ahora a estudiar algunas propiedades de la funcién w.

4.3 Propiedades de las soluciones en relacién a sus
condiciones iniciales.

En esta seccién vamos a estudiar u (¢, o, 6p) como funcién de . En primer lugar
hacemos notar que u como funcién de 6 es periédica de periodo 1 (1-periédica). Para
ver esto simplemente hace falta darse cuenta que u(po, ©o, 00 +1) = u(wo, ©o,0) + 1
y tendremos que u (g, ©o, 0o + 1) = u(p, vo, o) + 1 para cualquier ¢ por la unicidad
de soluciones. Definimos ahora la funcién v(p, pg, ) = u(p, vo,6s) — 0. v es 1-
periddica y se anula para ¢ = ¢y como se comprueba facilmente. Geométricamente
todo esto que estamos poniendo quiere decir que a dos valores 0y y 6y + 1 le corres-
ponden en el toro la misma érbita.

Por otro lado la funciéon u es continua respecto de las condiciones iniciales g
y 6y. Esto es inmediato a partir de la teoria general de ecuaciones diferenciales
([NOR95], pagina 152).

Veamos brevemente que la funcién u es mondtona creciente respecto a 6y. En
primer lugar si §) — 6y no es un entero entonces u(p, @o, 0y) — u(p, @o, ) no pue-
de ser entero para ningun valor de ¢, si no, las 6rbitas en el toro coincidirian, lo
cual es absurdo. Asi que u(yp, o, ty) — u(yp, vo,d)) estd siempre comprendido en-
tre los mismos enteros que 6 y 6. En particular la desigualdad 6, < 6] implica
u(, @o, o) < u(p, o, 0) para cualquier ¢ y en consecuencia: fijado o, u crece con

6.

Fijado @y (meridiano origen) definimos ahora los valores:

Blp) = inf (v(p, @o,0h))

0p€[0,1]
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7(90) = sup (I/(QO, ©0, 00))
906[0,1]

Con estas definiciones podemos ver que A(y) es siempre inferior a 1. Si no,
existirian tres nimeros ¢, 0y y 6 con 6 < 0 < 6 + 1 para los cuales v(¢', ) —
vy, 0))= £1.

En tal caso
U’(SOO: ©0, 96,) - U(QOO, ©0, 96) = 96, - 96

u(gp’) ©o, 06,) - u(gp’) ©o, 06) = 06, - 06 +1

asi que debe existir un ¢" entre @y y ¢ tal que u(¢”, o, 0) — u(¢”, o, 6)) es un
entero lo cual es imposible.

Recapitulando lo dicho hasta ahora tenemos:
Proposicién 4.3.1. 1. u(y, 0,00 + 1) = u(p, o, ) + 1.

2. u es creciente en el argumento 0.

3. u es continua respecto de 0y, po Y ¢.

4. A(p) es inferior a 1.

Lo que vamos a hacer ahora es definir para cada entero n una aplicacién g, en el
meridiano determinado por un punto M (gg,6y) del toro, M, y que tomara valores
también en M. La definicién es como sigue:

Definicién 4.3.1 (funcién n-simo consecuente y n-sima diferencia). Deno-
taremos por g, : M — M a la funcién n-simo consecuente que vendra dada por

9n(0) = u(po +n, @0, 0)

para cada 6 € M.

Por otro lado definimos la funciéon n-sima diferencia, ¥, : M — M, como
U, (0) = gn(0) — 0 para cualquier § de M.

Cuando n sea igual a 1 utilizaremos designaremos también a g; por g y a ¥, por
v,

Observacion 4.3.1. Teniendo en cuenta la definicion anterior es fdacil ver que se
da la igualdad siguiente:
gn=go---0og
———
n veces
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Definicién 4.3.2 (n-simo consecuente de un punto). Dado un punto My, 0)
de M, denotaremos por M, al punto (pg + n, g,(6)) y lo llamaremos n-simo conse-
cuente de M.

Pasamos ahora a definir el concepto de nimero de rotaciéon y a relacionarlo con
la existencia o ausencia de érbitas periddicas.

4.4 Numero de rotacion.

Nuestro objetivo inmediato es demostrar que los sucesivos cortes de una orbita
con el meridiano M se van dando de una manera ordenada cuando el tiempo se
hace grande. Dentro de ese orden, segin sea, obtendremos soluciones periédicas o
soluciones no periédicas con érbitas recurrentes.

Proposicion 4.4.1. 1. g, es continua y creciente.
2. U, tiene periodo 1.

3. Denotando (3, = %infge[o,l] U, (0) y v, = %SUPae[o,u U, (0) tenemos n(vy, —
Bn) < 1.

Estas propiedades son una consecuencia inmediata de las propiedades de la fun-
cion u antes demostradas.

Corolario 4.4.1. Si v es un arco sobre M entonces g,(v) es un arco sobre M.
Ademas si dotamos a v de una orientacién determinada entonces g,(v) posee la
misma orientacion.

Demostracion: tomemos v un arco sobre M de extremos P y ) de manera que el
arco PQ) = v esté orientado directamente. Tenemos que ver que g,(PQ)= P,Qn,
pero esto es una consecuencia de ser u monotona respecto a la variable 6. O

Teorema 4.4.1. Siguiendo las notaciones anteriores se tiene que lim, , .V, Y
lim,, , B, existen y son iguales. Ademds si llamamos o a dicho limite, se tiene:

517 <a<y (4-1)

Definicién 4.4.1 (nimero de rotacién). Llamaremos nimero de rotacién al li-
mite anterior .

Demostracion del teorema: tomemos p entero arbitrario mayor que 1 y menor o igual
que n y hagamos la divisién euclidea de n por p, n = pr + s con 0 < s < p. Usando
las definiciones de [y y 7% se tiene para todo 6 de M:

pﬁp < gmp(g) - g(mfl)p(g) < PYp (m = 1, 2, ceey 7")
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51§9k(0)_gk—1(9)§% (k_rp:172)"'a8)
De aqui, teniendo en cuenta que ; < 3; y 7; < ; para j > ¢ se deduce:
PPy + P < Py <y < rpYp + st
Dejando p fijo y haciendo tender n a +o0 se tiene:

Bp < liminf 3, <limsupy, <7,

n—+00 n—-+00

Ya que v, — 3, < %, concluimos que 3, y 7, tienen un limite comun « que verifica
la desigualdad 3,< a< 7, para cualquier p. O

Definicién 4.4.2. Denotaremos por 3] y 7, a los nimeros

, p—

B =na—nf, v, =ny, —na
Con estas definiciones se tiene:
B+ <1 (4.2)
y
—B <V, (0) — na < v, para todo 6 de M (4.3)

Debido a que ¥,,(6) — na es continua y mirando la definicién de 8/, y 7/ tenemos
que para algin 6 el término del centro alcanza los valores de los extremos.

4.4.1 Nuamero de rotacion racional.

En esta seccion vamos a ligar la racionalidad de a con la existencia de orbitas
periédicas para la funcion g, : M— M y en consecuencia la existencia de orbitas
periodicas en el toro.

Teorema 4.4.1.1. Eziste una solucion periddica de la ecuacion diferencial que es-
tamos considerando si y solo si el numero de rotacion « es racional.

Demostracion: supongamos primero que entre las soluciones hay una que es pe-
riddica y supongamos que partimos de las condiciones iniciales (¢g,6y) v que la
solucion se cierra sobre si por primera vez sobre el meridiano M para ¢ = ¢y + ¢,
habiendo aumentado # en un entero p. Esta claro que sobre esta solucion si ¢ pasa
de ¢g a g+ rq entonces f se incrementa en pr para cualquiera que sea r entero. De
este valor particular de 6y deducimos a = p/q.

Reciprocamente, situémonos en el caso o = % racional con p y q enteros. Tenemos
=By < We(by) —p < 95 con By v, no negativos y alcanzados en W (0) —p y
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U, (¢') — p. Por lo tanto ¥,(6y) — p habra de tomar el valor cero para algin 6. Es
decir U, (6)) = p.

La solucién u(ep, g, 0) es un ciclo y termina la demostracién. O

Vamos a hacer ahora un estudio de otras propiedades que se presentan cuando
el nimero de rotacién es racional. Observemos de partida que cualquier orbita
periddica del sistema dard siempre una orbita periédica de la aplicacion g : M — M
y ademas el periodo sera para cualquiera de estas Orbitas ciclicas de g el mismo en
virtud del nimero de rotacion.

Sea E = {#' € M : #' engendra una 6rbita periddica}. Este conjunto es cerrado
ya que si (ap)nen €s una sucesion de E (de periodo p) que tiende hacia 6, se tiene
que limy, o0 gp(6,) = limy,_, 1o 0, ¥ en consecuencia g,(#)= 0, luego E es cerrado.

Definicién 4.4.1.1 (contiguo). A cada componente conexa de M\ E la llamare-
mos contiguo de E.

Proposicion 4.4.1.1. Si v es un contiguo de E, entonces cualquier iterada por g de
v es un contiguo de E. Ademds, si q es el periodo de cualquier orbita periddica de
E entonces la q-ésima iterada de v (gq(v)) coincide de nuevo con v. Tenemos pues
los contiguos v, g(v), g2(v), ..., gg—1(v) distintos dos a dos y ggr+sv = gs(v) para todo
entero v y para todo 0 < s < q.

Demostracion: se basa en la monotonia de g y en que cada contiguo tiende en sus
dos extremos hacia un elemento de E. 0

4.4.2 Numero de rotacion irracional.

Vamos a pasar ahora a estudiar el caso en el que el nimero de rotacion es
irracional. Segtn se ha probado en el teorema 4.4.1.1 ninguna 6rbita sera periddica.
Establecemos ahora una aplicacién f entre la circunferencia unidad S* y el meridiano
M que posee el punto My(pg, 0y) del toro.

Previamente definimos una aplicacion de las imagenes de los consecuentes de M,
a Sty luego la extenderemos a todo el meridiano.

Definicién 4.4.2.1. Definimos f;(My)= 0y si M, es el enésimo consecuente de M,
((©0,9n(60))) entonces fi(M,)= na. Denotaremos por p, a f(M,).

Proposicion 4.4.2.1. La aplicacion f, conserva el orden geométrico, es decir, dados
M,, M, y M, sobre M y sus correspondientes \,, A\, y A, sobre S' se tiene que si
recorremos M en sentido directo empezando en M, y S empezando en )\, el orden
de sucesion geométrica de M,, M, por una parte y el de A\, y A\, es el mismo.
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Demostracion: bastara demostrar que si ép, éq Y Wp, Wq son los argumentos de M,
Mgy Ap, Agen [0,1) y [0, 2m) respectivamente se tiene que las dos diferencias w, —w,
y 0, — 0, son del mismo signo. Por otro lado basta establecer el resultado para 6, = 0
y luego establecer el caso general utilizando el crecimiento de g,, respecto a 6.

Debido a que 6, — 0y y na se encuentran entre los mismos enteros consecutivos
por 4.2 y 4.3 se tiene que si

k<pa<k+lyh<qga<h+1

se tiene

0, =0,k 0,=0,—h
Wy = pa —k Wy =qo—h

De aqui se tiene g,_,(0,)= g,—p(0, — k) =0, — k=0, + h — k.

Igual que antes g,_,(f,) — 0, y (¢ — p) se encuentran entre los mismos enteros
consecutivos. Ya que g, ,(0,) —0,=0, -0, +h—ky (¢ —pla=, — @, +h—k
entonces 6, — 0, y w, — w, se encuentran entre los mismos enteros consecutivos y

deben tener, por tanto, el mismo signo.
O

Vamos ahora a definir la aplicacion f que desedabamos utilizando las propiedades
de fi. Para empezar fijaremos M, sobre M y un punto jo sobre S! definido por el
angulo t € [0, 2).

Definicién 4.4.2.2. El conjunto M’ = M\ M, lo ordenaremos como sigue: M es
anterior (resp. posterior) a M’ siy sélo si el arco MM’ de M que no contiene a M,
es directo (resp. retrégrado). En el conjunto S! definimos el mismo orden quitando
el punto py.

Definicién 4.4.2.3 (de f). Se trata de fijar las imégenes de f : M — S'. Definimos
primeramente f(M,) = p, siendo j, el punto de S' con argumento ¢ + 2nwa y esto
para cualquier entero n.

Tomemos ahora M & (M,)n,ez. Consideremos los conjuntos Ay = {M; :
M; es anterior a M}, Py, = {M; : M; es posterior a M} y Ay, = {f(M;) : M,
es anterior a M}, Py, = {f(M;) : M; es posterior a M}. Tomamos A, (resp. A',)
como la cota posterior de Ay, (resp. A),) y Py (resp. Pj,) como la cota anterior
de Py (resp. Pj;). Debido a la densidad de (p,)nez en S'y a la conservacién del
orden geométrico de f|. », tenemos Ay, = Bj,.

Tomaremos f(M) = A’,.

Esta aplicaciéon f que hemos definido es continua y la construccién la hemos
desarrollado préacticamente tal cual hizo Denjoy ([Den32] pagina 345) en 1932 por
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guardar la imagen geométrica. La unica diferencia radica en que la que definié
Denjoy fue una especie inversa de f que partia de S' y tomaba valores en M/ ~
con ~ una relaciéon de equivalencia sobre M. Me ha parecido, sin embargo, més
conveniente mantener S' y M como conjuntos inicial e imagen y guardar las ideas
de Denjoy antes que utilizar el conjunto cociente y la relaciéon de equivalencia por
no complicar la definicién.

Observacién 4.4.2.1. Para todo M’ anterior a Py y posterior a Ay se tendrd
también f(M') = A,.

Definicién 4.4.2.4 (puntos de primera y segunda especie). Si A),= P}, el
punto M se dice que es un punto de primera especie y cuando son distintos el punto
M se dice que es un punto de segunda especie.

Definicién 4.4.2.5 (conjunto derivado). Dado un subconjunto A de un espacio
topolégico X denotaremos por A’ al subconjunto:

{z € X : tales que = € A\{z}}

El conjunto A’ se denomina conjunto derivado de A.

Definicién 4.4.2.6 (6rbitas y semidrbitas). Definimos la érbita de My Q(M,)
para la aplicacion g : M — M como el conjunto Uz::oo M, (en la definicién 4.3.2
se introducen los simbolos M,,).

Qt (M) = :3 M, lo llamaremos semidrbita positiva de Mj.

Q= (M) = ;i_oo M, lo llamaremos semiérbita negativa de M.

Los conjuntos derivados de los anteriores los denotaremos por J(My), J* (M) y
J~(My), es decir:

Q(M()), == J(M()) Q+(M0), == J+(M0) Q_ (M())I == J_(M())

Definicién 4.4.2.7 (conjunto invariante por una aplicacién). Dada una apli-
cacion sobre el espacio topolégico h : X — X, un subconjunto A de X se dice
invariante por h si h(A) = A.

Observacién 4.4.2.2. Debido a que Q(My) es invariante se tiene que el conjunto
de sus puntos limites J(My) es también invariante.

Nuestro objetivo ahora es demostrar que el conjunto J(Mj) es independiente del
punto M, elegido. Para ello estudiaremos algunas propiedades en general de los
conjuntos cerrados e invariantes.

Consideramos un conjunto F' cerrado e invariante por ¢ distinto de M. Su
complementario serd un abierto invariante por 6. Igual que antes a cada una de
las componentes conexas del complementario la llamaremos contiguo a F'. Estas
componentes tienen dos extremos que pertenecen a F'y que determinan al contiguo
en cuestion.
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Proposicion 4.4.2.2. 1. Entre dos contiguos a F' con extremos no coincidentes
existen una infinidad de otros contiguos a F.

2. J(M}) N F¢ =0 para cualquier M| perteneciente a un contiguo de F.

Demostracion: 1. Supongamos que los dos contiguos vienen definidos por los ar-
cos AyBy y A,B,. Por ser los extremos diferentes, el complementario esta
formado por dos arcos cerrados con interior no vacio. Los sucesores (infinitos)
del extremo Ay definen infinitos contiguos que estaran entre los dos de partida.
Con lo cual tenemos el resultado.

2. Debido a que M| pertenece a un contiguo de F, se tiene que cualquier conjunto
contiguo a F' contendra a lo sumo un punto de la érbita de M. Por lo tanto
J(M{) C Fy por tanto J(M}) N Fe = 0.

O
Observacion 4.4.2.3. La proposicion anterior nos ha mostrado que si F' es inva-

riante cerrado, para cualquier My € M N F¢ se tiene J(Mjy) C F. Por otro lado

si tenemos un M' de F, puesto a que F' es cerrado e invariante se dard también
J(M') C F. Por lo tanto:

JIM)CF  VYMeM.

Proposicion 4.4.2.3. Existe J cerrado invariante tal que:

1. J = J(My) para cualquier My de M.
2.0 =J.
3. J tiene interior vacio en M.

4. J es totalmente disconexo (cada componente conezxa de él se reduce a un pun-

to).

Demostracion: la primera parte de la proposicién ya estda probada. Veamos la se-
gunda. Sabemos que .J y J’ son cerrados e invariantes, usando la observaciéon 4.4.2.3
se tiene que J C J'. Como ademds J es cerrado se tiene que J' C J y por lo tanto
J=J.

En cuanto a la tercera parte basta observar que la frontera de cualquier conjunto
cerrado invariante es también invariante y que si F' es cerrado, su frontera no puede
tener interior no vacio en M. Con las dos observaciones anteriores, puesto que
G = FrJ contiene a J (por ser G invariante cerrado y aplicando la observacién
4.4.2.3), se tiene que J tiene interior vacio en M.

La cuarta parte es la union de 2 y 3. O
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Hasta ahora nos hemos limitado a estudiar un meridiano escogido arbitrariamen-
te p; hemos escogido un punto My, lo hemos iterado y hemos sacado una serie de
conclusiones sobre el conjunto J(M,) ademés de haber dado una correspondencia
entre S'y M. El conjunto .J(M;) vimos que no dependia del punto que escogiéramos
sobre el meridiano M. ;Pero deberiamos poner J(gy)? Es decir ;jSon independientes
la propiedades de J del argumento ¢? La respuesta la encontramos en la siguiente
proposicion:

Proposicién 4.4.2.4. Para todo meridiano del toro (que serd definido por un dn-
gulo ) se tiene que J(pgy) cumple 2,3 y 4 de la proposicion 4.4.2.3 si y sélo si J(p)
cumple 2,3,4 de la proposicion 4.4.2.3.

Demostracion: similarmente a lo que vimos en la proposicion 4.3.1 de la seccién 4.3,
la funcién G,(6y) = u(p, o, 0y) es continua y creciente. Analogamente Gy(0,) =
u(po, ¢, 0,) es funcién continua y creciente en 6,. Asi que el conjunto perfecto y
totalmente discontinuo J(py) se transforma por G, en J(¢) con las mismas propie-
dades que el primero. El reciproco se hace igual utilizando la aplicacién Gj. 0

Antes de pasar a la construcciéon de la ecuacion diferencial que tenemos por
objetivo, enunciamos unas tultimas propiedades sobre las soluciones de estas.

Proposicién 4.4.2.5. Las soluciones u(p, o, 04) y u(p, o, 0)) correspondientes a
dos valores iniciales perteneciendo al mismo contiguo de J(pg) tienen una distan-
cia angular u(p, pg, 0y) — u(p, o, 0)) tendiendo hacia cero cuando ¢ tiende hacia
infinito.

Esta proposicion es una simple consecuencia de resultados anteriores.

4.5 Construccion de un sistema diferencial de clase
CV.

En esta seccién nos daremos una funcién g : M — M de partida y construiremos
una ecuacién diferencial del tipo de la que hemos estudiado en las secciones anteriores
de manera que g sera la ley de los sucesivos cortes en el meridiano M de las soluciones
de la ecuacion. Por tanto el conjunto J ofrecera todas las particularidades hasta
ahora enunciadas y el nimero de rotacion sera irracional.

Supongamos fijado el conjunto J y la ley de sucesién g sobre él. Fijaremos sobre
J¢ la funcion g como una funcién lineal.

Vamos a construir las curvas soluciones del sistema y luego construiremos el
sistema diferencial que tendra a dichas curvas por soluciones. A partir de ahora
supondremos fijo el meridiano origen M con valor del parametro ¢ = 0.
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Definicién 4.5.1. Dado (0,6) en M definimos la curva I, que pasa por dicho
punto para valor del parametro ¢ entre 0 y 1:

u(p.0,60) = b cos’( £) + (9(60) — Bsen’(x £) + fip

con (3 independiente de ¢ y 6.
Proposicién 4.5.1. 1. u(0,0,6y) = 6.

2. U(l, 0,00) = 9(00)
3. g—g(w, 0,00 =B+ (79(003_00 — g) sen(my)

4. g—f; es continua respecto a @ sobre todo el arco Iy y vale 5 en los extremos.
Lo cual implica que podemos prolongar Iy mds alld del intervalo 0 < ¢ <1
uniéndolo con el arco I, que obtenemos de igual manera con puntos extremos

9(6) v g°(6o).

Demostracion: es una simple verificaciéon que el lector puede hacer facilmente. En
cuanto al apartado 4 explicitamos seguidamente la prolongacién de la curva Iy més
alld de [0, 1]. Para un ¢ entre k y k + 1 la prolongacién de Iy vendrd dada por:

—k

u(p,0,00) = u(p — k,0,0;) = g"(6) cosz(ﬂ(p )

+ (% (00) — ﬁ)senZ(ﬂ(p _

By Bl k)
]

Definicién 4.5.2. A la curva que se obtiene prolongando Iy para valores del parame-
tro ¢ en R se la denotard por I.

Seguiremos denotando por u a la parametrizacién de 1.

Observacion 4.5.1. Las curvas definidas por las parametrizaciones u(p, go, 6y) y
u(p, 0,00+ 1)= 14u(p,0,6y) coinciden sobre el toro, es decir, pasan bien al cociente
y cuando ¢ se incrementa en una unidad la curva I pasa una sola vez por cada
meridiano.

Antes de dar la definicién de la funcién A necesitamos definir otra funcién que
nos dard para cada (¢,6) € [0,1)? la segunda coordenada del corte de la curva [
que pasa por (@, ) con la recta ¢ = 0. Se verifica ficilmente que la aplicacién
h(p,0,00) = u(p,0,6y) — 0 igualandola a cero define a 6y como funcién implicita de
(p,0), siendo ademads la funcién implicita 6, continua.
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Definicién 4.5.3 (funcién A). Vamos a definir la funcién A : R* — R que nos
dara la ecuacién diferencial que buscamos. Para (p,6) € [0,1)? definimos

A(p,0) = =—(,0,00(¢,0)) =B+

8u (g (HO(QOa 0)) - 00 ((»07 9)
o1 2

— g) sen(myp) (4.4)

Ahora extendemos periédicamente la funcién A a todo R2.

Proposicién 4.5.2. La funcion A(p,0) es continua, periddica de periodo 1 en sus
dos argumentos y las curvas I verifican la ecuacion diferencial:

do
A
i (,0)

Demostracion: lo tnico que plantea dificultades es demostrar la continuidad de A,
lo demds son simples comprobaciones. Debido a la periodicidad de A bastara ver la
continuidad de A para valores de ¢ entre 0 y 1.

Por otra parte si nos fijamos en la definicién (4.4) de A sobraré con que probemos
que la funcién 6y : [¢o, po + 1] x R — M que asigna a cada (6, p) € [go, po + 1] xR
la segunda componente del corte de la curva I que pasa por (¢, 6) con el meridiano
M es una funciéon continua. La comprobacién de la continuidad de 0y es un facil
ejercicio, pero hacemos notar que aqui no tenemos garantizada la validez del teorema
de la funcién implicita como se puede contrastar en [Fer92], pagina 141.

O

Proposicién 4.5.3. La ecuacion diferencial 3—1; = A(p, 0) tiene solucidén inica.

Demostracion: para verlo demostraremos que en cada regiéon R formada por las
curvas I que unen un contiguo de J con su consecuente la funcion A verifica la
condicién de Lipschitz. Nos restringiremos a [0, 1)?

Por ser g lineal sobre 4, si My = (0, 6y) y M{(0,6;) estdn en i se tiene, denotando
i =g(i) 01 = g(6) vy 01 = g(6h):

1
%—m:%%—%)
y si 0 =u(p,b), 0 =u(p, b)) se tiene:
0 — 6 = (6, — o) COSZ(ﬂ'g) + (0] — 91)sen2(ﬂ§)

0= 61— 6 + b,

A(QO, 0,) - A(QO, 0) = 9

sen(mp)
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de donde , . .
Al.0) = A0 _ i~ ilsen(re)
6" — 6 icos?(mg) +ipsen? ()
que alcanza el maximo para pm = m/2, de donde el maximo serd K = 7| Z.frlil - H’Zl |.
Si Z}r—lh y ZJ:“ no estan acotados a la misma vez para todos los contiguos de J, la

condicién de Lipschitz en la variable # globalmente no se satisface, pero sobre una
region R si se satisface, con lo cual tenemos la condicién de Lipschitz en R para la
variable 6.

Veamos que es lo que pasa en la variable ¢. Tomemos dos puntos (¢, 0) y (¢',0)
dentro de Ry estimemos la diferencia A(p,0) — A(¢',6). Supongamos para nuestros
calculos que 0 = u(p,0,6y) v 0 = u(¢’,0,6;). Utilizaremos el punto auxiliar (¢', )
dado por (SOI) U(QOI, 07 90))

|A(907 0) - A(gp’, 9)| < |A(907 9) - A(QO, 91)| + |A(907 91) - A(gp’, 9)|

Como A satisface la condicion de Lipschitz en la segunda variable, el primer
sumando lo podemos acotar por K |0 — ¢'|. En cuanto al segundo:

|A((»07 91) - A(Qola 0)|
‘w (911 ; b _ g) sen(mp) — (0,1 ; b _ g) sen(my')

0, -0 P
i (P ))

Debido a que la funcién sen(p) es lipschitziana, tendremos que A es lipschitziana
en la variable .

IN

< [sen (mp) — sen (')

< M [sen (mp) — sen ()|

Uniendo todo ello: por M (punto de i) pasa una y sélo una curva integral de la
ecuacion diferencial.

.,Pero qué pasard con las soluciones de la ecuacion que pasan por J? Por la
construccion se tiene que dos de ellas o son idénticas o tienen intersecciéon vacia.
Por otra parte, una curva que tenga puntos de M\.J no puede pasar por ningin
punto de J debido a la condicién de Lipschitz satisfecha en las regiones R. O

Observaciéon 4.5.2. Si la condicion de Lipschitz se verifica para A sobre el toro,
entonces los cocientes % Y 171 estan acotados por numeros independientes del contiguo
i elegido. Si fijamos J con contiguos v ordenados en orden decreciente de tamano
J15J2y s Jny ... tales que Intl s (0, la condicién de Lipschitz no se verificard en
ningun punto de las orbitas que pasan por J, a pesar de que el sistema diferencial
tiene solucion unica. Fsto constituye un ejemplo de un sistema diferencial en el que

no se satisface la condicion de Lipschitz global y tiene solucion unica.
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4.6 Construccion de una ecuacion diferencial de clase
C1,

Hasta ahora hemos construido un contraejemplo al teorema de Schwartz, pero
el flujo resultante seria solamente continuo ya que A era continua y no podemos
asegurar su derivabilidad. Nuestro propésito es construir un contraejemplo cuyo
flujo sea de clase C'. En este caso deberemos construir .J nosotros y no podremos
elegirlo arbitrariamente. Para empezar vamos a construir J totalmente disconexo y
sin puntos aislados.

Sea w',w",...,w™ ... una sucesién de argumentos de puntos distintos de I' =

St Sobre I s1tuamos el conjunto de puntos n = {(w™ &+ 2n7wa) : n > 0}. En el
meridiano M haremos corresponder cada uno de estos )\(ﬂz con un intervalo abierto

(h) e

iy, de longitud GRS e J serd el complementario de estos intervalos.

Proposicion 4.6.1. Las razones ’71 valen:

1. Ziﬁﬂ,’ si i es un i conn > 0.
2 ”:—ﬂ"?szz esunz(,g conn > 1.

La definicién de g : M — M aqui es constructiva, intentaremos investigar las

condiciones que debemos exigirles a los i" de manera que g(z%h)) = %(1}21

Definicién 4.6.1. Sobre cada contiguo i = (6}, ) elegimos % (6,)= 1+kw
donde 6} y 6 son los extremos que determinan el contiguo.

Observacién 4.6.1. i, = fz (’é—g) df =i(l+ %), de donde integrando y teniendo en
cuenta la proposicion 4.6.1:

12
k:—m sobre Zn (TL>0)
12

n+h

Posteriormente necesitaremos en la construccion de nuestra ecuacién diferencial
que la funcién g sea un difeomorfismo, lo cual lo conseguiremos si 52 75 0. Asi que
hacemos notar las siguientes particularidades derivadas de los valores de k:

. .. .(h .
Observacion 4.6.2. En estas condiciones, sobre 2%) se tiene:

dg 3

k=

sobre i" (n >1)

L2 g2 - a2/t nz0)
n
ysobrei(,h,z
d 3
1§d—§§1+n+h(”2”
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Proposicion 4.6.2. La medida total de los arcos de la serie h es:

€ + =€
(h+1)(h+2) h+2 (h+1)(h+2)

Demostracion: es una consecuencia de la suma de la serie

R 1 1
;(n+1+h)(n+2+h) T h+2

O

2h+3

Proposicién 4.6.3. La medida de J serd 1 — Y ;2 ¢ m

por £.
Euvidentemente para que pueda existir J necesitamos que & sea mayor o igual que
0. Ademds estd claro que & serd menor o igual que 1.

y la denotaremos

Definicién 4.6.2 (del conjunto J). Tomemos un punto origen i sobre I' con
argumento ¢, de manera que ¢ no esté en el conjunto de puntos antes elegidos 1 y
hagamosle corresponder un origen M de argumento @ sobre M.

A un punto p(t) definido por el arco geométrico directo i de medida t — ¢ le
haremos corresponder el punto o los puntos M () de M tales que:

0 —0=¢t—1b)+ ()il + pi)

donde (zXp) denota la suma de las longitudes de los ZSZ)L que se encuentran en el

arco pufi y p =0 si p no estd en n; p=0,1 si p pertenece a n y coincide con AW

El conjunto de puntos imégenes de los A% son los puntos que dan lugar al
conjunto .J.

Consideremos para este conjunto J la misma ecuacién que hemos considerado
en la seccién anterior.

Fijado ¢; y denotando por M; a la recta ¢ = ¢y, la funcién v = |y, es
continua y mondtona creciente tomando valores en M, (recta ¢ = 0). La inversa
de v es w(0)= u(p1,0,0). Para cerciorarse de estas afirmaciones es suficiente hacer
un razonamiento similar al que se encuentra en la seccion 4.3.

Por otra parte ya hemos visto que A(p, #) es continua en cualquier punto (¢, )
segin la proposicion 4.5 y que da lugar a un sistema diferencial sobre el toro con
solucién unica.

Queremos probar que

du g(6p) — 0y

A(2.8) = G0, 00060 = -+ (L= - D ()
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es de clase C''. Respecto a la variable ¢ es claro que A es derivable y la derivada es
continua.

Veamos lo que pasa con la variable 6. Nuestro propédsito es calcular, si existe, la
derivada (¢4, 0).

Volvamos a las funciones v y w introducidas anteriormente y apoyémonos en
ellas para realizar la derivada de A respecto de #. Primero calculamos

dw 8u

d
= cos?(m g01) + dg(@)senZ(ﬂ%)
_ dg @
1+ (de(ﬁ) 1>sen ( 2)
De donde
dv 1
O = =
do % (0(9))
1 B 1
1+ (3—5(@(9)) —1)sen?(r2) 1+ (3—5(@(9)) — 1) sen?(r2)
Ahora:
dA( 0) = dAdv /2 (% — 1) sen(re1)
do ‘v dvd) 1+ (@ — 1)sen?(r %)
Debido a que 5 > 1/4, 4 <7 es continua en ¢ y en ¢. Sobre las soluciones que
pasan por J se tlene que:
dA 0
do

Puede ser que el lector esté tentado a continuar con este proceso para encontrar
un contraejemplo de clase C?. Esto es imposible segiin el teorema de Schwartz.
Ademas la derivabilidad de A de segundo grado fallaria en las funciones ‘;2—-‘5 en los
puntos de segunda especie.

Es m4s, Denjoy demostré que si f es un difeomorfismo de S* con f’ continua y
de variacién acotada con el nimero de rotacion irracional, entonces f es transitiva,
lo cual quiere decir que cualquiera de sus 6rbitas tiene w—limite con interior no
vacio. En particular, si f' e derivable, serd de variacion acotada y tendremos que es
imposible que f sea de clase C2.
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4.7 Pseudo-contraejemplo de clase C°.

Hasta aqui hemos llegado y parece que Denjoy no dejé nada abierto. Efectiva-
mente en su articulo deja completamente estudiados los sistemas dindmico que no
tienen puntos criticos en el toro. Pero en el momento que se quita la restriccion de
la no existencia de puntos criticos aparecen nuevas cuestiones. Aqui nos planteamos
una relativa a los w—limites.

Denjoy construyo orbitas recurrentes en el toro soluciones de sistemas diferencia-
les de clase C*, pero {Existirdn 6érbitas soluciones de sistemas diferenciales de clase
C? que sean recurrentes? Si uno revisa la bibliografia no encuentra ejemplos que
utilicen los mismos argumentos geométricos que Denjoy. Sélo hemos encontrado un
flujo propuesto por Cherry en el ano 1938. No obstante nos proponemos antes de
estudiar mas detalladamente el flujo de Cherry, sacarle un poco mas de partido al
trabajo de Denjoy utilizando el articulo de Richard Hall [Hal81].

Vamos a poder construir en esta seccién un flujo con infinitas 6rbitas recurrentes.
Esto supone el primer ejemplo de clase C? que plantea una diferencia respecto al
plano (véase el corolario 1.5.2 en la pagina 20).

Por otra parte el apelativo de pseudo contraejemplo de clase C? lo damos porque
después del teorema de Schwartz se puede pensar que los w-limites, al igual que los
conjuntos minimales si son recurrentes tienen interior no vacio. Este ejemplo muestra
que dicha afirmacién no es cierta.

Teorema 4.7.1 (Hall,[Hal81]). Para todo nimero irracional p € [0,1) existe un
homeomorfismo 6, : St— S! tal que o = p, 0, es de clase C*™ y 0; no tiene drbitas
densas. Los puntos en los que % se anula son a lo sumo dos que denotaremos por
05 y 05 (y como minimo 1).

Vamos a entrar ahora en la construccion del sistema que hemos dicho. Bésica-
mente es el mismo que el de Denjoy. Siguiendo la definicién 4.5.1 introducimos las
curvas I de la misma manera parametrizadas.

Definimos el flujo andlogamente al de la seccion 4.5 y tendremos las mismas
particularidades que alli se presentaban, ademds de ser las curvas I soluciones de
nuestro sistema. Utilizaremos la misma notacion que alli.

Definicién 4.7.1. El conjunto de los puntos del plano (k,05 + k') y (k, 05 + k')
para todo k, k' enteros lo denotaremos por C.

Todos los puntos de C van a ser puntos criticos del sistema que buscamos cons-
truir.Siguiendo el mismo procedimiento podemos definir para todo (¢, ) la funcién
A(p, 0) igual que en el apartado anterior.

Observacion 4.7.1. Hacemos notar aqui que razonando igual que en la pagina 91,
la funcion A(yp,0) es de clase C? en R2\C.

Asi que nos falla la derivabilidad sélo en los puntos de C.
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Debemos desacelerar el campo en estos puntos en los que la derivada no esta
definida. Para ello multiplicaremos las funciones A y B que definen el sistema, por
una funcién escalar que se anulara solo en los puntos de C consiguiendo en ellos la
derivabilidad que buscamos.

Definicién 4.7.2. Introducimos las funciones necesarias para definir la ecuacion
diferencial.

A'(p,0) = A(p, 0) {1 + (% - 1)sen2(7rg)} {1 + (% —1) cosz(wg)}

d ’ d ’
B'(¢,0) = B(p,0) {1 + (d—é’; - 1)sen2(7rg)} {1 + (d—é’; ~1) COSZ(Wg)}
Proposicién 4.7.1. Las funciones A' y B' son de clase C?.
Demostracion: La prueba consiste en derivar las dos funciones anteriores respecto

de # tal y como se hizo en la pagina 91 y darse cuenta que en los puntos de C se
tiene que tanto A’ como B’ tienden hacia 0.

O

Planteamos ahora el sistema de ecuaciones:

% (0,0) = A'(p,0)

% (9,0) = B'(¢,0)
que tendra las mismas orbitas que:

G (0,0) = A(p,0)

% (9,0) = B(p,0)

salvo aquellas que caigan en un momento determinado en C. Tomemos M, de
M y n suficientemente grande para que M, no caiga C, con lo cual la érbita que
pasa por M, es recurrente y no trivial.

4.7.1 EIl ejemplo de Cherry.

Nos limitamos en esta seccion a hacer una recopilacion del resultado dado por
Cherry seis anos después del articulo de Denjoy [Den32]. El que hemos construido
nosotros anteriormente tiene una construccion sencilla, pero se basa en [Hal81] del
ano 1981.

Para las demostraciones de los resultados que seguidamente enunciamos, nos
remitimos a [PM82], paginas 181-188.
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Definicién 4.7.1.1. Diremos que un punto critico de un flujo ¥ es un repulsor si
no pertenece al a-limite de ninguna orbita.

Diremos que un punto critico es una silla si existen orbitas para las cuales dicho
punto esta en el a—limite y otras para las cuales dicho punto esta en el w—Ilimite.

Definicién 4.7.1.2 (campos de vectores de Cherry). Durante esta seccién
denotaremos por C al conjunto de campos vectoriales X definidos sobre R? que
satisfacen las siguientes condiciones:

1. X(z +n,y +m) = X(x,y) para todo (z,y) € R? y para todo (m,n) de Z2.

2. X es transversal a la recta {0} X R y tiene sélamente dos singularidades p y s
en el rectangulo [0, 1] x [0,1]. Ademads p es un atractor y s es una silla.

3. Existen dos numeros reales a < b < a+1 tales que si y € (b,a+ 1) entonces la
6rbita positiva de X que pasa por (0, y) interseca a la recta {1} X R en el punto
(1, fx(y)). Por fx denotamos a la aplicacién de Poincaré fy : Mo — M,

Por el contrario, si y € (a,b), la érbita positiva que pasa por (0,y) no corta
{1} x R y tiende hacia p.

4. limy_y, fy = 400 y limy_,,41 fy = +00.

A los campos vectoriales que satisfacen las condiciones anteriores los llamaremos
campos de Cherry.

La construccion del ejemplo de Cherry se basa en la constatacién de los siguientes
hechos:

Lema 4.7.1.1. El conjunto C es no vacio.

Lema 4.7.1.2. Eziste un campo vectorial de Cherry X que cumple dfx(y) > 1 para
todo ye (b,a +1).

Lema 4.7.1.3. Eziste un campo vectorial de Cherry X que cumple dfx(y) > 1 para
todo ye (b,a + 1) con ndmero de rotacion irracional.

De los lemas anteriormente enunciados se sigue el siguiente teorema:

Teorema 4.7.1.1. FExiste un campo vectorial Y de clase C'* sobre el toro con la
stguiente dindamica:

o Y tiene dos singularidades, una silla p y un punto mizto s.

o El conjunto W*(p) = {q € T* : p € wy(q)} es denso en T? y el conjunto
compacto A = T? — W*(p) es transitivo, es decir, una de sus orbitas lo tiene
como o y w limite.
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o Siqe W*(p)\{p}, entonces se tiene wy(q) =p y ay(q) C A.

o Friste un circulo 3 transversal al campo Y tal que ¥ N A es un conjunto de
Cantor.

Del teorema anterior deducimos la existencia de una érbita [' solucion del sis-
tema diferencial generado por el campo vectorial Y de tal manera que w(I') = A
y por la propiedad 4 se tiene que I' es recurrente, con lo cual tenemos el ejemplo
que deseabamos. No obstante la imagen geométrica no queda clara de este flujo,

presentamos por ello una figura donde ponemos de manifiesto la estructura del flujo
de Cherry.

o

/85/ |

Figura 4.2: El flujo de Cherry.

4.8 Suavizando flujos.

Por todo lo visto hasta ahora en esta seccién se percibe que hay un gran cambio
entre los flujos de clase C! y los de clase C? o mayor ya que los segundos limitan
mucho los conjuntos candidatos a ser minimales. Se trata ahora de ver qué pasa con
un flujo que no admita conjuntos minimales tipo Cantor sino que posea s6lo 6rbitas
periddicas, puntos fijos y el toro. Parece l6gico preguntarse si este flujo va a ser al
menos de clase C?, esta pregunta tiene respuesta negativa en general pero si se sabe
que el flujo va estar estrechamente relacionado con un flujo de clase C'**.

Estos resultados fueron estudiados por Carlos Gutiérrez en 1979, para revisar la
prueba de estos resultados que sélo enunciaremos nos remitimos al articulo original
[Gut79]. Antes de pasar al enunciado del teorema que da cuerpo a esta seccién
introducimos el concepto de equivalencia topolégica.
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Definicién 4.8.1 (equivalencia topolégica). Dada una superficie M? y dos flujos
® y ¥ definidos sobre ella, diremos que ® y Psi son topolégicamente equivalentes
si existe un homeomorfismo h : M? — M? que lleva drbitas de ® a 6rbitas de ¥
conservando la orientacién, lo cual quiere decir que para cada p € M? y para cada
d > 0 existe € > 0 tal que para cada 0 < t < 6 ho ®(t,p) = U(,h(p)) para algin
0<t<e.

Estamos en condiciones de enunciar ya el teorema de Gutiérrez que nos sera de
gran utilidad en el capitulo siguiente para suavizar flujos.

Teorema 4.8.1 (Gutiérrez). Sea ® : Rx M? — M? un flujo compacto sobre una
superficie M? de clase C®. Entonces existe un flujo ¥ de clase C' sobre M? que es
topoldgicamente equivalente a ®, ademds las condiciones siguientes son equivalentes:

1. Cualquier conjunto minimal de ® es trivial.
2. & es topolégicamente equivalente a un flujo de clase C?.

3. ® es topologicamente equivalente a un flujo de clase C'°.

4.9 Sistema dindmico con una 6rbita densa en TZ.

Hasta aqui nos hemos limitado a que el conjunto w-limite de una orbita inter-
seccion con M fuera un conjunto perfecto con interior vacio. No hemos tenido en
cuenta el caso de interior no vacio. Mostremos que se puede dar, con lo cual habre-
mos demostrado la existencia del conjunto minimal que se preveia en el teorema de
Schwartz.

Tomemos sobre M la funcién g(6y) = 6y + a que es continua y de clase C* con
nimero de rotacién «. Elijamos « irracional, con lo cual tendremos wy(f) = M
para todo punto 6 de M.

Usando el mismo tipo de argumentos que en las secciones 4.5 y 4.6 construimos
el mismo sistema:

{%«o, 0) = A(p, 6)
42 (,0) = B(p,0)

que poseerd todas sus érbitas densas en T2.
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4.10 Orbitas densas en una superficie compacta ar-
bitraria.

Se ha visto en la seccién anterior que existe un flujo en el toro que posee orbitas
densas en él. También sabemos que en la esfera esto no es posible seglin vimos en
el capitulo 1 y que en la botella de Klein tampoco por el capitulo 3.

Se plantea por tanto un estudio sobre las superficies compactas y conexas que
poseen un flujo definido sobre ellas con érbita densa y sobre aquellas que no lo
poseen. Asombrosamente todas las superficies compactas y conexas salvo la esfera,
la botella de Klein y el plano proyectivo poseen un flujo tal.

Este estudio estd basado en el articulo [ST88b]. No obstante quedan abiertas
cuestiones bdasicas como qué abiertos de una superficie compacta y conexa seran
transitivos (existird flujo con drbita densa en dicho abierto) y cuales serdn intransi-
tivos. En el citado articulo sélo se responde a esta cuestion en el caso que la frontera
del abierto esté formada por un nimero finito de curvas de Jordan. Recogeremos
esta cuestion en el capitulo reservado al w-limite en superficies y la resolveremos
dando una caracterizacién de dichos abiertos.

Pasamos ya a una exposiciéon somera de [ST88b]. Comenzaremos con un resul-
tado de geometria antes de entrar en el teorema que buscamos sobre la estructura
asintotica de los flujos.

Definicién 4.10.1 (superficie admisible). Diremos que una superficie diferen-
ciable de clase C" M?, es admisible si se puede definir sobre ella un flujo ¥ que
posea una orbita I' con w(T) = M2

Diremos que la superficie es admisible de clase C* con k < r si el flujo ¥ es de
clase C*.

Lema 4.10.1. 1. Si M? es admisible de clase C", L es un subconjunto numerable
y cerrado de M? y la érbita T' que tiene a toda la superficie por w-limite no
corta a L entonces M?\L es admisible.

2. Supongamos que M? y N2 son dos superficies diferenciables de clase C" y
[ M?* = N? una sumersion de clase C" de manera que N?\f(M?) es
compacta y con interior vacio. Entonces si M? es admisible también lo es

N2,

Demostracion: 1. La prueba de este resultado consiste en observar que si M2 es C”
admisible, entonces existe un flujo definido sobre M? con una érbita I' cuyo w-limite
es toda la superficie y cumple las condiciones del enunciado. Elegimos ahora una
funcién positiva h de clase C" que sea estrictamente positiva fuera de L y que se
anule sélo sobre los puntos de L. El nuevo campo vectorial definido sobre M?\L
multiplicando el de partida por la funciéon h posee a I' como una de sus érbitas y

ademds w(T') = M?\L.
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2. El resultado se establece haciendo un razonamiento andlogo al anterior. [

Definicién 4.10.2. Denotaremos por 7'(n) con n un nimero natural a la superficie
que se obtiene al quitarle a un toro n de sus puntos.

Observacion 4.10.1. El lema anterior junto con la definicion de T (n) y la seccion
4.9 nos dice que esta superficie es admisible de clase C*.

Aparte de los resultados que hemos enunciado ya, debemos observar que cual-
quier superficie compacta conexa y orientable, que no sea la esfera, se puede obtener
sumando conexamente un numero determinado de toros. En cuanto a las superfi-
cies no orientables de género mayor o igual que tres se pueden obtener como sumas
conexas de toros y una o dos bandas de Mobius.

En particular la superficie no orientable de género 2p se puede obtener como una
suma conexa de p — 1 toros y dos bandas de Mobius y la de género 2p + 1 como
suma conexa de p toros y una banda de Mobius. Para convencerse de estos hechos
nos remitimos al apéndice del capitulo del teorema de Schwartz.

Esta recopilacion de resultados nos ha dejado el camino abierto para probar el
teorema que queriamos demostrar:

Teorema 4.10.1. Cualquier superficie compacta y conexa excepto la esfera, el plano
proyectivo o la botella de Klein es admisible de clase C'™°.

Demostracion: procedamos primero a la prueba para las superficies orientables. En
este caso sdlo es necesario darse cuenta que existe una sumersion f : T'(2k) — M? en
la esfera de k asas de manera que M?\ f(T'(2k)) es la unién de k curvas de Jordan.
Por el lema 4.10.1 se obtiene el resultado.

En el articulo [ST88b] se anuncia la inmersién introducida como un hecho cono-
cido, lo unico que estad claro es que es intuitivo, de todas formas, en el capitulo 5
desarrollaremos un apartado dedicado a la geometria de las superficies compactas,
conexas y orientables, en particular la proposicién 5.3.1.3 tendra por consecuencia
este resultado de la inmersion.

Veamos ahora si podemos conseguir que cualquier superficie no orientable, com-
pacta, conexa y de género al menos tres sea admisible. Hemos visto que esta su-
perficie se puede ver como una suma conexa de k toros con una o dos bandas de
Moébius y cuya caracteristica serd y = 2 — 2k — i con 7 =1 6 2 segin tengamos una o
dos bandas de Md&bius; quitemos de la superficie las curvas ¥ centrales de la bandas
de Mobius y nos queda una superficie orientable (véase la figura 4.10) con frontera
formada por una o dos curvas de Jordan. La nueva superficie que tenemos seria la
misma que hubiésemos obtenido quitdndole a una superficie orientable de género k
uno o dos discos, con lo cual la superficie de partida es admisible.

En cuanto a la esfera sabemos por el capitulo dedicado al teorema de Poincaré-
Bendixson que no es admisible, por otro lado el teorema de Knesser demostro que la
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botella de Klein no es admisible. Por ultimo, el plano proyectivo no es admisible ya
que, si lo fuera se tendria levantando el flujo a la esfera que en ella existen abiertos

que son w-limites lo cual es imposible. O
B\X
a a
as ay 2 1
a N N a  ------- :9

a a

1 2 a1 s
e a
6\ 1 a2

az az az
cilindro

Figura 4.3: Operaciones sobre la banda de Mébius (B).






Capitulo 5

Estudio de los conjuntos w-limites en
superficies compactas y conexas.

5.1 Introduccion.

Vamos a abordar en esta seccién el estudio de los conjuntos w-limites en super-
ficies compactas, conexas y orientables. Hasta aqui lo tinico que habiamos visto
en estas superficies eran sus conjuntos minimales para flujos de clase al menos C?,
resultado conocido con el nombre de teorema de Schwartz que dio lugar al desarrollo
del capitulo 2. Posteriormente, en el articulo dedicado al trabajo de Denjoy mos-
tramos que los conjuntos minimales que Schwartz preveia aparecen efectivamente
ademés de otros de naturaleza mas complicada para flujos de clase C*.

Se trata aqui de dar un paso mas y hacer una recopilaciéon de los conjuntos que
pueden ser w-limites, de estudiarlos e intentar caracterizarlos. Alcanzaremos con
éxito dicha labor en el caso de w-limites generados por érbitas no recurrentes dando
una caracterizacion similar a la que se da para el plano, pero dicha caracterizacién
abre un problema de topologia, cual es dar descripciones mas sencillas de dichos
conjuntos o ver que no se puede refinar nuestra definicién.

Por otro lado tenemos las orbitas recurrentes, entendiéndose por recurrentes las
orbitas que se encuentran dentro de su w-limite. Dentro de estas haremos una nueva
separacién: aquellas en las que el w-limite tenga interior no vacio y las otras, con
w-limite con interior vacio.

Las de w-limite con interior no vacio llegaremos a clasificarlas de una manera
satisfactoria utilizando el flujo irracional del toro y sobre todo muchos argumentos
geométricos. En el caso de interior vacio se encuentran serias dificultades para la
descripcion topoldgica de estos conjuntos y s6lo alcanzaremos resultados parciales.
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5.2 w-limites de 6rbitas no recurrentes.

Tal y como indica el titulo de esta seccién vamos a estudiar aqui la estructura del
conjunto w-limite de aquellas 6rbitas I' que satisfagan la propiedad I'Nw(T") = 0. Se
trata de buscar una condicion similar a la que dimos en el capitulo del plano, pero
pronto observamos en este paralelismo que las cosas no van a ser traducibles direc-
tamente y vamos a estar obligados a encontrar condiciones ligeramente diferentes.

Para plasmar un poco todo esto empecemos recordando que en el plano un
conjunto F' era el w-limite de una érbita si y sélo si F' era la frontera de un abierto
conexo con complementario conexo o equivalentemente la frontera de un abierto
conexo simplemente conexo, ya que en R? se trata de nociones equivalentes. Si
intentamos reproducir la prueba de [BJ96] probaremos con éxito que para érbitas
no recurrentes su conjunto w-limite va a ser la frontera de un abierto conexo con
complementario conexo, pero si fijamos nuestra atencion en estos conjuntos pronto
vamos a evidenciar la existencia de conjuntos con esta propiedad que no pueden ser
w-limites.

Efectivamente, si dentro del toro tomamos uno de los dos abiertos A deter-
minados por dos meridianos diferentes, se tiene que A es un abierto conexo cuyo
complementario es conexo. Sin embargo tenemos que la frontera de A es no conexa
y por lo tanto no es un w-limite. La figura 5.1 refleja esta situacion.

>
>

- A

>
>

Figura 5.1: Abierto conexo con complementario conexo en T? y frontera no conexa.

Una vez visto este ejemplo parece l6gico plantearse si un w-limite sera una de
las componentes conexas de la frontera de un abierto conexo con complementario
conexo. En el ejemplo anterior, cada una de las dos componentes conexas pueden
ser un w-limite, pero tampoco va a ser esta la caracterizacion que necesitamos segun
se pone de manifiesto en la figura 5.2. En dicha figura hemos representado, en el
toro, la frontera (conexa) de un abierto conexo con complementario conexo. Sin
embargo, la frontera de dicho abierto no puede ser un w-limite.

Por lo tanto es preciso encontrar una caracterizacién mas restrictiva para un
abierto cuya frontera sea candidata a ser un conjunto w-limite. A tal efecto in-
troducimos la definicién de abierto conexo por caminos fronterizos. Antes de ello
presentamos la nocion de entorno de amplitud ¢ de la frontera de un conjunto.
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Definicién 5.2.1 (entorno de la frontera). Dado un abierto O con frontera FrO
y dado 6 > 0, definimos el conjunto Os como

Os ={z € O : d(z,FrO) < §}
Llamaremos a dicho conjunto entorno de amplitud § de la frontera de O.

Definicién 5.2.2 (Abierto conexo por caminos fronterizos). Dado un abierto
conexo O de un espacio métrico X, diremos que es conexo por caminos fronterizos
si existe una sucesion de componentes conexas (Cs, )nen C (Os, )nen tales que:

1. La sucesion (8, )nen es estrictamente decreciente.
2.05jCC(5i sig >1

4. FrC;s, DFrO.

Utilizando la definicion que acabamos de dar de abierto conexo por caminos
fronterizos vamos a dar la caracterizacién de w-limites generados por érbitas no
recurrentes en superficies:

Teorema 5.2.1. 1. Supongamos fijado un flujo continuo sobre una superficie
M2 D M? x R — M? y supongamos que tenemos una orbita ' del flujo
tal que I' Nw(l') = 0. Bajo estas condiciones se tiene que existe O, abierto
conexo por caminos fronterizos, tal que:

w(l') = FrO
2. Reciprocamente, si O es un abierto conexo por caminos fronterizos de M?

entonces existe un flujo ® : M? x R — M? de clase C*® y una érbita I' de
dicho flujo tal que w(T') = FrO.

Y

Y

Figura 5.2: Abierto conexo con complementario conexo en T? y frontera conexa.
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Demostracion: vamos a hacer solo la prueba del primer apartado. En cuanto al
segundo no podemos dar ninguna referencia, pero no la haremos por ser similar a un
resultado andlogo que daremos para R? en el siguiente capitulo y que demostraremos
alli. La razén de no realizar la prueba aqui es porque se necesitan unos resultados
previos que guardan relacién con los que se demostraran para la prueba del teorema
de Sidorov.

En cuanto a la primera parte, la prueba es realizar una similitud con lo que se
hacia en [BJ96] para el caso del plano. Detallémoslo, tomemos el conjunto A =
M?\w(T) y hagamos su descomposicién en componentes conexas:

A=Jo,

JjeJ

la curva I' debe encontrarse en una de las componentes conexas de A ya que I' N
w(T') = 0. Tomemos O como esa componente conexa. Estd claro que FrO = w(T');
ademds, al igual que en el caso de sistemas dindmicos planos se cumple que M?\O
es conexo.

Se trata ahora de ver que el abierto O es conexo por caminos fronterizos. Para
ver esto nos resta mostrar que satisface la condicion de la cadena de la definicion
5.2.2. Pero esto es claro tomando 9§, = % y para cada d,, Cjs, como la componente
conexa de Og, que contiene a [ a partir de un cierto instante de tiempo. O

Esto concluye la clasificacion topoldgica de los w-limites generados por 6rbitas no
recurrentes en superficies compactas, conexas y orientables. Una posible generaliza-
cion que se puede plantear es intentar que los puntos del w-limite no sean criticos,
ya que en nuestra construccién se vera en la seccion 6.4 que son todos criticos.

Haciendo una similitud con el plano y viendo toda la teorfa que en R? hay des-
arrollada, nuestro resultado estaria en un estado de evolucién similar al del teorema
de Vinograd, lo cual sugiere que se podran hacer mejoras sustanciales partiendo de
aqui, se tratara de ver que estructura puede admitir el w cuando metamos en él
puntos no criticos.

Por otra parte seria deseable desentranar la estructura de los abiertos conexos
por caminos fronterizos, surgen varias preguntas al respecto, por ejemplo ;Existird
algin conjunto conexo por caminos fronterizos de manera que para cada 0 dado Oy
tenga infinitas componentes? Realmente estos abiertos no se van a comportar tan
bien como los abiertos conexos simplemente conexos del plano, pero creemos que
casos tan extremos como los de la pregunta anterior no se van a dar. Daremos una
explicacion de estos hechos mas adelante a la luz de los resultados geométricos que
iremos desarrollando.
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5.3 w-limites con interior no vacio.

Vimos en el capitulo del contraejemplo de Denjoy que el toro podia ser un w-
limite y que por lo tanto los w-limites, al contrario que en el plano, no tienen por
qué tener interior vacio. Se abren a este propoésito varias preguntas basicas. Una de
ellas es si existiran w-limites con interior no vacio y que no rellenen a una superficie
completamente. Otra seria si cualquier superficie va a ser un w-limite de la cual ya
nos hemos ocupado anteriormente.

Estas dos preguntas tienen respuesta positiva y la demostracion la podemos
encontrar en el articulo [ST88b]. No obstante la respuesta no es totalmente satisfac-
toria ya que alli lo que se hace es deformar el flujo irracional del toro para obtener
flujos transitivos en cualquier superficie. Sin embargo no se entra en detalles sobre
los abiertos que seran transitivos y aquellos que no.

Utilizando algunas técnicas de [ST88b] y otro tipo de argumentos geométricos
vamos a conseguir desvelar cuando un abierto va a ser transitivo o no. Estudiaremos
y demostraremos los resultados especificamente para el toro y después haremos
una induccién sobre el género de la superficie para extender los resultados. Esta
induccién nos la permitira un lema de geometria que nos da el método para cortar
una curva de Jordan a una superficie de género n y modificarla convenientemente
para pasar a una superficie de género n—1. Damos paso a un apartado de contenido
geométrico.

5.3.1 Resultados geométricos sobre superficies.
Un estudio sobre la esfera.

La primera superficie que vamos a estudiar exhaustivamente es la esfera, puesto
que algunas cuestiones que nos plantearemos en el toro las traduciremos a la esfera
y como alli conocemos bien la estructura de los w-limites tendremos facilmente la
respuesta para el toro.

Nuestro objetivo en la esfera, que denotaremos por R% , es ver que dado un

abierto conexo U no trivial, ) # U # R%, y contrayendo a un punto las componentes
conexas del complementario obtenemos un espacio topolégico homeomorfo a R? .

Suponemos pues fijado el abierto conexo y no trivial U y denotamos a su frontera
por S. Descomponemos en componentes conexas los conjuntos:

S=Js

el

RN\(SUU) = U

jeJ
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Observacién 5.3.1.1. Debido a que R2 \U; es conezo se tiene que U; es simplemen-
te conexo y utilizando [Bur79], teorema 1.35, pdgina 32 y el teorema de la aplicacion
de Riemann ([Bur79], teorema 9.1, pdgina 293) se deduce que la frontera de cada U;
es conexa. En particular se tiene que para cada U; existe un S; tal que FrU; C S;.

Observaciéon 5.3.1.2. Definiendo C; como la union:

su J U

j:Fru;cs;

se tiene que el conjunto {C;}icr es la descomposicion de RE\U en componentes
CONETas.

Vamos a definir ahora una relacién de equivalencia ~y en R de manera que
dos puntos x e y estaran relacionados si y sélo si x = y o existe C; tal que z ey
estan simultdneamente en C;. Denotaremos por [z]; a la clase de equivalencia que
contiene a x y por Rgo,U al espacio cociente inducido por la relacién ~;. Por otra
parte la aplicacién 7y : RZ, — RZ_ ;; es la proyeccién que actia my () = [2]y.

Para abreviar la notacién denotaremos [A]y = |J,c4[7]v y por Ay al conjunto
de clases de equivalencia de los elementos de A. Es conveniente notar que mientras
que Ay es un subconjunto de RZ, ;; [A]y estd incluido en RZ .

Todo el desarrollo de este apartado va dirigido a probar que Rgo’U es homeomorfo
a R% . Para ello vamos a introducir varias nociones nuevas entre las que estdn las de
continuo y espacio de Janiszewski. Para ampliar o profundizar sobre esta exposicion
nos remitimos a [Kur68].

Definicién 5.3.1.1 (Continuo). Un espacio topoldgico serd un continuo si es Haus-
dorff, compacto y conexo.

Definicién 5.3.1.2 (Espacio de Janiszewski). Un espacio topoldgico X serd un
espacio de Janiszewski si posee las propiedades:

1. X es localmente conexo.
2. X es continuo.

3. Para cada par de continuos A;, Ay C X con A; N Ay no conexo, existen pun-
tos z,y € X\(A; U As) que no estdn simultdneamente contenidos en ningin
continuo de X'\ (A; U Ay)

Teorema 5.3.1.1. Un espacio topoldgico X es homeomorfo a R%, siy sélo si es de
Janiszewski, contiene mds de un punto y para cada v € X se tiene que X\{z} es
conezxo.

Demostracion: para la prueba ver [Kur68], pagina 531 (teorema fundamental) y
pagina 154. O
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Definicién 5.3.1.3. Diremos que una aplicaciéon f : X — Y es mondtona cuando
para todo conexo A de Y se tiene que f1(A) también lo es.

Teorema 5.3.1.2. 51 X es un espacio de Janiszewski, Y un Hausdorffy f: X =Y
una funcion continua sobreyectiva y mondtona entonces Y también es un espacio de
Janiszewski.

Demostracion: la prueba puede seguirse en [Kur68], teorema 9, pagina 507 asu-
miendo que Y es un continuo localmente conexo. Es necesario aplicar luego que si
f X — Y es continua, sobreyectiva y X es localmente conexo y continuo entonces
Y es localmente conexo y continuo puesto que Y es Hausdorff. La prueba de esta
afirmacién se encuentra en [Kur68], teorema 9, pagina 259. O

Proposicién 5.3.1.1. 1. R? ;; es Hausdorff.

2. RgO’U\{X} es conexo para cada X € Rgo’U

3. w;'(A) es conexo para cada conjunto conexo A € ]R?)O’U.

Demostracion: 1. Sean X,Y € ]RgO’U con X # Y, necesitamos encontrar entornos
disjuntos U(X) y U(Y) de X e Y (en R ;). Si X y/o Y es un punto de U
es inmediato, asumamos pues que X e Y son componentes de R% \U. Ya que
R2\U es compacto y Hausdorff, usando [Kur68], teorema 2, pdgina 169, se
prueba que X es la interseccion de todos los subconjuntos abiertos y cerrados
de R%2 \U que lo contienen (respecto a la topologia de R% \U). Por lo tanto
es posible encontrar conjuntos cerrados Ay B con RE\U = AU B y tal que
XCAYNB#0.

La conexién de cada componente C; de R2 \U conlleva que bien C; C A o bien
C; C B (en particular Y C B). Asi que existen abiertos disjuntos X C V,
Y C W con la propiedad de que cada una de las componentes de R% \U estan

incluidas en V' o W. Por tanto Viy y Wy son abiertos de ]Rgo’U y es suficiente
definir U(X) = Vi, U(Y) = Wy

2. Hacemos notar que cada U U C}; es conexo y también R2\C; = U U Ujrz; Cir-
En consecuencia RZ \X es conexo para cada X € RZ ;; lo que implica que
RZ, 7 \{X} es conexo por la continuidad de 7.

3. Esta propiedad se sigue del hecho que 7y es una aplicacion cerrada y que X es
conexo como subconjunto de R para cada X € R% ;; por [Kur68], teorema
9, pagina 131.

O

Teorema 5.3.1.3. RZ_; y RZ son homeomorfos.

Demostracion: resulta de la union de los teoremas 5.3.1.1, 5.3.1.2 y proposicion
5.3.1.1. O
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Como reducir una superficie de género n a una de género n — 1.

Como hemos mencionado antes investigaremos qué abiertos serdn transitivos y
cuales no por inducciéon sobre el género de la superficie en consideracién. Se hace
por tanto necesario pasar de alguna manera conveniente de una superficie de un
género dado a otra de género menor.

Esta reduccion se basa en el hecho intuitivo que relatamos a continuacién. Si
tomamos el toro y le cortamos un meridiano p se tiene que Fr(T?\p) = p. Si
ahora cortamos un entorno U alrededor de p limitado por otros dos meridianos
p1 Yy pe se tiene que Fr(U) = p; U py. Pegamos seguidamente dos discos sin que
intersequen entre ellos, uno a la componente p; y otro a p, obteniendo de nuevo
una superficie compacta, conexa y sin borde que se puede demostrar tiene género
menor, en particular se trata de una esfera. Es de gran utilidad revisar el capitulo
9 de [Hir88] (paginas 188-212) en el que se da una clasificacién diferencial de las
superficies o el apéndice del capitulo 2 de esta tesina donde damos un resumen de
dicha clasificacién. En cuanto a las técnicas de cortar y pegar aconsejamos una
lectura el apartado 8.2 del libro [Hir88], pdginas 184 y 185.

Nuestro propoésito en este apartado es dar rigurosamente este procedimiento y
hacer las demostraciones. Fijemos ya una superficie M? compacta, conexa y orien-
table de género n y por tanto caracteristica de Euler-Poincaré 2 — 2n (ver [Kin93],
pagina 108).

Tomemos sobre M? una curva de Jordan simple ¥ no homotépicamente nula que
s6lo supondremos continua y tomemos un entorno conexo U de vy de manera que y

divida a U en dos componentes conexas y que la frontera de U esté formada por dos
curvas de Jordan simples. A las dos componentes de U\~ las denotaremos por U; y

Us.

Realmente no vamos a quitar de la superficie los abiertos U; y Us; para pegar en vy,
y 72 dos discos porque seria dificil asegurar que podemos hacerlo sin que intersequen.
Por ello vamos a meter la superficie M? en R* de manera que podamos pegar estos
discos sin complicaciones de interseccion entre ambos. Hacemos notar que esto
es posible porque en principio por el teorema de clasificacién no hay problema en
suponer que M? vive en R?.

Consideramos una funcién continua sobre M?\y d : M*\y = R que cumpla:
L. para (z,y,2) € M*\(U1U7)  d(z,y,2) =0.
2. para (z,y, 2) € Uj se tiene el limite:

lim dxr,y,z) =1
(mvyaz)_>7a(myyaz)€U1 ( y )
Observacién 5.3.1.3. Utilizando el teorema de Whitney (ver el teorema 2.2.8,
pdgina 37) podemos considerar que la funcion d estd definida sobre todo el espacio
R? e incluso la podemos definir de clase C.
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Consideramos en R* el conjunto: N? = {(z,y,2,k) : (z,y,2) € M\yyk =
d(z,y,2)}.
Proposicién 5.3.1.2. N2 es una superficie difeomorfa a M?\7y.

Demostracion: para probar esta afirmaciéon es necesario hacer dos comprobaciones,
por una parte que N? es una superficie y por otra parte encontrar el homeomorfismo.

Actuaremos en el orden inverso, daremos primero el homeomorfismo, para ello
consideramos la aplicacién f : M?\y — N? definida por f(z,y, 2) = (z,y, 2,d(z,y, 2))
que es sin duda biyectiva. Veamos que también se trata de una aplicaciéon continua,
pero eso es claro ya que se trata de la restriccién de la aplicacién F:R? — R* que
asigna a cada (z,vy, 2) € R® el punto de R* (z,v, z,d(z,y, z)). Falta probar que f es
abierta. Para ver esto probaremos que la aplicacién f~! es continua, pero esto se
ve claro ya que f~! es la restriccién de la funcién continua G(z,y, 2, k) = (2,7, 2) a
N2,

Usando este homeomorfismo lo aprovechamos para darle estructura de superficie
a N?2. Ademds se cumple que si la estructura de M? fuera de clase C" se tendria

que N? tiene también estructura de clase C™ y en dicho caso son difeomorfas de
clase C". 0

Definicién 5.3.1.4 (suma identificando la frontera). Supongamos que Py @
son dos superficies con frontera y que existe un difeomorfismo f : 6P — 0@ entre las
fronteras de ambos. Llamaremos suma de P y ( identificando fronteras al espacio
topoldgico que se obtiene haciendo el cociente de P U @)/ ~s, donde la relacién ~g
viene definida como definimos a continuacién.

x ~g y siy solo si nos encontramos en uno de los casos siguientes:
l.z=y

2.z € 0P,y €0Q y ademds y =f(x).

3.2 €0Q,y € 0Py ademds x =f(y).

El espacio PUQ/ ~; no sélo es un espacio topolégico, sino que tiene estructura
de superficie diferenciable con estructura diferenciable compatible con las de Py Q).
El problema es que la estructura diferenciable de P U )/ ~s no es tnica, pero si
tenemos que, aunque se puedan definir dos estructuras diferenciables, la superficies
resultantes serian difeomorfas. (Ver teorema 2.1, capitulo 8, pagina 184 de [Hir88]).

Es interesante el caso en el que la frontera de las variedades se trata de curvas
de Jordan, entonces, la suma identificando la frontera recibe el nombre de suma
conexa. (Ver [Hir88], pidgina 189).

El objetivo ahora es compactificar A2 anadiéndole dos discos sobre cada una de
sus fronteras, que son curvas las curvas de Jordan i y 75, definidas como sigue:

nt) =), %)= (7(),0)
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Para ello vamos a hacer dos sumas conexas de S'\Cj con la superficie N2, haciendo
la primera suma con la curva 77 y la segunda con ~;. Donde Cj denota una region
compacta y conexa delimitada por una curva de Jordan difeomorfa a v y 75. A la
superficie diferenciable de clase C™ que obtenemos de esta manera la denotaremos
por M2 que serd compacta, conexa y orientable.

Definicién 5.3.1.5 (superficies reducidas). Dada una superficie compacta y
conexa M2, a la superficie que se obtiene del mismo modo que acabamos de describir
se le llamard superficie reducida de M? y la denotaremos como ya hemos dicho por
M2,

A la superficie N2 la llamaremos superficie reducida abierta de M? y al difeo-
morfismo f : M?\y — N? que hemos dado anteriormente lo denotaremos también

por fy.
Si hiciéramos una reduccién i-ésima reiterada de M? los conceptos que acabamos

de definir serian denotados por M%Z N? y el difeomorfismo por fy; y estard definido
como sigue:

favi s M2\ = NP

Observacion 5.3.1.4. Hacemos notar que para el caso 1 = 1 se tiene que Mfyi =

M2, fui= fu y N2 = N2,

Vamos a ver ahora que género de M? es una unidad menor que el de M?. De
este resultado no podemos dar referencias, por ello lo vamos a demostrar.

Proposicién 5.3.1.3. Si el género de M? es n entonces el género de M? esn — 1.

Demostracion: en nuestro caso, al tratarse de superficies orientables, si probamos
que la caracteristica de Euler-Poincaré de M? (y(M?)) es 2 — 2(n — 1) habremos
terminado, para ello debemos utilizar que x(M?) = 2 — 2n.

Tomemos primero una triangulacion de la superficie M de manera que cualquier
arista de la triangulacién que corte a 7y esté toda entera contenida en . Induzcamos
la triangulacién sobre N2 con la aplicacién fy de la proposicién 5.3.1.2 o de la
definicién anterior.

Ahora tomemos una triangulaciéon de cada uno de los dos casquetes de esfe-
ra (CS') que sumamos conexamente con N2 tomando la precaucién de que en la
frontera la triangulacion solo tenga vértices o aristas enteras y de manera que si
gi : 7; — Bi son los difeomorfismos entre las curvas de Jordan de la frontera de A/
y la frontera de cada uno de los casquetes de circunferencia considerados, se tiene
que g; conserva tanto vértices como aristas.

Ahora lo tenemos facil para computar la caracteristica de Euler-Poicaré de M?
utilizando las triangulaciones que inducen las de los casquetes y la de N? (inducida
a su vez por MZ). Pero antes vamos a tomar ciertos convenios para la notacion.
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Denotaremos por Cy al nimero de caras de la triangulacién de A2, Ay al de aristas

y Vi al de vértices. Sus andlogos en cada uno de los casquetes los denotaremos por
Ci, Ai, V; con ¢ = 1,2

Por otra parte, dentro de las aristas y los vértices hay algunos que son comunes
a dos variedades, el nimero de estos que son comunes lo denotamos por Ay .y
Vi en el caso de la superficie N? y por A; .y V. sus andlogos para cada uno de
los casquetes. Cambiando la ¢ del subindice por una n denotamos a las aristas y
vértices no comunes.

Observemos que:

1. Ay e =V

2. Ai.=Vi.

3. Vie=Vo, Aj.= Ay,

4. Aye= A+ Ay = 24;,.
5. Cp = Cl.

6. Vi =V + 3Vne

7. Ay =Axp + %AN,c-

Una vez fijada la notaciéon y con las observaciones que acabamos de hacer, se
tiene que:

X(MP) = Cu, — A, + Vi, =
Cy—Ay+Vy+Ci— A1+ Vi +Cy — Ay + Vo—
(_Al,c + ‘/l,c - AZ,c + ‘/2,0) -
1 1
Cm— Ap + Vg — §AN,C+§VN,C+01 — A+ Vi +C — Ay + Vo—
(_Al,c + ‘/l,c - AZ,c + ‘/2,0) -
X(M?) + x(CS?) + x(CSY) =
2-2n+141=2-2(n-1).

Con lo cual el género de M? es n — 1 como querfamos ver. O
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Contraccion de componentes en superficies de género superior.

Hemos visto en un apartado anterior que si tomamos un abierto conexo sobre
la esfera y contraemos las componentes conexas del complementario el espacio co-
ciente que se obtiene es topoldgicamente una esfera. Este resultado admite una
generalizacion a superficies de género mayor. El resultado es el siguiente:

Teorema 5.3.1.4. Sea M? una superficie compacta, conexa y orientable de género
n sobre la que tenemos definido un abierto conexo U. Si en U podemos definir n
curvas de Jordan mo homotépicamente nulas con interseccion vacia dos a dos, el
espacio M3 definido de manera andloga al caso de la esfera es homeomorfo a M?.

Demostracion: utilizando repetidamente n — 1 veces el lema 5.3.1.3 obtenemos des-
pués de hacer la relaciéon de equivalencia una superficie homeomorfa a la esfera.
Ahora invirtiendo el proceso de cortar y pegar, se tiene que M?% es homeomorfa a
la superficie de género n y por tanto a M?2. O

Abiertos conexos en el toro.

Necesitaremos saber la estructura de los abiertos del toro para demostrar los
teoremas que siguen. Se impone por tanto la necesidad de fijarnos y estudiar su
estructura. Basicamente vamos a distinguir dos tipos de abiertos conexos: aquellos
que son difeomorfos a un abierto del plano y los que no lo son. La distincién entre
ellos es muy sencilla de enunciar y se hace en base a las curvas de Jordan que sobre
el abierto se puedan definir.

Si nos fijamos en el plano, dos curvas de Jordan pueden ser o bien disjuntas
o bien han de tener un ndimero infinito o par de intersecciones (no contamos las
intersecciones que sean tangentes). Este hecho se puede constatar con el teorema
de la curva de Jordan. En cambio en el toro existen curvas de Jordan que pueden
intersecar en un solo punto. Otra diferencia sustancial es que en el plano una curva
de Jordan divide al espacio en dos componentes conexas, mientras que el toro esto
no es necesario.

Pues bien, en el toro vamos a basar la distinciéon de los abiertos en estas consi-
deraciones, en particular: habran abiertos que contengan dos curvas de Jordan que
intersecan en un solo punto y los que no las posean. Los segundos seran siempre
difeomorfos a abiertos del plano.

Teorema 5.3.1.5. Un abierto conexo O sobre el toro que no posea dos curvas de
Jordan intersecando no tangencialmente en un solo punto es un abierto difeomorfo
a un abierto del plano.

Demostracion: es necesario distinguir dos casos en la prueba, en el primero supon-
dremos que en O se puede definir una curva de Jordan v no homotépicamente nula.
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En este caso cortamos la curva v y nos queda el abierto O\~y dentro de T?\v des-
compuesto en dos componentes conexas (O, y Oy. Realizamos la suma conexa de
T?\y consigo misma y obtenemos en dicha suma (T?\7#T?\v) dos copias de O; y
otras dos de 0. Tomamos O= O; U 02, donde O, y O, son las copias de O1 y Oy
en T?\7#T?\y que poseen frontera comin y que es parte de la frontera por donde
hacemos la suma conexa. Claramente O es difeomorfo a O; U O, U~ y por lo tanto
es difeomorfo a un abierto del plano, ya que T?\y#T?\~ es difeomorfo a un cilindro.

En el segundo caso se tiene que en O no existe ninguna curva de Jordan ho-
motopicamente nula. En este caso tomamos una curva de Jordan no homotopica al
elemento neutro por la que cortamos el toro (no estara por tanto contenida den el
abierto O aunque si que puede cortarlo). Descomponemos en una cantidad nume-
rable de componentes conexas el abierto O\1.

Vamos a ordenar dichas componentes indizadas por los nimeros enteros, antes de
ello separemos la frontera 7 en dos copias utilizando el difeomorfismo f introducido
en el apartado de la reduccién del género. En realidad lo que estamos haciendo es
trabajar en la superficie reducida abierta N’ y las componentes conexas inducidas
por la aplicacion fy. El objetivo de esta astucia no es otro que el de tener para
cada una de las componentes de fi/(O\7y) dos tipos de frontera comin con las dos
copias de v en N.

Llamemos a las copias en las que se desdobla v por 7§ y 75 y ahora ordenemos
las componentes por la aplicacion h:

h : Z — Componentes de O\~

de manera que la imagen inversa por f de la frontera de for(h(n)) en 73 es comin
con la imagen inversa de fy(h(n + 1)) en 77.

Antes de continuar haciendo consideraciones sobre h acerca de la buena definicién
hacemos notar que el conjunto de partida pudiera no ser Z sino un subconjunto de
él, pero aqui nos situaremos en el caso en que el conjunto de partida es todo Z, que
es el caso mas dificil.

La aplicacion h estd bien definida por induccién. Ahora sélo nos queda por dar
el difeomorfismo entre el abierto O y un abierto del plano, para ello consideramos
una suma conexa de cilindros #,cyC y definimos el difeomorfismo entre O y un
abierto del cilindro como sigue:

gzO—)#nENC

a cada componente conexa h(n) de O\7 la llevamos al cilindro n-simo, de manera
que la aplicacion g es la identidad en cada una de las componentes y en la frontera
de dos componentes diferentes la aplicacién ¢ es trivialmente diferenciable. O

Este teorema también puede enunciarse en términos de homeomorfismos y lo
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utilizaremos en estos términos para algunos resultados que demostraremos sobre
w-limites.

Teorema 5.3.1.6. Un abierto conexo O sobre el toro que no posea dos curvas de
Jordan intersecando no tangencialmente en un solo punto es un abierto homeomorfo
a un abierto del plano.

Demostracion: la parte directa es una consecuencia del anterior. En cuanto a la
condicién suficiente, la prueba se basa al igual que antes en el teorema de la curva
de Jordan. m

Abiertos conexos en superficies compactas, conexas y orientables

.Serd cierto el teorema 5.3.1.5 en otras superficies orientables que no sea el toro?
La respuesta va a ser si y utilizaremos las mismas técnicas que antes. Puede que
el lector empiece a pensar que esta marana de resultados topologicos no conduce a
ningun sitio pero seran de gran utilidad en las secciones siguientes para probar el
teorema de estructura topoldgica de w-limites con interior no vacio en superficies.
Sera éste ya el ultimo resultado topoldgico antes de volver al tema central de la
tesina.

Teorema 5.3.1.7. Un abierto conexo O sobre una superficie compacta, conexra y
ortentable que no posea dos curvas de Jordan intersecando en un solo punto es un
abierto difeomorfo a un abierto del plano.

Demostracion: daremos las ideas principales para proceder a la prueba de este resul-
tado, que seran otra vez parecidas a las que hemos utilizado en el teorema anterior,
pero aqui actuaremos por induccion sobre el género de la superficie ya que tenemos
el resultado establecido para el toro. Consideramos igual que en la demostracion del
teorema 5.3.1.5 dos casos, en el primero suponemos que existe en O una curva de
Jordan no homotoépicamente nula y la prueba transcurre por los mismos cauces que
aquella. En el segundo caso consideramos que no existe una tal curva de Jordan y
tomamos una arbitraria por la que cortamos la superficie, nos podemos encontrar
ante dos posibilidades:

1. v no interseca al abierto O, en cuyo caso se tiene que O vive en una superficie de
género menor y por lo tanto por la hipétesis de induccion se tiene el resultado.

2. v interseca al abierto O. Aqui se procede como en el caso analogo de la prueba
del teorema anterior teniendo en cuenta la hipotesis de induccion.

0

Igual que en el apartado anterior, enunciamos la caracterizacion en términos de
homeomorfismos:
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Teorema 5.3.1.8. Un abierto conexo O sobre una superficie compacta, conexa y
orientable que no posea dos curvas de Jordan intersecando en un solo punto es un
abierto homeomorfo a un abierto del plano.

Una nota sobre los abiertos conexos por caminos fronterizos.

Habiamos dado el teorema de estructura topolégica de w-limites de 6rbitas no
recurrentes introduciendo el concepto de abierto conexo por caminos fronterizos. A
la luz de los resultados anteriores vamos a demostrar algunas de las propiedades de
estos conjuntos, en particular damos respuesta a la pregunta que nos planteabamos
sobre la infinitud de componentes en los conjuntos Os (es aconsejable tener presente
la seccién 5.2).

Proposicion 5.3.1.4. Dado un abierto O conexo por caminos fronterizos sobre una
superficie orientable de género g se tiene que el numero de componentes conexas de
Os es a lo sumo g+ 1 a partir de 6 suficientemente pequeno.

Demostracion: cortemos todas las curvas de Jordan de O no homotépicamente nulas
de manera que lo convirtamos en un abierto plano, lo cual es posible a la luz de los
teoremas precedentes. Cada vez que cortamos una curva de Jordan y pegamos dos
discos desciende el género de la superficie con la que operamos en una unidad y
el abierto inducido en la superficie reducida junto con los discos que pegamos va a
tener a lo sumo una componente conexa mas. Como mucho podemos cortar g curvas
de Jordan de manera que el transformado de O se convierte en un abierto plano con
a lo sumo g + 1 componentes conexas.

Por la condicién de ser O conexo por caminos fronterizos se tiene que una de
esas componentes O; cumple que FrQ;DFrO. Sabemos ademds que cualquier O; es
un abierto conexo simplemente conexo del plano y por lo tanto como cada una de
las componentes de O; estard dentro de un O; se tiene que a lo sumo tendremos
g+ 1. 0

Hacemos notar que la cota anterior no se puede mejorar ya que en el toro si
tomamos el abierto O = T?\7y donde 7 denota un paralelo cualquiera, se tiene
que para ¢ suficientemente pequenio Og tiene dos componentes conexas. Ejemplos
similares se pueden dar en la esfera de n-asas.

A la vista del teorema anterior podemos redefinir la nocién de abierto conexo
por caminos fronterizos de manera que sea mas facil de entender, vamos a ello.

Es conveniente recordar primero la definicién que dimos en la pagina 103, defi-
nicién 5.2.2. Aquella definicién va a ser equivalente a la siguiente segun los razona-
mientos que hemos hecho al principio de este apartado.

Definicién 5.3.1.6 (abierto conexo por caminos fronterizos). Dado un con-
junto O, abierto y conexo de un espacio métrico X, diremos que es conexo por
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caminos fronterizos si existe para cada ¢, = % una componente conexa Cy, de Oy,
tal que FrC;, DFrO.

5.3.2 w-limites con interior no vacio en el toro.

Haremos primero un estudio en el toro para poder luego dar el paso a superficies
de género mayor utilizando los resultados de los apartados anteriores. Vamos a pro-
bar en este apartado que un abierto conexo O junto con su clausura sera un w-limite
si y sélo si se trata de un abierto en el que podamos definir dos curvas de Jordan
no homotépicamente nulas que intersequen en un solo punto, es decir si y solo si no
es homeomorfo a un abierto del plano. Esta también serd una condicién necesaria
y suficiente en superficies compactas, conexas y orientables de género mayor.

En particular si tenemos un conjunto abierto O sobre el toro como en el parrafo
anterior, se tiene que las componentes de T?\O son todas ellas contractibles. Sin
embargo no sera una condicién necesaria en el resto de superficies. Para ello basta
observar (utilizando los resultados del apartado 4.10) que en el toro doble o la
superficie compacta de género 2 se tiene que el abierto O dibujado en la figura 5.3
posee complementario no contractible y sin embargo es transitivo.

>

Figura 5.3: Abierto transitivo en la superficie orientable de género dos con complementario no contrac-
tible.

Es mds, incluso en el toro la condicion del complementario contractible no va a
ser suficiente ya que si consideramos una banda enrollandose sobre el toro de manera
que cada vez se haga mas fina, el complementario de su clausura va a tener todas
las componentes contractibles y sin embargo no existe un flujo con una oérbita con
w-limite toda la banda.

Definicién 5.3.2.1 (abierto transitivo). Dado un conjunto O de una superficie
compacta y conexa, diremos que es transitivo si y solo si podemos definir un flujo
U : R x M? — M? de manera que posea una 6rbita I' tal que w(T') = O.

Observaciéon 5.3.2.1. Es facil deducir de la definicion que todo abierto transitivo
es necesariamente conexo.
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Vamos a probar el resultado anunciado sobre la caracterizacion de abiertos tran-
sitivos en base a las curvas de Jordan no homotépicamente nulas que podamos
definir, pero observemos que si no nos preocupara que el flujo fuera diferenciable el
resultado serfa inmediato, ya que T% es homeomorfo al toro (esto se puede ver cor-
tando el toro por una curva no homotopicamente nula contenida en O y utilizando el
resultado sobre las contracciones en la esfera que hemos presentado en un apartado
anterior de esta seccién). Desgraciadamente eso no es suficiente para poder inducir
en O flujos diferenciables.

Teorema 5.3.2.1. Un cerrado C sobre el toro con interior no vacio serd transitivo
sty solo st O = IntC' es conexo y dentro de €l se pueden definir dos curvas de Jordan
no homotépicamente nulas en T? de manera que intersequen transversalmente en un
solo punto.

Observacién 5.3.2.2. Intuitivamente se podria decir que necesitamos dentro de O
dos curvas de Jordan, una enrollindose sobre el eje del toro y la otra sobre el circulo
medio.

Demostracion del teorema: supongamos en primer lugar que C' es transitivo y vea-
mos que en O se pueden definir las curvas del enunciado. Para ello hacemos notar
que la curva I' que genere a C' como w-limite debe estar siempre contenida en O,
ya que si el flujo que hace O transitivo lo denotamos por la letra ¥ y la orbita
recurrente por I' = U(RR, z), se tiene que en algin instante ty ¥ (tg,z) = y € O.
Si se tuviera que en un instante ¢ U(t',y) = z ¢ O, tomando un abierto U, C O
entonces Wy (U,) = U, € O por la invarianza del w-limite. Y ademds por ser ¥y un
difeomorfismo se tiene que U, es un abierto y debe estar contenido en O, lo cual es
una contradiccion con el hecho de que z ¢ O.

Una vez demostrado que la érbita I' vive dentro de O mostramos primero que
hay definida en O una curva de Jordan no homotépicamente nula, para ello tomamos
un punto p de I' que por lo tanto pertenecerd a O, un entorno U, C O y una seccién
transversal(ver la definicién 3.2.3, pagina 65) dentro de U,. Al ser I' positivamente
recurrente, la curva I' cortara en un punto ¢ de la secciéon transversal tan cerca de p
como se desee. Tomemos la curva de Jordan formada por la restricciéon de ' entre
p vy ¢ unida con la seccion transversal entre ¢ y p. La curva X asi construida es una
curva de Jordan y ademas no es homotépicamente nula. Si lo fuera se tendria que X
descompone el toro en dos componentes conexas, una de ellas homeomorfa al plano.
Ademas la curva I' quedaria siempre en una de las dos regiones y seria imposible
que el w-limite fuera todo C.

Una vez vista la existencia de la curva Y no homotdpicamente nula, veamos que
existe otra curva ¥’ no homotépicamente nula y que interseca con ¥ en un solo
punto. Para ello tomemos un punto ¢’ en la seccién local que antes hemos tomado
de manera que p quede entre ¢’ y ¢. La semidrbita positiva de I' que parte de ¢ debe
cortar a la seccién transversal en un punto ¢” entre p y ¢’. Ahora, por el mismo
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tipo de argumentos que antes, la curva que se obtiene uniendo I" entre ¢ y ¢” con el
trozo de seccién transversal determinado por ambos puntos es una curva de Jordan
no homotépicamente nula. Sélo hace falta modificar un poco ¥ en el entorno U,
para que no interseque con Y mas que en un punto y se acaba esta parte de la
demostracion. La figura 5.4 pretende aclarar geométricamente la prueba.

Y= F|[P,QI] U [P, Q']

EI — F|[Q’,Q”} U [C)l7 QII]

> T

F, punto de O

Figura 5.4: Si ¥ 6 X' son homotdpicamente nulas, entonces F' ¢ w(T').

Vamos a ver ahora que la condicion es suficiente, para ello cortamos la superficie
por una curva de Jordan contenida en el abierto O y pegamos sendos discos obte-
niendo la superficie T? como ya se ha hecho en repetidas ocasiones encontrandonos
en la esfera. Pasamos nuestro abierto O a la superficie N2 por el difeomorfismo
fa v de aqui a T? anadiéndole a O, los dos discos con los que completamos N,.
Obsérvese que el abierto O, junto con los dos discos es conexo por la hipdtesis y por
lo tanto si contraemos las componentes conexas del complementario de O U U?:1 D,
en T? tenemos un espacio homeomorfo a S*.

Ahora recortamos los discos D; e identificamos su frontera obteniendo por lo
tanto que Tp es homeomorfo al toro y en consecuencia podemos definir sobre T
el flujo ¥ irracional del toro haciéndolo nulo en los puntos determinados por la
contraccién de componentes. El flujo ¥ induce un flujo continuo ® sobre T? que se
anula en cada una de las componentes de O¢ y que sélo tiene conjuntos minimales
triviales.

Utilizando ahora el teorema de Gutiérrez (ver teorema 4.8.1) se tiene que P es
equivalente a un flujo de clase C'*°; con lo cual introduciendo cartas convenientes
sobre T? el flujo ® serd de clase C™. O

Este teorema se puede enunciar en otros términos teniendo en cuenta el estudio
hecho sobre los abiertos conexos del toro. El enunciado es el siguiente:

Teorema 5.3.2.2. Un cerrado C sobre el toro con interior no vacio serd transitivo
sty solo st O = IntC' es conexo y no homeomorfo a un abierto del plano.
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5.3.3 w-limites con interior no vacio en superficies de género
superior.

De la caracterizacion de abiertos transitivos en general no tenemos conocimiento
de que haya hecho ningun estudio, salvo los resultados que dimos en la secciéon 4.10.
Lo que exponiamos alli era que cualquier superficie compacta conexa y orientable,
salvo la esfera, era un w-limite. Pero nuestro interés se centra en caracterizar cuales
de los abiertos seran transitivos y cudles no.

Si nos fijamos en el toro hemos encontrado que un abierto era transitivo si poseia
dos curvas de Jordan enrollandose una sobre el eje y la otra sobre el circulo medio.
Esta estructura da la suficiente movilidad como para construir una érbita densa
en el toro. Pues bien, la misma estructura dara la caracterizacién para superficies
orientables de género superior. Nuestro propoésito es el de probar este resultado.

A partir de ahora, en este apartado M? denotard una superficie compacta, co-
nexa y orientable de género n, siendo n > 1. Como ya vimos, cualquiera de estas
superficies es difeomorfa a una esfera con n asas. Recordamos graficamente lo que

se entiende por circulos medios y ejes de las asas en la esfera de género n (ver la
figura 5.5).

circulo medio del asa 3
G

eje de la primera asa

Figura 5.5: Circulos medios y ejes de la esfera de n asas.

Teorema 5.3.3.1. Un conjunto cerrado C sobre M? con interior no vacio serd
transitivo si y solo st O = IntC' es conexo y dentro de él se pueden definir dos curvas
de Jordan no homotdpicamente nulas en M? de manera que ambas intersequen en
un solo punto.

Observacién 5.3.3.1. Esta condicion nos dice intuitivamente que dentro del abierto
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vamos a tener dos curvas mo homotdpicamente nulas, una de ellas enrolldindose
alrededor de uno o varios ejes y la otra alrededor de uno o varios circulos medios.

Demostracion del teorema: procederemos por induccion sobre el género de la super-
ficie. Para género 1 la condicion es suficiente por el resultado ya probado en el
teorema 5.3.2.1. Se trata, en el caso general, de introducir un subconjunto abierto
y denso de O en una superficie de género menor.

Supongamos pues que hemos probado el resultado para superficies de género n
y queremos demostrarlo para género n + 1. Asi que tenemos una superficie M? de
género n + 1 y dentro de ella un abierto O con una estructura como se anuncia en
el enunciado.

Suponemos que en O no existe otra estructura como la del enunciado sin interse-
car a las dos curvas que suponemos existentes de partida. Si existieran, cortariamos
una () como en la proposicién 5.3.1.3, pegariamos sendos discos y tendriamos una
superficie de género menor con fy(O\7) transitivo y por lo tanto también O\y y O.

Distinguiremos ahora dos casos. En el primero suponemos que en O existe una
curva de Jordan no homotépicamente nula que no corte a ninguna de las dos del
enunciado. En el segundo caso supondremos que todas las curvas de Jordan simples
de O que podamos definir no homotépicas al elemento neutro del grupo fundamental
de M? cortan a una de las dos del enunciado.

Situémonos en la primera de las posibilidades, tomando la curva de Jordan -y
no homotdépica al elemento neutro, cortemos la superficie por dicha curva y en el
caso que dicha curva no divida a O en dos componentes conexas, peguemos sendos
discos tal y como se hizo en proposicién 5.3.1.3 obteniéndose asf la superficie M? de
género n. Segun se vio en aquella misma seccién O\ serd difeomorfo a fi (O\y),
pero pudiera suceder que O\ quede dividido en dos componentes conexas O; y
Oy y Oq contiene a las dos curvas que se cortan en un sélo punto. Como estamos
suponiendo que O no tiene ningin par de curvas de Jordan que se corten en un
solo punto, se tiene que O, es difeomorfo a un abierto del plano.

Pegamos sendos discos igual que antes y en aquel que quede junto a O; pegamos
una copia difeomorfa de O, que denotaremos por Os. Ahora, por la hipétesis de
induccién Oy UOQ es un abierto conexo en las condiciones del teorema y por vivir en
una superficie de género menor se tiene que es transitivo y por lo tanto O también
lo seré.

En cuanto a la segunda posibilidad, se trata de elegir una curva de Jordan -y
no homotoépica al elemento neutro, que no corte a ninguna de las anteriores del
enunciado (por lo tanto no puede estar entera contenida en O). Denotaremos por
0O, a la componente de O que contiene las dos curvas del enunciado y por O, al
resto. Como O, es un abierto del plano, podemos meterlo dentro de un disco,
Os, que pegaremos como antes junto al abierto f(O;). En M2 far(O;) U O, serd
transitivo y por lo tanto O también. O
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Al igual que en el toro, por el estudio que hemos hecho sobre los abiertos conexos
en superficies compacta, conexas y orientables, este teorema admite una reformula-
cién como sigue:

Teorema 5.3.3.2. Un conjunto cerrado C sobre M? con interior no vacio serd
transitivo si y solo si O = IntC' es conexo y no es homeomorfo a un abierto del
plano.

5.4 w-limites recurrentes con interior vacio.

5.4.1 Introduccion.

Vimos en el capitulo dedicado al contraejemplo de Denjoy la existencia de w-
limites con interior vacio generados por orbitas recurrentes sobre el toro. Se trataba
de un caso ain mas general pues el conjunto construido no era sélo un conjunto w-
limite sino que se trataba de un conjunto minimal. Estos w-limites han permanecido
hasta la década pasada muy poco estudiados y sélo antes Markley [Mar69a, Mar78,
Mar66] y Maier [Mai43] dedicaron estudios méas o menos profundos a este tema. Sin
embargo en sus articulos no se estudia la estructura de estos conjuntos sino que se
trata mas bien de contar el numero de érbitas recurrentes que puede tener un flujo.
Articulos de finales de los 80 [Oda89] tenian objetivos parecidos a los antiguos de
Markley y Maier.

Si sabemos en cambio por el trabajo que se ha hecho hasta ahora qué superficies
no pueden poseer érbitas recurrentes diferentes de orbitas periddicas. Por supuesto
que por el teorema de Poincaré-Bendixson generalizado en la esfera no cabe hablar
de este tipo de 6rbitas. En cuanto a las superficies de género uno, por un lado
tenemos el toro donde si existen estas orbitas y por otro se tiene el plano proyectivo
que no puede tener orbitas recurrentes no periddicas por ser su recubridor orientable
doble la esfera.

Si nos fijamos a las superficies de género mayor o igual a dos orientables es obvio
que pueden tener 6rbitas recurrentes pues estas superficies no son mas que sumas
conexas de toros, los cuales pueden poseer tales érbitas. Por ejemplo, si quisiéramos
construir una Orbita recurrente, no periddica con el interior de su w-limite vacio
bastaria construir el flujo en el toro con una o6rbita tal y sumar conexamente este
toro con otro constituido sélo de puntos criticos.

La superficie no orientable de género dos, en cambio, no puede tener una érbita
recurrente definida sobre ella a menos que ésta sea una érbita periédica. Sin embargo
para las superficies no orientables de género mayor si se da la existencia de orbitas
recurrentes con el interior de su w-limite vacio. El procedimiento es el mismo que se
ha definido para la superficie orientable de género mayor que uno pues las superficies
no orientables de género mayor que dos se pueden obtener sumando conexamente el
toro con bandas de Mobius.
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Este tipo de recurrencia ha mantenido en vilo el interés por el estudio de las
orbitas recurrentes en superficies durante toda la segunda mitad de siglo e incluso
su desconocimiento profundo ha dado lugar a que teoremas como el de estabilidad
estructural de Peixoto [Pei62] se fueran al traste, al menos en las superficies no
orientables. El articulo [Gut78b] explica por qué y establece dicho teorema para la
superficie no orientable de género tres, con lo cual el teorema de Peixoto es valido
en todas las superficies orientables y las no orientables de género menor o igual que
tres.

5.4.2 Limitando el nimero de w-limites generados por oérbitas
recurrentes.

Vamos a plasmar los resultados que hemos ido exponiendo rapidamente durante
toda la introduccion en este apartado, pero antes introducimos el concepto de érbita
recurrente no trivial sin interior.

Definicién 5.4.2.1 (Orbita recurrente no trivial sin interior). Diremos que
una 6rbita I' sobre una superficie M? serd recurrente sin interior si se trata de una
orbita que cumple:

o' Cuw(l)
e Intw(I) =0
e [' es una orbita no periddica.

e [ no es un punto critico.

Con esta notacién se tiene el siguiente resultado sobre las superficies que admiten
orbitas recurrentes sin interior.

Proposicion 5.4.2.1. e Todas las superficies compactas, conexas y orientables
salvo la esfera poseen un flujo con una orbita recurrente sin interior.

o Todas las superficies compactas, conexas y no orientables salvo la botella de
Klein y el plano proyectivo poseen flujos con orbitas recurrentes sin interior.

Hemos dicho en esta proposicién vagamente que estas superficies poseen flujos
sin especificar si pueden tener buenas propiedades de diferenciabilidad, por ello
queremos hacer notar brevemente que estos flujos pueden ser de clase C'*° ya que
vamos a poder construirlos con el mismo orden de diferenciabilidad que aquél del que
partimos en el toro. Si empezamos con el fluyjo C* de Cherry [Che38] introducido
en la seccion 4.7.1 tendremos que los flujos construidos en las superficies de género
superior son de clase C'*°.
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Otra observacién que debemos hacer al enunciado de la anterior proposicién es
si el numero de clausuras de orbitas recurrentes no triviales sin interior que tenemos
definido sobre la superficie puede ser mayor que uno. En principio el teorema nos
dice que existe una, pero no nos limita el nimero. El primero en limitar este nimero
fue Maier para las superficies orientables en [Mai43|, posteriormente Markley hizo lo
propio con las superficies no orientables en [Mar69a]. Pasamos a exponer el trabajo
de ambos.

Proposicion 5.4.2.2. Si x e y son dos puntos que generan orbitas recurrentes sin
interior en un flujo continuo sobre una superficie compacta y si y € w(l'y) entonces
w(l'z) = w(l'y)

Demostracién: como y € w(l'y) y w(I'y) es invariante se tiene que I'y C w(I';). La
inclusién contraria es bastante més complicada y nos remitimos a [Mai43]. O

Y ahora el prometido teorema que limita el nimero de w-limites diferentes ge-
nerados por érbitas recurrentes.

Teorema 5.4.2.1. Un flujo continuo sobre una superficie compacta, conexa y orien-
table de género p tiene como mucho p w-limites diferentes generados por orbitas
recurrentes sin interior. Ademds este numero es alcanzado por algin flujo.

Demostracion: se debe a Maier y se encuentra en [Mai43]. No conocemos la prueba
de Maler, pero este resultado se puede establecer cortando una curva de Jordan no
homotépicamente nula por cada uno de los w-limites generados por érbitas recurren-
tes sin interior. La curva de Jordan por la que cortamos la superficie puede que no
esté construida dentro del w, pero basta con que no interseque a los demas conjuntos
w-limites que entran en juego. De nuevo, jugando con la reduccion del género se
obtiene el resultado deseado.

Cuando decimos cortar, se sobrentiende que hay que multiplicar todo el campo
por una funcién escalar C'™° que sea siempre positiva y se anule inicamente en los
puntos de la curva cerrada considerada antes de quitarla.

En cuanto a ver que se alcanza con algin flujo la cantidad de p w-limites diferentes
se trata de utilizar que la superficie orientable de género p es la suma conexa de p
toros y el flujo de Cherry introducido en el capitulo del contraejemplo de Denjoy. [

Finalmente, Markley utilizé este resultado para las superficies no orientables, la
técnica consiste en levantar el flujo de una superficie no orientable a una orientable
por el recubridor de dos hojas, aprovechar el resultado anterior y traducirlo mediante
el recubridor a la superficie no orientable de partida. En [Mar69a] se establece el
siguiente enunciado:

Teorema 5.4.2.2. Un flujo continuo sobre una superficie compacta no orientable

. . -1 .. . Lo
de género p tiene como mucho [”T] w-limites diferentes generados por orbitas re-

currentes sin interior. Ademds este numero siempre se alcanza por algun flujo.
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5.4.3 EIl teorema de estructura de Gutiérrez.

Como hemos dicho en la introduccién de esta seccion hasta la década pasada las
recurrencias sin interior permanecieron sin estudiar en cuanto a su estructura, todos
los estudios iban dirigidos a dar ejemplos de que estas orbitas existian y donde mas
lejos se lleg6 fue con los resultados que limitaban el numero de w-limites generados
por estas 6rbitas. Fue Gutiérrez [Gut86] el primero en dar un teorema de estructura
para flujos con érbitas recurrentes sin interior.

Vamos a reproducir en este apartado su estudio sobre el teorema de estructura.
Antes de exponerlo diremos que efectivamente dicho teorema estudia las propiedades
de los flujos que poseen recurrencias no triviales; sin embargo advertimos de la
complejidad no sé6lo de la demostracién sino del resultado en si. Vamos a introducir
las definiciones previas.

Definicién 5.4.3.1 (pseudo-rotacién del circulo). Diremos que una aplicacién
E :R/Z — R/Z es una pseudo-rotacién del circulo si se cumple:

1. E es inyectiva.
2. E es diferenciable.
3. E esta definida en todo R/Z salvo, a lo sumo, en un conjunto finito.

4. |E'(x)] = 1 para todo & de Dom(F).

Definicién 5.4.3.2 (Cubrimiento de una pseudo-rotacién). Sea E : R/Z —
R/Z una pseudo-rotaciéon y 7' : R/Z — R/Z una aplicacién continua. Diremos que
T cubre a E si:

1. T es inyectiva.
2. Dom(T) es un abierto de R/Z.

3. Existe una aplicacién monédtona y continua h : R/Z — R/Z de grado 1 tal
que:
e h(z) eDom(E).
e Foh(x) =hoT(x) para todo x €Dom(T).

Definicién 5.4.3.3 (Suspensién de una pseudo-rotacién). Dadas aplicaciones
continuas 1"y F definidas como antes, denotamos por Ng a la superficie cociente
obtenida del conjunto

R/Z x [~1, I\{(R/Z\Dom(E)) x {1} U (R/Z\Dom(E 1)) x {~1}}
identificando los puntos (z,1) y (E(z), —1) para todo x €Dom(E).

Dado ahora un flujo ® continuo sobre la superficie Ng diremos que el par (®, Ng)
es una suspension de (T, E) si se satisfacen las condiciones:
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1. La curva R/Z x {0} es transversal al flujo ® y el conjunto de singularidades
de @ es o bien vacio o bien compacto.

2. La aplicacién de Poincaré R/Z — R/Z inducida por el flujo ® es (z,0) —
(T'(2),0).

Una vez introducida la notacién anterior podemos ya dar el teorema de estructura
de Gutiérrez. La demostraciéon se encuentra en [Gut86] y no la haremos por su
extensién y dificultad. Sin embargo quisiera hacer hincapié en que la prueba de
este teorema tiene un marcado corte geométrico pero aparecen ya algunas técnicas
analiticas a diferencia de los teoremas de las secciones anteriores de este capitulo
que tienen casi exclusivamente caracter geométrico. En particular se construyen
varios sistemas dinamicos discretos que luego se pasan a continuos en la prueba de
Gutiérrez.

Teorema 5.4.3.1 (de estructura, Gutiérrez). Sea ¢ : R x M? — M? un
flujo continuo sobre una superficie de clase C* entonces los conjuntos w-limites
generados por orbitas recurrentes no triviales son dos a dos disjuntos o coincidentes
y los denotaremos por 21, ...,Q,,. Para cada uno de ellos existe un abierto
conezxo V; C M? tal que las siguientes condiciones se verifican:

1. Sii# 7, VinV; =0. Ademds V; contiene todas las érbitas I' del flujo ¢ tales
que w(I') = Q.

2. Cada V; es una region de recurrencia asociada a );, lo que quiere decir que:

(a) Existe un circulo C; C V; transversal a ¢ intersecando a €; y para el
que la aplicacion de Poincaré T; . C; — C; cubre una pseudo-rotacion
E; : R/Z — R/Z que tiene todas sus orbitas densas y que no se puede
extender continuamente.

(b) Elpar (¢|v.,V;) es topoldgicamente equivalente a una suspension de (1}, E;).

c) La frontera F(V;) de V; solo contiene puntos fijos, trayectorias requlares
] Y g
conectando puntos fijos y una cantidad finita de segmentos transversales
que conectan puntos fijos.

Ademds no existe ningun arco de érbita de ¢ en V; conectando dos puntos
de F(V;).

3. Si V] es otra region de recurrencia asociada a ); entonces V; y V' son homeo-
morfas.

Si tenemos también que V; posee un numero finito de singularidades y cualquier
otra region de recurrencia asociada al w-limite €); no tiene el mismo numero
de puntos, entonces los flujos (¢lv;, Vi) y (¢lv:, Vi) son topoldgicamente equi-
valentes.
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4. Por dltimo el circulo C; se puede tomar de manera que o bien ; NC; = C; o
bien C; N §2; es un conjunto de Cantor.

Este teorema nos da mas bien una idea de cémo es el diagrama de fases de un flujo
que admita Orbitas recurrentes no triviales cerca de esas 6rbitas. Sin embargo no
sabemos si fijada una superficie de partida M? sobre la que definimos una estructura
similar a la anterior tendra un flujo ¢ que satisfaga las propiedades del teorema de
estructura, que es lo que pretendemos en nuestro estudio cara a la tesis. Sin embargo
en [Gut86] aparece ya un reciproco parcial que vamos a enunciar.

Definicién 5.4.3.4 (6rbita recurrente no trivial en un S.D.D.). Dada una
aplicacién f : R/Z — R/Z no necesariamente definida sobre todo R/Z y un punto
x €Dom(f), diremos que la érbita

0(z) = {f"(z) :n € Z}

es recurrente no trivial si 6(z) — 6(z) D 0(x)

Definicién 5.4.3.5 (conjunto minimal no trivial). Un conjunto no vacio y
compacto A CDom(f) se dice minimal no trivial si para todo x € A #(x) es no

trivial recurrente y 0(x) = A.

Teorema 5.4.3.2 (existencia). Sea £ : R/Z — R/Z una pseudo-rotacion que
tiene todas sus orbitas densas y que no se puede extender. Sea h : R/Z — R/Z una
aplicacion mondtona y continua de grado 1. Denotemos por C(E, h) el conjunto de
aplicaciones continuas que cubren a E mediante h. Entonces:

1. Para todo T € C(E, h) existe una suspension de (T, E).

2. Eziste T € C(E, h) llamada mazimal tal que Dom(T) = h~*(Dom(E)\ A(E, h))
donde

A(E,h) = {x € Dom(E) : h *(z) y h *(E(z)) estdn en biyeccion}

Ademds para todo T € C(E, h) se verifica:

~

(a) Dom(T) CDom(T)

(b) Ty T coinciden sobre el conjunto de las drbitas no triviales recurrentes
de T

(¢) La aplicacion T tiene drbitas recurrentes no triviales si y sélo si A(E, h)
tiene interior vacio.

3. Para T € C(E, h) son equivalentes:

(a) La aplicacion T y cualquiera de las suspensiones de (T, E) tiene drbitas
no triviales recurrentes.
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(b) h(Dom(T)) contiene un abierto denso de R/Z.
4. SeaT € C(E,h), entonces son equivalentes:

(a) La aplicacion T y cualquiera de las suspensiones (T, E) tienen conjuntos
minimales no triviales.

(b) La aplicacion h no es un homeomorfismo, el conjunto
S ={x € R/Z : h () interseca a Dom(T) y R/Z\Dom(T)}
es a lo sumo finito y Dom(T') D h="(R/Z\S). En particular A(E, h) = 0.

Sea T € C(E,h) y sea (P, Ng) la suspension de (T, E). FEziste un flujo ¢ :
R x M — M de clase C* sobre una variedad M de clase C*™ y sin frontera
tal que para algun conjunto F' wvacio o finito de puntos criticos de ¢ el par
(el sz M\F) es topoldgicamente equivalente al par (®, Ng).

Ademas, salvo cuando T tiene conjuntos minimales no triviales, el flujo se
puede tomar de clase C'™.

Estos teoremas poseen bastante informacién escondida por varios motivos, uno
de ellos es que a pesar del amplio enunciado se pierde una gran riqueza de resultados
geométricos que aparecen en las pruebas. Por otra parte en el resultado del teorema
de estructura se construyen de manera detallada las aplicaciones de Poincaré T; :
C; — C; mediante un proceso que ayuda a hacerse una idea bastante clara de los
flujos que estamos manejando. Lo que es sorprendente es que la estructura de estos
flujos no difiere mucho a la que vimos en el contraejemplo de Denjoy y el ejemplo de
Cherry que se construian sobre el toro; es mas, estos ejemplos son una consecuencia
trivial del teorema de existencia como se pone de manifiesto en [Gut86], seccién 6,
pagina 43.

Por otro lado creemos que estos teoremas junto con el teorema de Vinograd
generalizado que hemos dado en la primera seccién del capitulo suponen un filon
para investigar la estructura topoldgica de los w-limites.

Y es que por una parte, del teorema de estructura vamos a colegir algunos w-
limites de 6rbitas recurrentes no triviales sin interior pueden estar generado también
por oOrbitas no recurrentes y por tanto, por el teorema de Vinograd generalizado
tendremos que dicho w-limite se trata de la frontera de un abierto conexo por caminos
fronterizos.

El problema para terminar la caracterizacién de los w-limites seran aquellos que
estan generados unicamente por 6rbitas no recurrentes. Introducimos una definicién
para denotar a este tipo de 6rbitas.

Definicién 5.4.3.6 (6rbita esencialmente recurrente). Diremos que una érbita
' de un flujo ¥ : Rx M? — M? es esencialmente recurrente si es recurrente y ademas
no existe ninguna érbita ¥ no recurrente de ningin flujo ® (puede ser & = W) tal
que we(X) = wy () 0 ag(X) = wy (D).
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Fijemos de ahora en adelante un flujo ¥ : M? — M? que posea una Orbita
recurrente no trivial sin interior I', vamos a extraer la informacién que posee el
teorema de estructura de Gutiérrez.

En primer lugar, por dicho teorema tenemos una curva de Jordan transversal C'
que interseca al w-limite de la curva I y para el que se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

C LR C

| J»
AC) =R/Z 1=5 A(C)=R/Z.

se puede ver en [Gut86|, pagina 22 y siguientes que f es la aplicacién de Poincaré,

A(C) es la el espacio cociente obtenido de C' definiendo una relacién de equivalencia

en la que cada componente conexa de C'\w(I') forman una clase y h es la aplicaciéon
cociente.

Ademas se ve en la demostracion del teorema de estructura que:

1. fc es una pseudo-rotacion y f es un cubrimiento de fe.
2. El nimero de componentes conexas de C\w(I") es infinito.

3. f estd definida en todas las componentes de C'\w(I") salvo, a lo sumo, en un
numero finito de ellas.

Debido a que f es inyectiva y a que estd definida para una infinidad de compo-
nentes de C'\w(I') nos podemos encontrar ante dos posibilidades:

e existe alguna componente (A;) para la que todos los términos de una de las
sucesiones (f"(A;))n>; 01a (f7"(A;))n>; (con j entero arbitrario) son abiertos.
En este caso la 6rbita no puede ser esencialmente recurrente.

e Para cualquier componente (A;) las sucesiones anteriores siempre tienen un
término que no es abierto y que por tanto se reducira a un punto. Por ello
aqui el w-limite no va a ser la frontera de un abierto conexo, sino la frontera
de la unién de una cantidad numerable de abiertos homeomorfos a un disco
cada uno de ellos.

Corolario 5.4.3.1. Supongamos un flujo U continuo sobre una variedad 2-dimen-
stonal compacta orientable y conexa. Supongamos que dicho flujo posee una drbita
' recurrente no trivial y no esencialmente recurrente con Intw(I') = (). Entonces se
tiene que existe un conjunto conexo por caminos fronterizos O tal que w(I') = FrO.

Si la orbita I es recurrente sin interior pero esencialmente recurrente, entonces
w(T') es la frontera un abierto no conexo formado por la unién de un conjunto
numerable de discos.

Demostracion: se deduce de las consideraciones anteriores y del teorema 5.2.1. [
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5.5 Estructura topoldgica de los w-limites.

Esta seccion sélo tiene por objetivo ensamblar todos los resultados que se han
presentado sobre los w-limites para tener una vision general de ellos, no sera por tan-
to necesario demostrar nada ya que las pruebas se han ido haciendo en las secciones
precedentes. Vamos ya a enunciar el teorema.

Teorema 5.5.1 (estructura topolégica de los w). Sea M? una superficie com-
pacta, conexa y orientable sobre la que tenemos definido un flujo U continuo. Sea I’
una orbita de W, entonces ocurre una de las dos posibilidades siquientes:

1. w(7) tiene interior vacio en cuyo caso existen dos alternativas:

(a) Eziste un abierto conexo por caminos fronterizos O tal que w(I') = FrO.

(b) Eziste un abierto no conexo O union de una cantidad numerable de discos
sobre M? tal que w(l') = FrO.

2. w(v) tiene interior no vacio. En este caso existe un_abierto conexo O no
homeomorfo a ningin abierto del plano tal que w(I') = O.

Reciprocamente, cualquier frontera de un abierto del tipo al enunciado en 1.a va
a ser un w-limite de un flujo definido sobre M?. Y cualquier clausura de un abierto
de los enunciados en 2 va a ser un w-limite de un flujo de clase C" donde 1 es el
grado de diferenciabilidad de la superficie.

Este teorema da condiciones necesarias y suficientes sobre la estructura to-
poldgica de los w-limites salvo en el caso de las orbitas esencialmente recurrentes.
Por tanto, lo que nos queda pendiente para cerrar este problema es dar condiciones
suficientes sobre un abierto no conexo unién de discos para que sea un w-limite.
Dejamos este problema para posteriores estudios.

5.6 Un caso particular: el plano proyectivo (P?).

Vamos a estudiar en esta seccion los w-limites en el plano proyectivo intentando
utilizar todo lo que se sabe para la esfera, es por ello por lo que dedicamos un apar-
tado especial a esta superficie. Para llevar a cabo nuestro propésito serd necesario
levantar los flujos del plano proyectivo a su recubridor orientable doble: la esfera
y estudiar alli las propiedades. Es conveniente también estar familiarizado con el
plano proyectivo para los resultados que vamos a establecer.

La manera cldsica de ver a P? es una esfera de radio 1 centrada en el origen de
coordenadas de R? en la que se identifica cada punto con su antipoda, también lo
podremos ver como una circulo en el plano identificando la frontera como se pone
de manifiesto en la figura 5.6.
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Figura 5.6: Representacién plana del plano proyectivo.

Nuestro objetivo aqui es establecer un teorema del estilo de 1.6.6, pero antes
de ir tan lejos vamos a establecer el teorema clasico de Poincaré-Bendixson para el
plano proyectivo. Vimos ya en el capitulo dedicado al teorema de Schwartz, seccion
2.5.1, que para flujos de clase al menos C? se tenfa la generalizacién de Poincaré en
los siguientes términos:

Teorema (Poincaré-Bendixson en superficies orientables). Sea S un sistema
dindmico de clase C* definido sobre una superficie M? de clase C* compacta, conexa
y orientable. Sea y una drbita de S. Siw(y) no contiene puntos singulares, entonces
w(7) es una dorbita cerrada 6 w(y) =M? y M?*= T2,

y

Teorema (Poincaré-Bendixson en superficies no orientables). Sea S un sis-
tema dindmico de clase C? definido sobre una superficie M? de clase C? compacta,
conezxa y no orientable. Sea v una orbita de S. Si w(7y) no contiene puntos singula-
res, entonces w(y) es una drbita cerrada 6 w(y) =M? y M?=T>.

Nuestra primera meta va a ser debilitar la hipétesis C? y poder imponer tnica-
mente la hipétesis de continuidad al igual que en el plano.

Teorema 5.6.1. Supongamos que tenemos definido un sistema dindmico S de clase
C° sobre el plano proyectivo con flujo asociado:

U:Rx P?— P?

st I' es una orbita que no posee en su w-limite ningun punto critico, entonces se
tiene que w(I') es una orbita periddica.

Demostracion: serd necesario para seguir esta demostracion los resultados introdu-
cidos en la seccion 2.3. Para empezar levantamos el flujo ¥ a la esfera segin el
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teorema 2.3.1 y obtenemos el flujo:
¥:RxS*— S?

Tomamos x € I' una de las antiimdgenes = de = por la aplicacién recubridora.
La orbita ¥z cumple

p(w(Ez)) = w(p(Ez) = w(l's)

por lo tanto w(Xz) no tiene puntos criticos y por el teorema clésico de Poincaré-
Bendixson debe ser una érbita periddica, con lo cual también lo serd w(I') como
queriamos ver. O

Queremos recordar la definicion de conjunto k-realizable en el plano porque a
partir de ahora serd fruto de varias consideraciones. Por una parte sabemos que
si un conjunto C' es w-limite el plano proyectivo entonces levantando el flujo del
plano proyectivo a la esfera obtenemos un conjunto w-limite C' en la esfera tal que
p(é’) = (), siendo p la aplicacién recubridora. Sabemos también que existe un
abierto conexo, simplemente conexo O en la esfera tal que FrO=C, por otro lado
seria interesante ver que propiedades de conjunto k-realizable se conservan por la

aplicacién recubridora. Vamos ahora a investigar las propiedades de p(O) y su
relacion con C.

Definicién 5.6.1. Sea 1 < k < 400, sea G = {(I';,0;)}; una familia de pares de
curvas disjuntas sobre la esfera parametrizadas por una aplicacién ¢; de clase k
junto con una orientacién sobre la curva de manera que o; = [p;]. Sea S C R% un
conjunto disjunto de los I'; y denotemos Q= S U (U;I';). Diremos que (G, S) es un
conjunto realizable de clase k, si existe un abierto conexo, simplemente conexo O
de R% , 0# O+# R?, que satisface las siguientes condiciones:

1. Q =Fro.
2. Cada T'; es abierto en 2 y estd incluido en Fr(R% \(O U Q)).

3. (G, S) tiene una orientacién compatible respecto a O. Esto quiere decir que si
r=q;(t) €y, y=;(t') € I'; yc es un real positivo arbitrario suficientemente
pequeno, entonces o bien x +eNyj(t), y + Ni(t') pertenecen los dos a O, o
bien, x — eNyi(t), y —eNyl(t') estan los dos en O.

Evidentemente la tercera condicién de la definicién anterior no tiene sentido en el
plano proyectivo, sin embargo las dos primeras si y nos proponemos demostrar que
todo conjunto w-limite en el plano proyectivo serd la frontera de un abierto conexo
conexo O con complementario conexo. Ademads demostraremos que si el w-limite
posee Orbitas que no sean puntos criticos entonces cada una de esas 6rbitas es un
abierto en el w.
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Teorema 5.6.2. Supongamos dado un sistema dindmico S de clase C" sobre P?
con flujo asociado W : R x P? — P?. Sea I, la érbita de S que pasa por x, entonces
existe un abierto O conexo con complementario conexo de manera que:

1. w(l'y) =FroO
2. Cada orbita T'; de w(T'y) es abierta en w(L;).

Demostracion: levantamos el flujo ¥ a la esfera segin el teorema 2.3.1 y obtenemos
el flujo: )

U:RxS*—§°
ahora tomamos & como una de las dos antiimagenes de x por la aplicacién recubri-
dora p y para la 6rbita I'; se tiene que p(w(['z)) = w(Ty).

Por otra parte, sabemos por el teorema 1.6.6 que existe O abierto en S? conexo,
simplemente conexo tal que w(I';) = FrO. Elegimos O = p(O), que con esta defini-
cion se tiene que es conexo por ser la imagen continua de un conexo, ademas habra
que ver que P*\O es conexo y que O es abierto.

Empecemos viendo que O es un abierto, para ello veamos que para cualquier
punto y que elijamos de O se tiene que existe un abierto V,, C O, esto dltimo es
claro por la definicién de aplicacién recubridora. En cuanto a ver que P*\O es
conexo se basa en dos consideraciones, la primera de ellas es que I', se encuentra
dentro del abierto O, ya que I'; se encuentra en O, la segunda seria que O es el
abierto que se considera en la prueba de 5.2.1 y por el mismo razonamiento que se
hace alli P?\O también seria conexo.

La validez de la tultima afirmacion queda supeditada todavia a que se dé la igual-

dad FrO = w(l';). Por la eleccién hecha de O se tiene FrO =Fr(p(0)), asumiendo
que Fr(p(O)) = p(FrO) tenemos

FrO = p(Fr0) = p(w(Tz)) = w(T,)

Probemos ahora que Frp(O) = p(FrO), la inclusién del segundo miembro en el
primero es obvia, la otra inclusion es facil teniendo en cuenta que cada elemento de
O s6lo tiene dos antiimégenes.

Sélo queda ya ver que cada orbita I'; que no sea un punto critico es un abierto
de w(I'y), pero esto se deduce de la existencia de una érbita I'! en w(I';) tal que
p(I'Y) = I'; y utilizando que I'! es abierta en w(I'}). Hay que precisar esto un poco
todavia porque pudiera suceder que existan (f‘?)jeN tales que se acumulen en fll con

lo cual (p(f?)) se acumulan en I'; y no tendriamos el resultado.
jEN

1
7

2 I 1 ;
Suponemos pues que (I'?)jen se acumulan en I';, con lo cual I'j pertenecerfa al

w-limite de la érbita I'? y llegamos a una contradiccion ya que en el plano las 6rbitas
no criticas son abiertos.

O
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El siguiente objetivo seria remodelar la condicién tercera de conjunto k-realizable
de manera que tenga sentido en P? e intentar caracterizar los w-limites en el plano
proyectivo de una manera similar, se trata de un trabajo laborioso pues seria nece-
sario realizar un estudio similar al que se hace en [BJ96]. Continuaremos en este
trabajo cara a la preparacion de la tesis junto con la caracterizacion de los w-limites
en las demas superficies donde se encuentran los problemas de la recurrencia. Sin
embargo antes de acabar presentamos unos conjuntos que pueden ser w-limites por
la caracterizacién que dimos en la seccién 5.2. En principio aquel teorema nos ase-
guraba que podian ser w-limites pero no decia nada de las orientaciones, nosotros
conjeturamos aqui que pueden ser w-limites con las orientaciones marcadas.

Figura 5.7: w-limites en el plano proyectivo.






Capitulo 6

Abiertos transitivos de R".

6.1 Introduccion.

Hasta ahora hemos abarcado aspectos referentes a w-limites y a-limites en el
plano y en superficies compactas y conexas. So6lo hemos dado algunos resultados
generales en el primer capitulo sobre estos conjuntos, cuales eran la compacidad,
conexion y no trivialidad del w-limite.

Vimos la existencia de conjuntos w-limites con interior no vacio en las superficies
cuando expusimos el trabajo de Denjoy y durante el capitulo 5. En R® y en general
para R" con n > 3 existe una laguna de resultados sobre el estudio de los flujos para
valores del tiempo infinitamente grandes. Si se intenta extender la prueba o utilizar
las ideas que aparecen en [BJ96] varias dificultades aparecen.

Por un lado el teorema de la curva de Jordan que utilizamos en el primer capitulo
no tiene validez mas que en R?. En segundo lugar el teorema de la aplicacién de
Riemann también se utiliza en [BJ96] de una manera insalvable. Consecuencia de
los dos primeros escollos llega la tercera dificultad que serd la que dé cuerpo a este
capitulo.

Se afirmé en el corolario 1.5.1, pagina 19 que si una érbita corta a su w-limite
en sistemas dinamicos planos, ésta debe ser peridédica o un punto critico. Hemos
visto que esto no era cierto en el toro y por lo tanto, usando el teorema de Whitney
facilmente podemos encontrar un flujo en R® que tenga una érbita I no periédica y
distinta de un punto critico tal que I' Nw(I") # (. Este es el el tercer obstéculo que
se encuetra en una posible generalizacién de [BJ96]. A raiz de todo esto se plantea
de manera natural la existencia de w-limites en R* (n > 3) con interior no vacio.
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Referencias ttiles donde se hable de este tema son los articulos [Sid68], [Sid73],
[ST88a] y [ST88b]. En particular, en [Sid68] encontramos el teorema siguiente:

Teorema 6.1.1 (Sidorov). Para todo abierto conezo D de R" (n >) existe un flujo
en D topologicamente transitivo de clase C'*°.

Teorema que puede ser traducido al lenguaje de esta tesina como:

Teorema 6.1.2 (Sidorov*). Para cualquier abierto conexo D de R" (n > 3) existe
un flujo W de clase C* y una drbita T de ¥ tal que w(I')=D.

En todo este capitulo, a partir de ahora cada vez que no refiramos a R” sobren-
tenderemos que la dimension es mayor o igual a 3.

6.2 Preliminares.

Vamos a introducir en esta seccién algunas definiciones que serdn basicas para
la demostracion del teorema antes enunciado e igualmente daremos la demostracion
de algunos lemas necesarios para el desarrollo del capitulo.

Supongamos que en el espacio R” tenemos dada una curva simple [' de clase C'*®
parametrizada por la aplicacién v : [0, S] — R". Vamos a definir ahora la nocién de
entorno cilindrico de I' en R".

Definicién 6.2.1 (entorno cilindrico de I'). Llamaremos entorno cilindrico de
I' de radio 6 > 0 (con ¢ suficientemente pequeno) y lo denotaremos por Q(I',d) al
subconjunto de puntos x € R" que satisfacen para un s(z) € [0, S] las condiciones:

o |z —(s(x))] <9
o (x —y(s(z)))v (s(x)) =0 (producto escalar).

e Para cada x € Q(I',0) la asignacién x — s(z) es dnica y es una funcién de
clase C°.

Observaciéon 6.2.1. En principio la definicion anterior puede no estar muy clara
en lo referente a la eleccion de s(x) y en el porqué realmente el entorno cilindrico
esta bien definido. La razon de que todo ello funcione se basa en el teorema de
la funcion implicita. En particular la funcién f @ R* x [0,S] — R definida por
fx,y)= (x — v(y))Y (y) determina implicitamente la funcion s : Q(I',0) — [0, S].
La funcion f cumple ademds los requisitos (ver [Fer92], pdgina 137 y siguientes)
para que s sea de clase C'°.

La nocién de entorno cilindrico extiende a dimensiones superiores la vision fa-
miliar que tenemos de un cilindro, siendo ademas el eje del cilindro la curva I' no
necesariamente una recta.

Utilizando la similitud con los cilindros habituales, definimos:
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Definicién 6.2.2 (base). Dado un entorno cilindrico €2(vy, d) llamaremos base de
dicho entorno a cada una de las bolas n—1 dimensionales de radio ¢ y centros s~*(0)

y s H9).

Definicién 6.2.3 (superficie lateral). Dado el entorno cilindrico (v, ) llama-
remos superficie lateral de dicho entorno a la frontera de (v, ) quitando las bases
del entorno.

Observacién 6.2.2. Hacemos notar que un entorno cilindrico es un abierto de R™.

A continuacién, dado un abierto conexo D de R™ conteniendo a un entorno
cilindrico (v, §) y su frontera Q(v, d) vamos a construir un flujo en R* de clase C>
que contenga a y como una de sus trayectorias y puntos criticos fuera del entorno
cilindrico Q(v, §). Para este flujo, cada una de las trayectorias del interior de Q(, )
tiene como a-limite un punto critico de una de las base del entorno cilindrico y como
w-limite un punto critico de la otra base del entorno. Este resultado se utilizara en
repetidas ocasiones en el resto del capitulo.

Primeramente definimos sobre (7, ) el campo de vectores X : Q(y,0)— R
dado por X (z) = Z—Z(s(m))h(x), donde h es una funcién de clase C* sobre R que
satisface:

1. h(x) >0 Vz € Q(y,0).
2. h(z) =0 Vz € R*"\Q(v,9).

3. Si denotamos por h() a cualquier derivada parcial i-ésima de h, se tiene que
h®) (x) = 0 VYo € R*\Q(v, ) y para todo i € N.

Observacién 6.2.3. Teniendo en cuenta que la funcion g(t) = e se anula en
0 al igual que todas sus derivadas y que g, v, s y el producto escalar son C*, una
posible definicion para h seria:

o stz € R*"\Q(v, d)
Me) = { g[8 — o — A (s@))s(2)(S — s(x))] iz € Q. 8)

Extendemos el campo X a R" y a dicha extension la denotamos por X : R" —

R™. Para cada z € §(v,d) definimos X (z) = X (z) y para z € R*\Q(v,d) X(z) =0.
Counsideramos la ecuacién diferencial

dz
dat (p)

y el flujo asociado a dicha ecuacion segin se vio en el ejemplo 1.2.2. Dicho flujo lo
denotaremos por @ y estara definido en un abierto de R x R".

= X(p) (6.1)

Damos ahora un lema de topologia que necesitaremos en la prueba del teorema
de Sidorov.
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Lema 6.2.1. Sea D un abierto conexo de R". Supongamos que tenemos dentro de
D un nimero finito de entornos cilindricos {Q(7;, 8;) }.=F de manera que el extremo
inicial de cada (v;, d;) se encuentra dentro del extremo final de un Q(v;,6;) (7 < 1)
parai € 2,3, ...,k cumpliéndose ademds que las superficies laterales de dos entornos
cilindricos distintos no intersecan.

En estas condiciones se tiene que D\(U!Zr Q(7:,6;)) es conexo.

Demostracion: la prueba se basa en la constatacion de dos hechos bésicos. Por una
parte D es conexo por caminos por ser conexo y por ser R” localmente conexo por
caminos. Por otra parte hay que observar que [J*_, Q(v;, ;)\ U, Q(7, ;) es conexo
por caminos, lo cual es intuitivamente claro.

Con estos dos hechos constatados es facil demostrar que D\ (U=t Q(v;,6;)) es
conexo por caminos. Veamoslo.

Dados dos puntos = e y de D\ (U=} (7, 6;)) vamos a construir un camino co-
nectandolos. Por ser D conexo por caminos existe una curva en D que une z e y,
llamaremos a dicha curva a. Si a no corta a |J:=F Q(v;, 6;) habriamos acabado. En
caso contrario denotamos por z’ e ' al primer y dltimo punto de corte de a con

k
Fr(Uizo (i, 64))-
Segun hemos hecho notar anteriormente, podemos conectar =’ con ¥’ con una

curva f sobre la frontera Fr({J", Q(7,d:)). La curva que buscamos serd la unién
del trozo de « conectando x y z’ con [y con el trozo de o que conecta ' con y. [

Realmente no es este el resultado al que recurriremos en la prueba del teorema de
Sidorov, necesitaremos que el conjuto conexo sea D\ (U, Q(7;, 6;)), 1o cual también
es cierto:

i=k
i=

Lema 6.2.2. En las mismas condiciones que el lema anterior se tiene que D\(J,—;

Q(74,9;)) es conezo.

Demostracion: se trata de hacer un razonamiento similar al anterior, usando en este
caso, ademas del lema anterior, los siguientes hechos geométricos:

1. Existen ¢! > ¢; tales que los entornos cilindricos Q(~;, 0}) satisface:

Q(y,0) C Q(v,8) C D

2. Uf:o Q(vs, 09\ Uf:o Q(74,9;) es conexo por caminos.

3. la unién de los entornos cilindricos €2(7;, d}) estan en las mismas condiciones
que en el enunciado del lema 6.2.1
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Definicién 6.2.4 (conexo por caminos simples de clase C* ). Un subconjun-
to A de R" sera conexo por caminos simples de clase C* si cada dos puntos z e y
de A se pueden conectar con un camino simple de clase C'*°, siendo la derivada de
dicho camina no nula en todos sus puntos.

Necesitaremos también que el abierto del lema anterior sea no s6lo conexo por
caminos sino conexo por caminos simples de clase C°.

Proposicion 6.2.1. Todo abierto A conexo de R" es conexo por caminos simples
de clase C*.

Demostracion: la demostracién de este hecho se hace de manera similar a la prueba
de que todo abierto conexo en R" es conexo por caminos. Lo que permitia hacer
esa demostracion era la conexién local por caminos de R" (ver [Kur68], pagina 253,
teorema 2). Pero la propiedad local de conexién por caminos simples de clase C'*°
también la satisface R". Con lo cual procediendo de manera similar se obtendra el
resultado del enunciado.

Sélo hay que tener en cuenta para reproducir la prueba que no podemos unir ca-
minos preocupandonos sélo de la continuidad porque aqui juega un papel importante
la diferenciabilidad. Habra que reparametrizar eventualmente los caminos para que
en sus extremos no tengamos problemas con la derivabilidad y conservemos la clase
ce. O

6.3 El teorema de Sidorov.

Esta seccion esta dedicada a la prueba del teorema de Sidorov, la fuente de la
que se ha extraido es el articulo [Sid68].

Teorema 6.3.1 (Sidorov). Para todo abierto conexo D de R" eziste un flujo ®
sobre R" que posee una drbita I tal que w(I') = D.

Demostracion: consiste en construir la curva I' por etapas dando en cada una de las
etapas un flujo parcial que contenga al trozo de I' construido como orbita.

Introducimos una sucesién de bolas contenidas en D {0}, }72, tales que la sucesién
de sus radios {ry}3°, tiende hacia 0 y la sucesién de sus centros {C}}3°, sea densa
en D.

Si construimos un flujo de clase C'*° con una trayectoria que interseque a todas
Ok . i
las bolas 0}, tendremos el teorema demostrado. A partir de ahora, para probar esto
procederemos por induccién sobre k:

Para k = 1 tomamos una curva y; de clase C**° uniendo en D los centros Cy y C'
con trozos de extremos rectilineos. Esta construccion es posible ya que por el lema
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6.2.1 D es conexo por caminos simples de clase C'*. Sélo quedaria el problema de
los extremos rectilineos, lo cual se puede arreglar construyendo antes los extremos
rectilineos y luego conectando por una curva de clase C'*° dichos segmentos.

Tomemos ahora §; > 0 suficiente pequeno de manera que:

1. 0y < min{rg,r}

2. Q("}/l,él) cD

Construimos para 7, y el entorno cilindrico (7, d;) un sistema diferencial defi-
nido de manera analoga a 6.1:

% ) = xu(@) (6.2)

De entre todas las trayectorias del flujo asociado al sistema anterior 6.2 tomamos
un subconjunto abierto M; de trayectorias que intersecan oy y o, y cuyos trozos
iniciales y finales son rectilineos, entre ellas debemos coger también a la trayectoria
que coincide con la imagen de ;. Hemos construido en este primer paso una Orbita
[y (la imagen de ;) que interseca a oy y 07 y que es una 6rbita de un flujo sobre
R", lo cual concluye el primer paso de la induccién.

Supongamos ahora que después de m pasos hemos construido:

1. las curvas v; en D para i =1,2,...,m con trozos de extremos rectilineos.

2. los entornos cilindricos (7;, ;) con clausuras contenidas en D y tales que
D\ U, (v, 6;) es un dominio conexo por caminos simples de clase C*°.

3. los flujos de clase C* asociados a los entornos €2(7;, §;) de manera anéloga a
6.2 definidos por:

dz

%(x) = X;(z) parai € {1,2,...,m} (6.3)

Cumpliéndose ademas las propiedades:

1. Dos extremos cilindricos no pueden intersecar nada mas que en sus extremos,
donde el flujo sera rectilineo. Ademas los radios ¢; forman una sucesién de
reales positivos extrictamente decreciente.

2. El extremo rectilineo final de €(v;,d;) interseca con el extremo inicial de
Q(Yig1,0i41) 0 de Q(71,61), siendo los flujos X; y X411 o X; y X, paralelos
en dicha interseccion.

3. Parai > 2 el extremo rectilineo inicial de Q(7;, d;) interseca con el extremo final
de €(v;,9;) con j < iy los flujos X; y X, son paralelos en dicha interseccion.
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4. Para el flujo
dz “
Zw) = Xila) (6.4)
i=0

la frontera de | J;~, (v, d;) se compone de puntos criticos, mientras que las tra-
yectorias que pasan por puntos del interior de |J;" , (7, ;) son topoldgicamen-
te uniones de un numero finito de trayectorias de los flujos definidos en 6.3 con

w-limite un punto critico de la base de un Q(;, d;) y con a-limite un punto de
la base de Q(~,01).

5. La trayectoria [,,, del flujo 6.4 que comienza con 7, contiene a las trayectorias
v; e interseca a 0y, 01,...,0m,

6. M,, es un conjunto abierto de orbitas del flujo 6.4 que contiene a [,,.

Nuestro objetivo es construir una trayectoria [, que contenga a [, e interseque
a 0g,01,...,0m+1. NO s6lo eso, sino que [,,; debe estar construida de la misma
manera que [, a base de entornos cilindricos que satisfagan las mismas condiciones
que antes para 1 =m + 1.

Se plantean ahora dos posibilidades (eligiendo una reduccién de la bola oy si
fuera preciso):

o T N (U i, 61) =0
® 0,11 C Q,0;) para algin i € {1,2,...,m}

La construccién de [, es similar en ambos casos, con lo cual nos situamos en
el segundo:

Om+1 C Q(y,6;) para algin i € {1,2,...,m}

Ahora caben otra vez dos casos, el primero de ellos es que [, interseque a o, 1.
Ante tal eventualidad extraemos un subconjunto abierto M,y C M,, de orbitas
del flujo definido por 6.4 y que contenga a [,,. Elegimos v,,.1 = 0, X001 =0y
L1 = lin-

En el segundo caso se tiene que l,, N 0,,,1 = (). Elegimos un subconjunto abierto
de orbitas de M, conteniendo a [, y que no pasen por la bola de centro C,,,1 y
radio % y que denotaremos todavia por M, ;. Tomamos también un subconjunto
abierto de orbitas II,,,; de 6.4 que contengan aquella que pasa por C),;+1, que no
corte a M, 1 y que no contenga puntos comunes con las fronteras laterales de ningin
(74,0;). A la érbita que pasa por Cp,4q la denotamos por I, ;.

Construimos la curva v, 41 en D\ Ui, Q(7i, 6;) cuyo tramo rectilineo inicial coin-
cide con el tramo rectilineo final de [,, y cuyo tramo rectilineo final coincide con el
tramo rectilineo inicial de [;, ., que estd en la base de Q(vy,01). Elegimos 0541
cumpliendo:
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0< 5k+1 < (Sk

dk+1 es suficientemente pequeno para definir el entorno Q (Y41, Omy1)-
e el tramo inicial de Q(V11,0m11) pertenece al tramo final de M,,.

el tramo final de Q(V11, 0mi1) pertenece al tramo inicial de II,,1.

Q(Ym+1,0m+1) 1o tiene puntos comunes con |J;-, (v, ;) mas que en los ex-
tremos de uno o dos entornos cilindricos.

Construimos ahora el flujo (m+1)-ésimo definido a partir del sistema diferencial:

—@) =2 Xi() (65)

donde X,,;; es un campo de vectores definido similarmente a 6.2. Como trayectoria
[;ne1 tomamos la trayectoria de 6.5 que contiene a [, y que serd, segin nuestra
construccion, la unién l,, Uyp41 UL, ;. Tomamos ahora un abierto M,,,; formado
por 6rbitas soluciones de 6.5 conteniendo a [, 1.

Estas definiciones justifican el paso inductivo del flujo m al flujo m + 1, que esta
en las mismas condiciones que se satisfacian para m. Por lo tanto obtenemos un
flujo sobre R" definido por:

dz >
a0 =X (6:5)

El flujo 6.6 posee una 6rbita con soporte | J;°, I, que corta a todas las bolas oy,

como queriamos demostrar.

Hacemos notar antes de terminar que la serie anterior esta bien definida porque
cada z € R"” sélo puede pertenecer simultdneamente a dos entornos cilindricos, lo
cual justifica también que la suma sea de clase C*°. O

6.4 Una caracterizacion de w-limites generados por
orbitas no recurrentes.

El objetivo de esta tesina es caracterizar los conjuntos w-limites, o al menos,
decir todo aquello que conocemos sobre estos conjuntos. Ya hemos hablado de las
dificultades que entranan dimensiones superiores a 2. Conscientes de la dificultad
que conlleva un resultado general del estilo al de Vinograd y por otro lado animados
a dar un resultado del mismo tipo vamos a limitar nuestro ambito a oOrbitas no



6.4 UNA CARACTERIZACION DE w-LIMITES GENERADOS POR ORBITAS NO
RECURRENTES. 143

recurrentes. Dejaremos el estudio de las recurrentes para la siguiente seccion donde
utilizaremos el resultado anteriormente demostrado de Sidorov.

Es necesario recordar la definiciéon de abierto conexo por caminos fronterizos y

de entorno de la frontera para dar el teorema de estructura:

Definicién 6.4.1 (entorno de la frontera). Dado un abierto conexo O de un
espacio métrico X, denotaremos por Oy al conjunto:

{z € O : distancia(x, FrO) < §}
Y por Cs denotaremos a una componente conexa de Os.

Definicién 6.4.2 (abierto conexo por caminos fronterizos). Dado un abierto
conexo O de un espacio métrico X, diremos que es conexo por caminos fronterizos
si existe una sucesion de componentes conexas (Cs, )nen C (Os, )nen tales que:

1. La sucesién (dy,)nen es estrictamente decreciente.
2. Cy, C Cy sij>i

3. lim, , 0, =0.

4. FrC;s, DFrO.

Observacién 6.4.1. FEsta definicion de abierto conexo por caminos fronterizos deja
todavia un amplio campo de estudio sobre su caracterizacion, digamos al menos que
cualquier bola de R™ es un abierto conexo por caminos fronterizos.

Teorema 6.4.1 (Vinograd generalizado). Dado un sistema dindmico continuo
sobre RY, definido por un sistema diferencial de clase C* (k € {0,1,..., 00}) y dada
una orbita no recurrente I' de dicho sistema, se tiene que w(L') es la frontera de un
abierto conexo por caminos fronterizos.

Reciprocamente, dado un abierto conexo por caminos fronterizos O podemos de-
finir un sistema dindmico continuo derivado de un sistema diferencial de clase C'™
en R con una dérbita T tal que w(I') = FrO.

Observacién 6.4.2. Por un sistema diferencial de clase C° entenderemos aquel que
esté definido por funciones continuas y localmente lipschitzianas.

No tenemos ninguna referencia para este teorema, pero su prueba en lo referente
a la implicacion directa estd inspirada en el teorema principal del articulo [BJ96].
En cuanto a la reciproca sigue arqumentos similares al teorema de Sidorov.

Demostracion: veamos la primera afirmacién. Sabemos por las propiedades genera-
les que vimos en el primer capitulo, que w(I') es conexo, compacto y no vacio, por
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lo tanto A = R% \w(I') es abierto. Silo descomponemos en componentes conexas se

tiene:
A={]Jo;
icl
Por los resultados generales de topologia, se tiene que Oy son conjuntos abiertos de
R . De entre ellos, habrd un O; que contenga a la érbita I' ya que w(I') NI = 0.
Dicha componente conexa sera nuestro O.

Comprobemos que efectivamente O es un conexo por caminos fronterizos. Por la
eleccion que hemos hecho ya es conexo, por otro lado tomando la sucesiéon numérica
Op = % y asocidndole a cada d; la componente conexa Cj, que contiene a [' a partir
de un cierto instante de tiempo, construimos la sucesion (Cj, )nen que buscabamos.

Vamos a demostrar ahora la segunda parte del teorema, para ello supongamos
fijado el abierto conexo por caminos fronterizos O. Segun la proposicion 6.2.1 te-
nemos que O es conexo por caminos simples de clase C'*°. Emulando las ideas de
Sidorov y en parte las de [BJ96] tomamos un conjunto numerable de puntos en O,
que denotaremos por {P;};cny vy un conjunto de bolas de centros P; y radios r;, que
denotaremos por ;. Estos elementos deben satisfacer ademas:

e La sucesion (dist(P;, FrQ)), . es mondtona estrictamente decreciente y con
limite 0.

e 0; C O para todo 1.

e La sucesién de los radios de las bolas o; es estrictamente decreciente y tiende
hacia 0.

Para la prueba del teorema bastard con construir un flujo que contenga una
orbita intersecando a todas las bolas 0;. Este proceso de construccién es similar al
del teorema de Sidorov y se hace por induccién.

Para comenzar construimos una 6rbita v; simple de clase C'"*° en O uniendo los
puntos Py y P; con extremos rectilineos. A partir de ella construimos el entorno
cilindrico (7, ;) de manera que 6; < r; y el flujo asociado al sistema diferencial
que se define igual que en 6.2.

Supongamos que después de m pasos hemos construido las curvas v, vo,...,%m,
sus entornos cilindricos asociados €(;, ;) y los campos de vectores X; tal y como se
hizo en 6.2, siendo la interseccion de dos cilindros vacia o como mucho los extremos
rectilineos. Ademads la sucesion finita de J; estrictamente decreciente y de manera
que la unién [J!"7; sea una orbita del sistema dindmico definido por:

dz -
=D
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La érbita (-, v; interseca a las bolas g, 01, ..., 0, su a-limite pertenece a la
base de (71,01) y su w-limite a la de Q(v, 0p)-

Procedamos a la construcciéon de 7,41 y del sistema dindmico que posea una
orbita conteniendo a |J;",7% ¥ Vm+1, de manera que interseque ademds a opy1.
Para ello construimos una curva uniendo el extremo final de ,,,, con el punto
P, 1, de manera que el sus extremo final sea rectilineo. Por otra parte exigimos que
la curva 7, unida a 7/, sea una curva simple de clase C'°. Definimos ahora 7,1
como la curva que se obtiene de unir el extremo rectilineo final de v, con v;, ;.

Elegimos 6,,,1 un real positivo menor que 9,,, de manera que esté bien definido el
entorno cilindrico Q(7,,41, 0m+1) ¥ que esté contenido en O. Definimos el campo de
vectores X,,,+1 como en 6.2 y el flujo (m + 1)-ésimo dado por el sistema diferencial:

m+1

dz
2@ =Y Xiw)

1=0

. 1 1 : :
el cual tendrd a Uf:g v; como Orbita. Hemos dado satisfactoriamente el paso m-
ésimo de la induccién, con lo cual tiene sentido plantearse el sistema diferencial
ce:

dz >
@ = L)

que tendrd una drbita formada por la unién (J;, v; que concluye el teorema.

Hacemos notar que la condicién de la cadena de la definiciéon de abierto conexo
por caminos fronterizos se ha usado implicitamente. Dicha condicién es necesaria
para que la orbita que vamos construyendo inductivamente no tenga puntos de
acumulacion fuera de FrO. O

Un problema que sale de este teorema seria ver si los abiertos conexos por cami-
nos fronterizos son abiertos conexos con complementario conexo. La intuicién nos
dice que la respuesta es afirmativa, pero todavia no hemos encontrado una prueba
satisfactoria. En cambio en el plano si que se da este resultado, pero alli es una
consecuencia trivial del teorema de la aplicacién de Riemann.

Recordamos que en el capitulo anterior apelabamos a esta demostracion en la
parte referente a la construccion del flujo y deciamos que se podia repetir exacta-
mente en el contexto de las superficies. Esto es posible hacerlo ya que las superficies,
al igual que R" son localmente conexas por caminos fronterizos.

Corolario 6.4.1. S! es el w-limite de una érbita solucion de un sistema diferencial
auténomo de clase C* definido en R3.

Demostracion: es una consecuencia inmediata del teorema anterior y la observacion
6.4.1. O
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Corolario 6.4.2. R? es el w-limite de una drbita solucién de un sistema diferencial
auténomo definido en R3.

Demostracion: tenemos la posibilidad de hacerla directamente repitiendo los mis-
mos pasos que la demostracion del teorema de Vinograd generalizado o utilizar la
proyeccion estereografica f : S* — R® para pasar R? a S3, utilizar alli el teorema
anterior y pasar el sistema a R®* mediante f. O

6.5 Una caracterizacion de w-limites generados por
orbitas recurrentes.

En esta seccion se trata de dar un teorema de estructura similar al teorema
6.4.1 sobre los conjuntos w-limites generados por érbitas tales que I' N w(T) # 0.
Desgraciadamente no podemos decir nada para el caso en el que el w-limite sea
de interior vacio y nuestro teorema sélo va a abarcar el caso de interior no vacio.
Enunciémoslo ya:

Teorema 6.5.1 (estructura del w-limite con interior no vacio). Dado un
sistema dindmico continuo sobre R* definido por un sistema diferencial de clase C*
(k € {0,1,...,00}) y dada una orbita recurrente I' de dicho sistema que satisfaga
Int(w(T))#£ 0, se tiene que w(T') es la clausura de un abierto conezo.

Reciprocamente, dado un abierto conexo O podemos definir un sistema dindmico
continuo derivado de un sistema diferencial de clase C*° en R" con una drbita ' tal

que w(I") = ClO.

Demostracion: La segunda afirmacion no es mas que el teorema de Sidorov, que se
prob6 anteriormente en la seccién 6.3.

En cuanto a la primera, tomemos O=Intw(I"). La curva I' debe encontrarse
forzosamente en O y por ser w(I') cerrado, se tendrd OC w(I'). Y por otro lado
wl)=TCO. O
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