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Introducci�on.

A lo largo del siglo XVIII los matem�aticos fueron comprendiendo que era im-
posible integrar la mayor��a de ecuaciones diferenciales que se pudieran plantear,
algunas tan importantes como las relacionadas con la estabilidad del sistema solar y
la mec�anica en general, que se encontraban planteadas desde el comienzo del c�alculo
diferencial en los Principia de Newton.

Una vez demostrados los teoremas de existencia y unicidad de Peano y Picard
y contrastada la di�cultad de resolver expl��citamente las ecuaciones, se fue impo-
niendo poco a poco la �losof��a de estudiar las propiedades de las soluciones sin
intentar calcularlas. Los grandes pioneros de esta nueva forma de ver el problema
son Lyapunov y especialmente Poincar�e, si bien no fueron los primeros.

Los primeros escarceos de esta teor��a iban destinados al estudio cualitativo local
de las soluciones en el que se encuadra la obra de Lyapunov. M�as tarde, la publica-
ci�on en 1890 de la memoria de Poincar�e sobre el problema de los tres cuerpos supuso
el espaldarazo de�nitivo a una nueva teor��a que se hac��a hueco en el estudio de las
ecuaciones diferenciales, se trata de la teor��a cualitativa global de estas ecuaciones.

El m�erito de Poincar�e es el de dejar de un lado los interesantes aspectos locales
para no despreciar la evoluci�on de las soluciones con valores del tiempo grandes.
Cuestiones bastante interesantes para todas las ciencias que estudian parte de sus
fen�omenos con ecuaciones diferenciales. Preguntas de ecolog��a sobre la extinci�on o
no de una especie o la colisi�on de dos planetas en astronom��a justi�can este inter�es
de Poincar�e sobre el estudio asint�otico de las soluciones.

A pesar de considerarse a Poincar�e el creador por excelencia de la teor��a cualita-
tiva, no son los suyos los primeros resultados cualitativos globales publicados. Ya en
1836 J.C.F. Sturm public�o un art��culo sobre las ecuaciones lineales de segundo orden
desde este nuevo punto de vista. Toda vez admitida la imposibilidad de computar o
resolver la mayor��a de dichas ecuaciones e incluso viendo que la resoluci�on anal��tica
no desvela las propiedades esenciales de las soluciones, Sturm llev�o a cabo un estudio
de las propiedades de las soluciones a partir de la ecuaci�on que las genera, sin tener
que resolver la ecuaci�on para ello.
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Detalladamente el estudio de Sturm giraba en torno a la ecuaci�on:

d

dx

�
K(x)

dV

dx

�
+G(x)V (x) = 0

ecuaci�on de la que se prob�o que si V1 y V2 son soluciones independientes, entonces
cada cero de V2 se encuentra exactamente entre dos ceros de V1. La teor��a que se
deriva de este y otros hechos similares tiene varias aplicaciones, entre ellas el estudio
de los sistemas Sturm-Liouville.

Volviendo a Poincar�e, en 1885 apareci�o su art��culo \Sur les courbes d�e�nies par
une �equation di�erentielle" [Poi85] donde se afronta por primera vez el estudio glo-

bal de las soluciones. Lo que se propuso fue investigar la ecuaci�on dy
dx

= P (x;y)
Q(x;y)

donde
P y Q son polinomios, poniendo acusado inter�es al estudio de las curvas integrales.
Se trataba de desvelar las relaciones geom�etricas entre las distintas curvas integrales,
los puntos singulares y algunas curvas integrales algebraicas. En particular se lleg�o
al teorema siguiente:

Teorema. Cualquier curva soluci�on que no termine en un punto cr��tico es o una
curva de Jordan o una espiral sobre una curva cerrada.

Este teorema fundamental para la teor��a general de las ecuaciones diferenciales en
la esfera y en el plano se conoce por el nombre de teorema de Poincar�e-Bendixson
en reconocimiento al matem�atico sueco Ivar Bendixson que en 1901 public�o una
prueba del mismo teorema bajo hip�otesis m�as d�ebiles. Generalizaciones posteriores
aparecieron a mediados de siglo XX en [Vin52, Sol45] e incluso en el �ultimo lustro
de este siglo en [BJ96].

El estudio cualitativo de Poincar�e �j�o tambi�en su atenci�on en ecuaciones del
tipo F (x; y; dy

dx
) = 0. La idea esencial para abordar el estudio de estos casos era la

de asociar a dicha ecuaci�on la super�cie F (x; y; z) = 0. Una curva integral aparece
como la proyecci�on sobre la super�cie de una curva trazada en el plano que satisfaga
la ecuaci�on du

dv
= U

V
, caso que ya hab��a sido desarrollado.

Localmente las curvas integrales de un sistema diferencial sobre una super�cie
satisfacen las mismas propiedades que en el plano, pero globalmente el estudio di�ere
sustancialmente. Ya, en estos primeros trabajos de �nales de siglo pasado se hizo
notar la posibilidad de existencia de curvas densas en el toro sin puntos cr��ticos,
cosa imposible en el plano y en la esfera por el teorema antes enunciado.

La topolog��a adquiri�o un papel predominante como instrumento b�asico para
atacar el estudio cualitativo global. En particular, el deseo de desarrollar la teor��a
sobre la geometr��a de las ecuaciones diferenciales de orden mayor condujo a Poincar�e
al inter�es y al desarrollo de la topolog��a algebraica.

Mientras este estudio iba dando sus primeros pasos apareci�o gradualmente la
teor��a de los Sistemas Din�amicos que generalizaba los estudios cualitativos de las



Introducci�on 3

ecuaciones. La formulaci�on abstracta de esta teor��a llev�o bastante tiempo, pero
entre los precursores se encuentran Birkho� [Bir27] en la d�ecada de los a~nos 20 y
Nemytskii y Stepanov en los a~nos 40 y 50 [NS60].

Esta teor��a de los Sistemas Din�amicos se encuentran en pleno auge y engloba,
como hemos mencionado, a la teor��a cualitativa en la rama conocida como Sistemas
Din�amicos Continuos. La otra gran rama es la de los Sistemas Din�amicos Discretos.
La relaci�on entre ambas es estrecha y se dar�an evidencias de ello en gran parte de
este estudio.

Pasamos a presentar el trabajo que hemos realizado y la relaci�on que tiene con
el panorama hist�orico que hemos dibujado en las l��neas precedentes. Esta memoria
se divide en seis cap��tulos, en los cuatro primeros nos ocupamos de los resultados
que han sido publicados relacionados con el teorema de Poincar�e-Bendixson de los
cuales sacamos las cuestiones que todav��a est�an abiertas a la investigaci�on. En los
dos �ultimos cap��tulos (5 y 6) se concentran los resultados que nosotros aportamos
nuevos y los teoremas de Guti�errez y Sidorov que guardan una relaci�on con los temas
que all�� presentamos.

Nuestro trabajo arranca con la de�nici�on de Sistema Din�amico y la relaci�on que
existe entre este concepto y el de ecuaci�on diferencial aut�onoma para pasar a la
de�nici�on de !-l��mite de una �orbita �, que en el caso de las ecuaciones diferenciales
no son ni m�as ni menos que los puntos a del espacio de fases a los que � se acerca
asint�oticamente. Todo el trabajo va destinado a describir los conjuntos !-l��mite
topol�ogicamente tomando como espacios de fases R2 , M2 (super�cie compacta y
conexa) y Rn (n � 3).

El primer cap��tulo lo dedicamos al estudio de los resultados del tipo Poincar�e-
Bendixson sobre R2 . Demostraremos este resultado y haremos una revisi�on de todos
los resultados que hemos encontrado sobre este tema. Hacemos notar que este
problema en el plano se encuentra ya totalmente zanjado.

En el siguiente cap��tulo cambiamos de espacio ambiente y �jamos nuestro espacio
de fases como una super�cie compacta y conexa. El mismo resultado de Poincar�e-
Bendixson es v�alido aqu��, pero la prueba (Schwartz, 1963) se complica de manera
sustancial y hay que a~nadir una suavidad del 
ujo mayor a la que se exige en el
plano. Notaremos en las demostraciones que es bastante importante utilizar las
propiedades topol�ogicas de la super�cie sobre la que trabajamos. Este resultado fue
establecido para el toro por Denjoy en 1932 y Haas obtuvo el mismo resultado que
Schwartz en 1954 (sin embargo la demostraci�on era err�onea).

Una cosa interesante que se pone de mani�esto es la existencia de !-l��mites con
interior no vac��o; en particular se ver�a que el todo el toro puede ser un conjunto
!-l��mite. Como la esfera no es un !-l��mite por la teor��a de Poincar�e-Bendixson
se suscita el problema de clasi�car qu�e super�cies ser�an !-l��mites de una �orbita
(super�cies transitivas) y cu�ales no. El cap��tulo tres responde a esta pregunta en
el caso de la botella de Klein (demostraremos que no es transitiva) y en el cuatro
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nos ocupamos del estudio de todas las dem�as super�cies. Demostraremos que todas
son transitivas salvo las ya mencionadas (botella de Klein y la esfera) y el plano
proyectivo. Para todo esto jugar�an un papel importante los espacios recubridores.
En este cap��tulo tambi�en se estudiar�an algunas cuestiones que resolvi�o Poincar�e en
el toro que son complementarias al teorema de Schwartz: en particular veremos que
a diferencia del plano, en el toro existen �orbitas que se contienen en su !-l��mite sin
que sean �orbitas peri�odicas y de manera que el interior del !-l��mite es vac��o.

El cap��tulo cinco fue concebido con la idea de clari�car la estructura de los
!-l��mites en super�cies. Hemos aportado nuevas caracterizaciones, en particular
hemos dado un teorema del estilo de Vinograd (resultado original en el plano) para
las super�cies (teorema 5.2.1). Por otro lado hemos aportado un amplio estudio
geom�etrico sobre los abiertos en super�cies compactas, conexas y orientables que
culmina en la caracterizaci�on de los abiertos que son !-l��mites de alg�un 
ujo y los
que no lo son (estamos re�ri�endonos a la secci�on 5.3). En particular, todo el trabajo
geom�etrico que se hace tiene como consecuencia la caracterizaci�on de !-l��mites que
damos en los teoremas 5.3.2.1, 5.3.2.2, 5.3.3.1, 5.3.3.2.

La secci�on 5.4 intenta investigar los !-l��mites generados por �orbitas recurren-
tes partiendo de los trabajos de Guti�errez y todo ello culmina con nuestro teorema
(5.5.1) que engloba los resultados dados en las secciones anteriores y algunas consi-
deraciones sobre el teorema de Guti�errez.

Terminamos este cap��tulo con un apartado dedicado al estudio del plano pro-
yectivo 5.6. En particular rebajamos la hip�otesis de 
ujos de clase C2 exigida por
Schwartz a 
ujos continuos para establecer el teorema de Poincar�e-Bendixson en
super�cies, y en el teorema 5.6.2 probamos que las �orbitas regulares del !-l��mite son
abiertos dentro del !-l��mite.

En cuanto al cap��tulo 6, va destinado a probar el teorema de Sidorov que a�rma
que cualquier abierto conexo de R

n (n > 2) con su frontera es transitivo. All��
aportamos una generalizaci�on del teorema de Vinograd a Rn utilizando algunas
t�ecnicas introducidas por Sidorov (teorema 6.4.1).

Damos por �ultimo un gr�a�co de la dependencia de los cap��tulos para aquellos
que quieran realizar una lectura parcial de esta memoria. Junto a algunas 
echas
ponemos las �unicas secciones necesarias para entender el cap��tulo al que apunta.
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Cap��tulo1

Cap. 2 Cap. 3 Cap. 4 Cap. 6

Cap��tulo 5

(2.3)+(2.5) (4.7.1)+(4.8)+(4.9)+(4.10)

(2.3)

Figura 1: Dependencia entre cap��tulos.





Cap��tulo 1

El teorema de Poincar�e-Bendixson.

1.1 Introducci�on.

El objetivo de este cap��tulo es de�nir el concepto de sistema din�amico, los con-
juntos !-l��mites asociados a dichos sistemas, as�� como estudiar estos conjuntos en
sistemas din�amicos derivados de ecuaciones diferenciales de�nidas en el plano.

El estudio de los conjuntos !-l��mites en sistemas din�amicos continuos comenz�o a
�nales del siglo XIX. Poincar�e intent�o desentra~nar la estructura de curvas de�nidas
como soluciones de ecuaciones diferenciales aut�onomas sobre el plano para valores
grandes del tiempo (!-l��mite) y para valores grandes negativos (�-l��mite) llegando a
la conclusi�on que bajo ciertas condiciones las �orbitas del sistema siempre tienden a
comportarse como �orbitas peri�odicas. Su estudio se limit�o a ecuaciones diferenciales
del tipo y0 = P (x;y)

Q(x;y)
donde P y Q son polinomios. En cuanto a Bendixson se ocup�o

de estudios similares pero para ecuaciones del tipo y0 = f(x; y) con f de clase C1.

El estudio de Poincar�e no dej�o zanjado el tema y posteriormente Vinograd y Soln-
cev hicieron aportaciones a este estudio en los a~nos cuarenta y cincuenta. Durante
este cap��tulo expondremos detenidamente las aportaciones de estos dos matem�aticos.

Por �ultimo, el resultado de Vinograd, fue ampliamente generalizado en 1996
en [BJ96] utilizando el teorema de Whitney. Enunciar�e al �nal del cap��tulo este
resultado pero no demostrar�e m�as que una implicaci�on por su extensi�on.

Libros b�asicos que se han manejado en la elaboraci�on de este cap��tulo referentes
a la teor��a cualitativa de ecuaciones diferenciales son [Sot79] [Ama90] [Ver90] [HS83]
[Per91] y [NOR95].

Pasamos ya a las de�niciones b�asicas para el desarrollo de esta tesina.
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1.2 El concepto de sistema din�amico.

De�nici�on 1.2.1 (sistema din�amico). Llamaremos sistema din�amico a una terna
(X; T;�), donde:

1. X: es un espacio topol�ogico, que llamaremos espacio de estados o espacio de
fases.

2. T : es el grupo aditivo R �o Z, que llamaremos espacio de tiempos y que dota-
remos de la topolog��a usual en el primer caso y de la topolog��a inducida por
la usual de R en el segundo.

3. �: es una aplicaci�on

� : �! X

siendo � un subconjunto de T�X, Xt = fx 2 X tales que (t; x) 2 �g un abier-
to en X para todo valor de t en T y el conjunto Ix = ft 2 T tales que (t; x) 2
�g es un abierto que contiene a 0 para todo x de X.

A esta aplicaci�on se le suele llamar 
ujo del sistema din�amico, aunque, a veces
por abuso de notaci�on la palabra 
ujo la utilizaremos para denotar al sistema
din�amico entero.

4. �(0; x) = x para todo x de X.

5. Siempre que los valores �(t; x) y �(s;�(t; x)) est�en de�nidos se tiene que
�(t + s; x) est�a de�nido y se da la igualdad:

�(t + s; x) = �(s;�(t; x))

para cualesquiera que sean t y s de T y x de X.

De�nici�on 1.2.2 (sistema din�amico discreto, S.D.D.). Diremos que una terna
(X; T;�) es un sistema din�amico discreto si:

1. (X; T;�) es un sistema din�amico.

2. El espacio de tiempos T es Z.

De�nici�on 1.2.3 (sistema din�amico continuo, S.D.C.). Diremos que una terna
(X; T;�) es un sistema din�amico continuo si:

1. (X; T;�) es un sistema din�amico.

2. El espacio de tiempos T es R.
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A continuaci�on pondremos dos ejemplos, el primero de un sistema din�amico
discreto y el segundo de un sistema din�amico continuo derivado de un sistema de
ecuaciones diferenciales en el plano.

Ejemplo 1.2.1 (sistema din�amico discreto asociado a una aplicaci�on). Sea
f : 
 � X ! X una funci�on continua de�nida sobre 
, abierto del espacio to-
pol�ogico X.

De�nimos f 0(x) = x y f 1(x) = f(x) para todo x de 
 y si tiene sentido, por
inducci�on fn+1(x) = f(fn(x)).

Tomamos como conjunto � el subconjunto de N �X siguiente:

f(n; x) tales que x 2 
 y fn(x) tiene sentido g

El 
ujo � : �! X lo de�nimos como sigue:

�(n; x) = fn(x)

La terna (X;Z;�) arriba de�nida es un sistema din�amico discreto como vamos a
veri�car f�acilmente. Las condiciones 1, 2 y 4 se satisfacen trivialmente, en cuanto a
la quinta si tenemos de�nidos �(n; x) y �(m;�(n; x)) se tiene que �(m;�(n; x))=
�(m; fn(x))= fm(fn(x))= fn+m(x)= �(n+m; x), lo cual da validez a la condici�on
5.

Para la tercera tomamos n 2 N y vamos a ver primero que Xn es un abierto
de X. Sea x 2 Xn, de�namos un entorno Ux que est�e contenido dentro de Xn y
habremos acabado. Como x 2 Xn est�a de�nida la imagen y = fn(x), tomemos un
entorno Vy de y y de�namos Ux = (f�1)n(Vy) que por ser f continua ser�a un abierto
de X y como contiene a x ser�a no vac��o. S�olo quedar��a probar que Ix es abierto en
T , pero esto es trivial ya que todo subconjunto de T = Z con la topolog��a inducida
de R es abierto y cerrado.

Si adem�as de ser f una aplicaci�on continua de�nida sobre todoX fuera un homeo-
mor�smo, de�niendo �(�n; x) = (f�1)n(x) para todo n > 0 tenemos que (X;Z;�)
es igualmente un sistema din�amico discreto. Este es el ejemplo por excelencia de
sistema din�amico discreto que encontramos en todos los libros.

Pasamos ahora a dar un ejemplo de un sistema din�amico continuo en el que inter-
vienen ecuaciones diferenciales aut�onomas. Este es b�asicamente el sistema din�amico
sobre el cual basaremos nuestro estudio en esta tesina. Se tratar�a de clari�car algu-
nos aspectos de este sistema cuando el espacio de fases es R2 , Rn yM2, esta �ultima
letra designa a una super�cie compacta conexa y sin borde.

Desgraciadamente s�olo podremos clari�car totalmente en lo referente !-limites
el caso en el que el espacio de fases sea R2 . Los dos otros casos son una l��nea abierta
de investigaci�on de los que se sabe muy poco, sobre todo en el caso de Rn con n > 2.
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Expondremos las cuestiones que se pueden plantear a partir de lo que ya hay hecho,
intentaremos aqu�� recopilar todo lo que al respecto se conoce.

Sin m�as pre�ambulos pasamos ya al mencionado ejemplo.

Ejemplo 1.2.2 (sistema din�amico continuo). Consideremos f : 
 � Rn ! Rn

una aplicaci�on continua y localmente Lipschitziana de�nida en el abierto 
. Para
cada punto y0 de 
 le asociamos el problema de Cauchy:

(
y0 = f(y)

y(0) = y0 2 


Seg�un la teor��a general de ecuaciones diferenciales ordinarias (v�ease [NOR95]
p�agina 135), este problema tiene una soluci�on maximal �unica denotada yy0 : I(y0)!

 de clase C1.

El espacio de fases de nuestro sistema din�amico ser�a 
, el conjunto de tiem-
pos R y el 
ujo � : � ! 
 pasamos a de�nirlo. Como conjunto � tomaremos
f(t; x) tales que t 2 I(x) y x 2 
g. Para estos pares, de�nimos �(t; x) = yx(t).

Se puede veri�car, utilizando la unicidad de soluciones del problema de Cauchy
y la dependencia continua respecto de las condiciones iniciales que la terna (
;R;�)
satisface las condiciones exigidas en la de�nici�on 1.2.1. Estos resultados se encuen-
tran demostrados en [HS83], p�aginas 250-252.

Para las dos siguientes de�niciones �jamos un sistema din�amico (X; T;�) conti-
nuo o discreto.

De�nici�on 1.2.4 (punto admisible). Diremos que un punto x 2 X es un punto
admisible si (0; x) 2 �.

De�nici�on 1.2.5 (trayectoria y �orbita). A cada punto x de X admisible le
vamos a asociar una trayectoria u �orbita �x que ser�a el subconjunto de X de-
�nido por la imagen de la aplicaci�on �x : T 0 ! X, donde T 0 es el conjunto
ft 2 T tales que (t; x) 2 �g y �x(t) = �(t; x).

Dejamos ya paso a la introducci�on de los conceptos centrales de esta tesina junto
con el enunciado de algunas de sus propiedades generales m�as importantes.

1.3 De�niciones de !-l��mite y de �-l��mite.

En las dos siguientes de�niciones consideraremos �jo el sistema din�amico (X; T;�).
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De�nici�on 1.3.1 (parametrizaci�on de una �orbita). Dada una �orbita �x aso-
ciada a un sistema din�amico (X; T;�), llamaremos parametrizaci�on de �x a la apli-
caci�on

�x : Ix ! �x

que vendr�a de�nida como la restricci�on �jIx�fxg.

Notaci�on 1.3.1 (extremos de Ix). Denotaremos por ax al extremo inferior del
conjunto Ix y por bx al extremo superior de Ix. En principio cualquiera de los
dos extremos pueden ser in�nitos y de hecho en una gran cantidad de casos que
estudiaremos lo ser�an.

De�nici�on 1.3.2 (!-l��mite). Si x es un punto del espacio de fases X, llamaremos
!-l��mite d�ebil de la trayectoria �x al conjunto:

fy 2 X: 8Uy y 8t 2 Ix existe s > t tal que �x(s) 2 Uyg

Denotaremos a este conjunto por !�(�x)

Si nos encontramos dentro de un espacio m�etrico esta de�nici�on se puede refor-
mular de la siguiente manera:

!�(�x) = fy 2 X : 9(tn)n2N; tn ! bx con �x(tn)! yg

An�alogamente tenemos la de�nici�on de �-l��mite considerando valores de tiempo
peque~nos, es decir:

De�nici�on 1.3.3 (�-l��mite). Si x es un punto del espacio de fases X, llamaremos
�-l��mite d�ebil de la trayectoria �x al conjunto:

fy 2 X: 8Uy y 8t 2 Ix existe s < t tal que �x(s) 2 Uyg

Denotaremos a este conjunto por ��(�x).

Equivalentemente:

��(�x) = fy 2 X : 9(tn)n2N; tn ! ax con �x(tn)! yg

En principio estos conjuntos pueden resultar vac��os, a menos que estemos tra-
bajando con un espacio de fases que sea compacto, ponemos un ejemplo en el que
��(�x) = !�(�x) = ;.

Notaci�on 1.3.2. En los sistemas din�amicos del tipo introducidos en los ejemplos
1.2.2 y 1.2.1 denotaremos tambi�en estos conjuntos por !�(�x) = !f(�x) = !(�x) y
��(�x) = �f(�x) = �(�x).
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Ejemplo 1.3.1. Consideremos la ecuaci�on diferencial y0 = e1 y el sistema din�amico
continuo asociado a la aplicaci�on f : R2 ! R

2 de�nida por f(x) = e1 para todo x
de Rn como hicimos en el ejemplo 1.2.2. Es decir, el 
ujo ser�a:

� : R � R
2 �! R

2

de manera que �(t; x; y) = (x+t; y). Por lo tanto tendremos !�(�(x;y))= ��(�(x;y))=
;.

Pasamos a ver unas propiedades elementales de !�(�x) y ��(�x). S�olo las enun-
ciaremos para !�(x), pero todo lo que se diga para este conjunto tambi�en es v�alido
para ��(x).

Proposici�on 1.3.1. Si �x = �~x entonces !�(�x) =!�(�~x).

Demostraci�on: puesto que �x= �~x se tiene que deben existir t y ~t de T tales que
~x= �(t; x) y x = �(~t; ~x). Suponemos durante la prueba que t > 0 y ~t < 0, de
manera similar se har��a en caso que t fuera menor que 0 y ~t mayor.

Veamos que !�(�x) � !�(�~x), para ello tomemos y 2 !�(�x) y veamos que
y 2 !�(�~x).

Fijemos �0 2 T y Uy y veamos que existe �1 > �0 tal que �~x(�1) 2 Uy. Debido a
que y 2 !�(�x) existe �

0
1 > �0 � t con �~x(�

0
1) 2 Uy.

Como �(t + � 01; x) = �x(t + � 01) = �(� 01; ~x) = �~x(�
0
1), tomando �1 = � 01 + t se

obtiene el resultado deseado.

Para la inclusi�on contraria se hace el mismo razonamiento cambiando los papeles
de x y ~x.

Proposici�on 1.3.2. !�(�x) es una uni�on de �orbitas del sistema.

Demostraci�on: sea y 2 !�(�x), veamos que �y � !�(�x). Para ello tomemos z 2 �y,
es decir, z ser�a igual a �(s; y) para cierto s de T y veamos que z est�a en !�(�x).

Para ver esto tomemos Uz y t 2 T y veamos que existe � > t tal que �(�; x) 2 Uz.
Como y est�a en !�(�x) existir�a un u > t � s tal que �x(u) 2 ��1s (Uz) que es
abierto por la de�nici�on de sistema din�amico. De aqu�� tenemos que �s(�x(u)) =
�(u+ s; x) = �s(�(u; x)) 2 Uz.

As�� que �(s + u; x) 2 Uz y por lo tanto, haciendo � = u + s > t tenemos que
z 2 !�(�x). As�� que �y � !�(�x).

Proposici�on 1.3.3. !�(�x) es cerrado.
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Demostraci�on: veamos que el complementarioXn!�(�x) es abierto. Sea z 62 !�(�x),
por lo tanto existir�a Uz y ~t de T , tales que �(s; x) 62 Uz 8s > ~t. As�� que Uz �
Xn!�(�x).

De todo esto se tiene que Xn!�(�x) es abierto y entonces !�(�x) es cerrado.

1.4 Generalidades sobre los sistemas de ecuaciones

aut�onomos.

En esta secci�on vamos a exponer unos lemas sobre los sistemas de ecuaciones
diferenciales aut�onomos que nos ayudar�an a la descripci�on de los conjuntos !-l��mites
de los sistemas din�amicos derivados de sistemas diferenciales.

Lema 1.4.1. Sea y(t) la soluci�on de y0 = f(y) con y(0) = y0. Supongamos que
y(t1) = y(t2) con t1 < t2. Entonces y est�a de�nida en todo R y se tiene y(t+ P ) =
y(t) para todo t de R con P = t2 � t1.

Demostraci�on: La prueba est�a basada en la unicidad de soluciones de y0 = f(y)
�jando la condici�on inicial.

Sea y : I ! 
 la soluci�on maximal de:(
y0 = f(y)

y(t1) = y0
(1.1)

z(t) = y(t+ P ) : I � P ! 
 es tambi�en soluci�on de 1.1 como se puede veri�car
f�acilmente. As�� que I = I � P , de donde I debe ser todo R. Adem�as z(t) = y(t)
por la unicidad de soluciones y esto concluye la prueba.

Lema 1.4.2. Sea y : R ! 
 soluci�on de 1.1 con y(t1) = y(t2) para ciertos t1 < t2.
Sea R = fp 2 R : y(t + p) = y(t) 8t 2 Rg, entonces R es un subgrupo aditivo no
trivial y cerrado.

Demostraci�on: Vamos a veri�car las propiedades referentes a subgrupo, veamos que
la suma es interna y que el opuesto de un elemento de R est�a en R tambi�en.

Sean a y b dos elementos de R, por lo tanto y(a + b + t)= y(a + (b + t)) =
y(b + t)= y(t) y de aqu�� se sigue a + b 2 R. Ahora vamos a ver que pasa con �a:
y(t� a)= y(t� a+ a)= y(t) con lo cual �a 2 R.

R es no trivial por contener al elemento t2� t1 seg�un se ha visto en el lema 1.4.1.

Hay que probar por �ultimo que R es cerrado. Para ello tomamos una sucesi�on
(pn)n2N de elementos de R que convergen hacia p. Probemos que p 2 R.

lim
n!+1

y(t+ pn) = lim
n!+1

y(t) = y(t)
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por otro lado
lim

n!+1
y(t+ pn) = lim

n!+1
y(t+ p) = y(t+ p)

As�� que y(t) = y(t+ p) y terminamos la demostraci�on.

Lema 1.4.3. Sea R � R un subgrupo aditivo, cerrado y no trivial. Entonces o bien
R = T0Z para alg�un T0 > 0 o bien R = R.

Demostraci�on: Sea T0 = inffT 2 R : T > 0g. Observemos que por ser R no
trivial y por el hecho de que si T 2 R entonces tambi�en �T 2 R, el conjunto
fT 2 R : T > 0g es no vac��o y tiene sentido la de�nici�on de T0. Por ser R cerrado
se tiene adem�as T0 2 R. Ahora distinguimos dos casos, supongamos en el primero
que T0 > 0. En este caso probaremos que R = T0Z. Por ser R cerrado T0 2 R y la
condici�on de subgrupo aditivo garantiza al menos, que T0Z 2 R. Rec��procamente, si
existiera T1 2 R tal que nT0 � T1 < (n+ 1)T0 para alg�un n de Z, entonces tambi�en
T1 � nT0 2 R y 0 � T1 � nT0 < T0 en contradicci�on con la de�nici�on de T0.

Supongamos ahora que T0 = 0 y probemos que R = R. Toda vez que R es
cerrado bastar�a demostrar que R es denso en R. Fijemos para ello arbitrariamente
t 2 R y " > 0 y encontremos un punto en R cuya distancia a t sea menor que ".
Como T0 = 0 podemos conseguir T1 2 R tal que 0 < T1 < " . Elijamos n 2 Z de
manera que nT1 � t � (n + 1)T1. Entonces nT1 2 R y jt� nT1j < ".

De�nici�on 1.4.1. Consideremos el problema de Cauchy para la funci�on f : 
! R
n

localmente lipschitziana, es decir: (
y0 = f(y)

y(t1) = y0

Diremos que un punto p 2 
 es un punto cr��tico de f si f(p) = 0.

Diremos que un punto p 2 
 es regular de f si f(p) 6= 0.

Observaci�on 1.4.1. Si p es un punto cr��tico de f , la curva y : R ! 
 de�nida por
y(t) = p para todo t de R es la soluci�on maximal �unica del problema de Cauchy 1.1.

En el siguiente teorema vamos a poner de mani�esto las diferentes clases de
soluciones que hay para el problema 1.1. En esencia, �estas ser�an curvas peri�odicas,
curvas constantes o soluciones inyectivas.

Teorema 1.4.1. Sean y : I ! 
 una soluci�on de 1.1 y sea � su �orbita asociada.
Entonces I es abierto y o bien � consiste en un �unico punto cr��tico (con lo cual
I = R) o bien � s�olo contiene puntos regulares. En este segundo caso debe veri�carse
una y s�olo una de las siguientes alternativas:
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1. y es inyectiva.

2. I=R e y es peri�odica de periodo P para alg�un P > 0, es decir, y(t+P)=y(t)
para todo t 2 R e y(t)6=y(t') si jt� t0j < P .

Demostraci�on: Empezamos observando que si � contiene alg�un punto cr��tico p en-
tonces la �orbita se reduce a dicho punto cr��tico.

Supongamos que � s�olo consta de puntos regulares y que y(t) no sea inyectiva. De
acuerdo con el lema 1.4.1, I = R y existe T0 > 0 tal que y(t+T0) = y(t) para cada t.
Adem�as, los lemas 1.4.3 y 1.4.2 conllevan R = fp 2 R : y(t+ p) = y(t) 8t 2 Rg= R

o R = T1Z para alg�un T1 > 0.

El caso R = R no puede darse porque, si se diera, y(t0) = y(t) para cualesquiera
t y t0 de R, con lo cual y ser��a una funci�on constante y � se reducir��a a un punto
cr��tico en contra de lo que venimos suponiendo.

As�� que R = T1Z y por lo tanto y es una funci�on peri�odica de periodo T1, ya
que si t1 < t2 fuesen tales que t2 � t1 < T1 e y(t1) = y(t2), el lema 1.4.2 implicar��a
t2 � t1 2 R lo cual es imposible.

Proposici�on 1.4.1. Sea � una �orbita peri�odica de 1:1. Entonces � es homeomorfa
a la circunferencia S1 = f(x; y) 2 R

2 : x2 + y2 = 1g.

Demostraci�on: Supongamos que � es la �orbita asociada a una soluci�on peri�odica
y(t) de periodo P . Def��nase � : S1 ! � mediante �(exp(2�it)) = y(tP ). La
periodicidad de y(t) garantiza la buena de�nici�on de la aplicaci�on �.

Claramente � es biyectiva y continua. Como S1 es compacto y � es Hausdor�,
un resultado de topolog��a general nos garantiza que � lleva cerrados a cerrados. De
aqu�� resulta que ��1 es continua y en suma que � es un homeomor�smo.

Teorema 1.4.2. Sean y1 : I1 ! 
 e y2 : I2 ! 
 dos soluciones de 1.1, siendo
respectivamente �1 y �2 sus �orbitas asociadas. Entonces �1 y �2 son o bien disjuntas
o bien coincidentes. El segundo caso ocurre si y s�olo si existe alg�un t0 2 R tal que
I2 = I1 + t0 e y1(t) = y2(t+ t0) para todo t2 I1.

Demostraci�on. Supongamos que �1 y �2 intersecan en alg�un punto p. Probaremos
que �1=�2.

Tomemos t1 2 I1 y t2 2 I2 tales que y1(t1) = y2(t2) = p. De�namos las funciones
y : I1 � t1 ! 
 e ~y : I2 � t2 ! 
 mediante y(t) = y1(t + t1) e ~y(t) = y2(t + t2).
F�acilmente se ve que y0(t)f(y(t)) y ~y(t)= f(~y(t)) y satisfacen las condiciones y(0) =
y1(t1) = y2(t2) = ~y(0). La unicidad de soluciones garantiza que I1� t1 = I2� t2 := I
e y(t) = ~y(t) para todo t 2 I, o lo que es lo mismo y1(t+ t1) = y2(t+ t2) para todo
t de I. Entonces �1 = �2.
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La parte \si" de la �ultima a�rmaci�on del teorema es trivial. En cuanto a la
parte \s�olo si" basta notar que si �1 = �2 entonces, con la notaci�on del p�arrafo
anterior (escribiendo t0 = t2� t1), se tiene I2 = I1+ t0 e y2(t+ t0) = y2(t� t1+ t2)=
y1(t� t1 + t1) = y1(t) para todo t de I1.

1.5 Ampliando el concepto de !-l��mite y �-l��mite. Al-

gunas de sus propiedades.

Hasta ahora hemos estudiado algunas propiedades de los conjuntos �-l��mite y
!-l��mite pero en principio estos conjuntos no tienen por qu�e no ser vac��os seg�un se
vio en el ejemplo 1.3.1 , por ello vamos a ampliar la de�nici�on de estos conjuntos
para que sean siempre no vac��os. A dicha ampliaci�on la denotaremos igual pero
seguida de el cali�cativo d�ebil.

En las dos siguientes de�niciones consideraremos �jo el sistema din�amico asocia-
do a un sistema de ecuaciones diferenciales (
;R;�).

De�nici�on 1.5.1 (!-l��mite d�ebil). Si x es un punto del espacio de fases 
, lla-
maremos !-l��mite d�ebil de la trayectoria �x al conjunto:

!��(�x) = fy 2 �
 : 9(tn)n2N; tn ! bx con �x(tn)! yg

Observaci�on 1.5.1. Por �
 denotaremos al cierre de 
 en la compacti�caci�on de Rn .
Consideraremos funciones f que se puedan extender a 
 de manera que las �orbitas
de los puntos de 
n
 son �orbitas del sistema din�amico generado por la extensi�on de
f .

Seg�un la de�nici�on que hemos dado, siempre se va a tener que !�(�x) � !��(�x).

An�alogamente tenemos:

De�nici�on 1.5.2 (�-l��mite d�ebil). Si x es un punto del espacio de fases 
, lla-
maremos �-l��mite de la trayectoria �x al conjunto:

���(�x) = fy 2 �
 : 9(tn)n2N; tn ! ax con �x(tn)! yg

Notaci�on 1.5.1. En los sistemas din�amicos del tipo introducidos en los ejemplos
1.2.2 y 1.2.1 denotaremos tambi�en estos conjuntos por !��(�x) = !�f(�x) = !�(�x)
y ���(�x) = ��f(�x) = ��(�x) para las versiones d�ebiles y por !�(�x) = !f(�x) =
!(�x) y ��(�x) = �f (�x) = �(�x) para las que introdujimos al principio.

Observaci�on 1.5.2. Hacemos notar que si � es una �orbita de un sistema din�amico
derivado de una ecuaci�on diferencial (
;�;R) y � vive dentro de un compacto del
espacio de fases 
 entonces los conceptos de !-l��mite d�ebil (respectivamente �-l��mite
d�ebil) y !-l��mite (respectivamente �-l��mite) coinciden.



1.5 Ampliando el concepto de !-l��mite y �-l��mite. Algunas de sus

propiedades. 17

Vamos a enunciar aqu�� las propiedades de estos conjuntos, restringi�endonos ya
a sistemas din�amicos derivados de sistemas de ecuaciones diferenciales. Algunas de
ellas son iguales que las referentes a sus versiones d�ebiles. No las demostraremos
por ser una repetici�on.

Proposici�on 1.5.1. !��(�) es no vac��o compacto (como subconjunto de 
), conexo
y uni�on de �orbitas.

Demostraci�on: Igual que se hizo en la secci�on segunda se pude ver que !��(�) es
cerrado y uni�on de �orbitas. Por ser cerrado y �
 compacto, se tiene que !��(�) es
compacto como subconjunto de �
.

Vamos a probar detenidamente ahora lo referente a la conexi�on. Supongamos
que !�� no fuera conexo, es decir !��(�) = A [ B, para ciertos A y B cerrados
disjuntos.

Denotemos por Æ a la distancia de A a B. Æ ser�a un n�umero real mayor que cero,
por ser A y B cerrados y disjuntos. Debido a que A y B est�an dentro del !-l��mite
d�ebil, podemos encontrar dos sucesiones, (sn)n2N y (tn)n2N tales que d(y(tn); A) >
Æ=2 y d(y(sn); A) < Æ=2.

Puesto que la funci�on t ! d(y(y); A) es continua, existir�a otra sucesi�on (vn)n2N
con tn < vn < sn de manera que d(y(vn); A) = Æ=2. Debido a que d(A;B) = Æ,
tenemos que d(y(vn); B) � Æ=2.

Ahora, de la sucesi�on (y(vn))n2N convergente hacia un c, que pertenecer�a a !
�
�(�).

Por la continuidad de la funci�on distancia, tendremos d(c; A) = Æ=2 y d(c; B) � Æ=2,
lo cual contradice la hip�otesis de que !��(�) fuera no conexo.

En el resto de este cap��tulo restringiremos el abierto 
 a estar contenido en
el plano. Dejaremos el estudio de dimensiones mayores para cap��tulos posteriores.
Introducimos ahora el concepto de secci�on local, que ser�a de gran utilidad en la
demostraci�on de varios de los teoremas de esta tesina.

De�nici�on 1.5.3 (segmento). Dados a; b 2 R2 con a 6= b, de�nimos el segmento
abierto determinado por a y b como (a; b) = f�a+(1��)b : � 2 (0; 1)g. Igualmente
el segmento cerrado determinado por a y b ser�a [a; b] = f�a+ (1� �)b : � 2 [0; 1]g.

De�nici�on 1.5.4 (secci�on local). Diremos que el segmento (a; b) es una secci�on
local de f si para cada z 2 (a; b) el vector f(z) es no nulo y no paralelo al subespacio
generado por el vector que une a y b.

Observaci�on 1.5.3. Intuitivamente esto quiere decir que todos los vectores del cam-
po en (a; b) apuntan a un mismo semiplano(de los dos en que la recta que contiene
(a; b) divide a R2).

El teorema que sigue a continuaci�on es de gran importancia para estudiar el !-
limite de los sistemas din�amicos planos. Daremos la demostraci�on por ser altamente
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instructiva, en ella se construye un sistema din�amico discreto a partir del continuo
que queremos estudiar. Esta t�ecnica la introdujo Poincar�e para dar claridad a los
sistema din�amico continuos. El problema es que los sistemas din�amicos discretos
son muchas veces m�as complicados de lo que ser��a deseable. Veremos esta asociaci�on
tambi�en en el cap��tulo siguiente en la demostraci�on del teorema de Schwartz.

Teorema 1.5.1 (monoton��a de corte con las secciones locales). Sea z : I! R2

una curva que satisface la ecuaci�on z0 = f(z). Sean R una secci�on local de f y
t1 < t2 < t3 en I tales que z(ti) 2 R, i = 1; 2; 3: Entonces z(t2) 2 [z(t1); z(t3)]. M�as
a�un, o bien z(t1) = z(t2) = z(t3) o bien z(t2) 2 (z(t1); z(t3)).

Demostraci�on: Fijemos de partida un segmento abierto S � R tal que �S � R pero
z(ti) 2 S para i = 1; 2; 3:

Primeramente vamos a hacer notar que el n�umero de puntos t 2 [t1; t3] tales que
z(t) intersecta S es �nito. La raz�on es que en caso contrario, y teniendo en cuenta la
compacidad de [t1; t3], podemos encontrar una sucesi�on sn ! s en [t1; t3] (con todos
los sn distintos de s) de manera que z(sn) 2 S para cada n. As�� que z(s) 2 �S � R y

vn =
z(sn)� z(s)

sn � s
! z0(s) = f(z(s))

cuando n ! +1. Como todos los vectores vn son paralelos a R, debe ocurrir que
o bien f(z(s)) es nulo o bien es paralelo a R. Ambas eventualidades son imposibles
por pertenecer z(s) a la secci�on local R.

Sean t1 = u0 < u1 < � � � < um = t3 los tiempos en los que z(t) corta a S.
N�otese que t2 = uj0 para alg�un j0. Para demostrar el teorema basta probar que
o bien todos los z(uj) son iguales o bien todos los z(uj) son distintos dos a dos y
z(uj) 2 (z(uj�1); z(uj+1)) para cada j = 1; 2 : : :m� 1.

Fij�emonos primeramente en el tr��o u0 < u1 < u2 y demostremos que o bien
z(u0) = z(u1) = z(u2) o bien z(u1) 2 (z(u0); z(u2)).

Supongamos primero z(u0) 6= z(u1). Como z(t) no corta a S para ning�un t 2
(u0; u1), z(t) debe ser inyectiva sobre [u0; u1], ya que, si no fuera inyectiva z(t) ser��a
peri�odica de periodo menor que u1� u0 y por tanto z(t) intersecar��a a S para alg�un
t 2 (u0; u1). Entonces 	 = [z(u0); z(u1)] [ z([u0; u1]) es una curva de Jordan.

Si E1 y E2 son los semiplanos en los que divide la recta que pasa por S a R2 ,
para cada u 2 S existe "u > 0 tal que �u((0; "u)) � E1 y �u((�"u; 0)) � E2 (o
viceversa). En particular, existir�a un " > 0 su�cientemente peque~no de modo que
o bien z((u0 � "; u0)) � INT	 y z((u1; u1 + ")) � EXT	 o bien z((u0 � "; u0)) �
EXT	 y z((u1; u1 + ")) � INT	. Supondremos que estamos en el primer caso,
pues el otro se estudia de manera an�aloga.

Mostramos ahora que z(t) 2 INT	 para todo t > u1 donde z(t) est�e de�nida, de
donde se tendr�a z(u1) 2 (z(u0); z(u2)) ya que si z(u1) divide a S en dos segmentos,
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E1 E2z(u0)

z(u1)

-
-

-

-

E1 E2z(u1)

z(u0)

Figura 1.1: Los casos z((u0 � "; u0)) � EXT	 y z((u0 � "; u0)) � INT	

entonces el que contiene a z(u0) no interseca a INT	. Probemos la primera a�rma-
ci�on de este p�arrafo. Supongamos que existe alg�un c > u1 minimal tal que z(c) 2 	,
z(c) 62 (z(u0); z(u1)), pues z((c� Æ; c)) � EXT	 para alg�un Æ > 0 en contradicci�on
con la de�nici�on de c; pero si z(c) est�a en z([u0; u1]) entonces su �orbita asociada es
peri�odica y existe " > 0 su�cientemente peque~no tal que z((c�"; c] � z((u0�"; u1])),
contradici�endose la de�nici�on de c.

Hasta ahora hab��amos supuesto z(u0) 6= z(u1); si z(u1) 6= z(u2) se sigue de lo
anterior que z(u1) 2 (z(u0); z(u2)); la alternativa restante es z(u0) = z(u1) = z(u2).

Razonando an�alogamente con los otros tr��os de puntos se constata que o bien
todos los z(uj) son iguales o bien todos los z(uj) son distintos dos a dos y z(uj) 2
(z(uj�1); z(uj+1)) para cada j, que es lo que quer��amos ver.

Corolario 1.5.1. Si � \ !��(�) 6= ;, entonces � es una �orbita peri�odica o un punto
cr��tico.

�

R
p

p00

p0

Figura 1.2: Interpretaci�on geom�etrica de la prueba del corolario 1.5.1
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Demostraci�on: Supongamos que la �orbita no es un punto cr��tico. Tomemos un punto
cualquiera p = y(t0) de � y una transversal R que pase por dicho punto. Si la �orbita
no fuera peri�odica, contradir��amos la monoton��a de los cortes con la transversal
expresada en el teorema anterior.

Hagamos la demostraci�on detenidamente suponiendo que la �orbita no es pe-
ri�odica. Debido a que p 2 !��(�), tenemos que la �orbita � cortar�a a R en otro punto
p0 = y(t1) diferente de p con t1 > t0. Esto es una consecuencia del teorema del 
ujo
tubular (v�ease [Ama90], p�aginas 252-254).

Como �\!��(�) 6= ; se tiene que � � !��(�) por la proposici�on 1.5.1 y por tanto
� cortar�a en p00 = y(t2) (t2 > t1) con dist(p; p0) < dist(p00; p0) con lo cual hemos roto
la monoton��a de los cortes con la transversal y por lo tanto � debe ser peri�odica.

Observaci�on 1.5.4. Este resultado no es cierto cuando no nos restringimos al
plano, ya que seg�un veremos, existe un sistema de ecuaciones de�nido sobre R3

que tiene una �orbita cuyo !-l��mite es todo R3 . Este resultado tampoco se da en
las super�cies compactas y conexas que no sean la esfera, el plano proyectivo y la
botella de Klein. Pero habr�a que darle un sentido a lo que es una ecuaci�on diferencial
de�nida sobre super�cies antes de llegar a tales ejemplos.

Corolario 1.5.2. Si 	 es una �orbita no degenerada (es decir, diferente de un punto
cr��tico) de !��(�) entonces 	 es un abierto de !��(�).

�

	
�

R

p
p1

p2

p3

p4

Figura 1.3: Situaci�on geom�etrica de la prueba del corolario 1.5.2

Demostraci�on: Si se tuviera que 	 no es un abierto del !-l��mite d�ebil, existir��a un
punto p de 	 que es punto de acumulaci�on de otras �orbitas del !-l��mite d�ebil de �.
Consideramos una secci�on transversal por el punto p de 	. Utilizando la continuidad
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del 
ujo y el teorema del 
ujo tubular se tiene que esta transversal es atravesada
por una in�nidad de veces por �orbitas del !-l��mite d�ebil diferentes a 	, en particular
por una �. Por pertenecer estas �orbitas que atraviesan a la transversal a !��(�), se
tiene que � cortar�a a la transversal en puntos pr�oximos a 	 y a � para in�nitos
valores de tiempo, De donde se llega a la contradicci�on con el teorema 1.5.1.

El siguiente resultado nos dice que si un !-l��mite d�ebil contiene una �orbita pe-
ri�odica, entonces el !-l��mite d�ebil se reduce a dicha �orbita. Este resultado tambi�en
es cierto en super�cies como veremos en el siguiente cap��tulo.

Teorema 1.5.2. Si !��(�) contiene una �orbita peri�odica 	, entonces !��(�) = 	:

Demostraci�on: El corolario anterior nos dice que 	 es abierta en !��(�). Adem�as
como 	 es cerrada y !��(�) es conexo, se tiene necesariamente 	 = !��(�).

Corolario 1.5.3. Si 	 es una �orbita regular no peri�odica en !��(�), entonces !
�
�(	)

s�olo contiene puntos cr��ticos.

Demostraci�on: La demostraci�on es del mismo tipo que las anteriores. Consideremos
que existe en !��(	) un punto regular u. Construimos una secci�on transversal a f
en u, S. Puesto que u 2 !��(	), 	 corta a S en dos puntos A1 y A2. Debido a que
u, A1 y A2 est�an los tres en !��(�), � cortar�a a S una in�nidad de veces en puntos
pr�oximos a u, A1 y A2, de donde contradecimos el teorema 1.5.1.

1.6 Descripci�on de los !-l��mites en el plano. Teorema

de Vinograd, Solncev y Poincar�e-Bendixson

En este cap��tulo no demostraremos muchos de los resultados que enunciamos
por su extensi�on. Nos remitimos a los art��culos originales o libros donde hemos
encontrado una demostraci�on f�acil de seguir. Empezamos el cap��tulo con el c�elebre
teorema de Poincar�e-Bendixson y haremos un seguimiento hist�orico de este problema
desde que se suscit�o hasta ahora.

Teorema 1.6.1 ( Poincar�e-Bendixson). Supongamos que !��(�) s�olo tiene puntos
regulares, entonces !��(�) consiste exactamente en una �orbita peri�odica.

Demostraci�on: supongamos en primer lugar que !��(�) contiene alguna �orbita pe-
ri�odica, entonces por el corolario 1.5.2 se tiene que !��(�) es la �orbita peri�odica.

Si por el contrario !��(�) s�olo contiene �orbitas regulares no peri�odicas, una de las
cuales denotaremos por �, entonces seg�un vimos en el corolario 1.5.3 !��(�) � !��(�)
contiene puntos cr��ticos y entramos en contradicci�on con las hip�otesis. Con lo cual
hemos demostrado el teorema.
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Con argumentos similares a los que acabamos de utilizar, basados en los coro-
larios de la secci�on anterior podemos probar la siguiente versi�on generalizada del
teorema, que se encuentra en [Sot79], p�agina 248:

Teorema 1.6.2 (Poincar�e-Bendixson generalizado). Supongamos que !��(�x)
contiene a lo sumo un n�umero �nito de puntos cr��ticos. Entonces se veri�ca una de
las siguientes alternativas:

1. !��(�x) consiste en un �unico punto cr��tico.

2. !��(�x) es una �orbita peri�odica.

3. !��(�x) es la uni�on de un conjunto �nito de puntos cr��ticos y de un conjunto
de �orbitas regulares (pueden ser un n�umero in�nito), con las correspondien-
tes trayectorias de�nidas en todo R y tendiendo a uno de los puntos cr��ticos
cuando t tiende hacia ax y cuando t tiende a bx (pueden ser puntos cr��ticos
diferentes).

En los dos �ultimos teoremas, hemos limitado la clasi�caci�on de los !-l��mite
d�ebiles a aquellos que contienen un n�umero �nito de puntos cr��ticos. El prime-
ro en plantearse el estudio de estos conjuntos con un n�umero arbitrario de puntos
cr��ticos fue Solncev [Sol45] en 1945 y posteriormente Vinograd [Vin52] en 1952. En
sus trabajos mostraron que el n�umero de trayectorias regulares de !��(�) es nume-
rable y para cada �orbita � (dentro del !-l��mite d�ebil y que no sea una curva de
Jordan) del sistema din�amico asociado a la funci�on f existen dos componentes co-
nexas C1 y C2 (eventualmente pueden ser las mismas) del conjunto de puntos cr��ticos
S = fp 2 �
 : f(p) = 0g \ !��(�) tales que �

�
�(�) � C1 y !f(�) � C2.

Tambi�en se demuestra en los dos trabajos citados, que si !��(�) es la uni�on de
un punto cr��tico e in�nitas �orbitas, entonces el di�ametro de estas �orbitas tiende
hacia cero. En el caso en el que !��(�) fuera no acotado, el di�ametro se medir��a con
cualquier m�etrica compatible con R2

1 :

Vinograd y Solncev consiguieron encontrar una descripci�on bastante �el del con-
junto !��(�). Vamos a reproducir aqu�� el enunciado de sus teoremas, pero antes de
ello introducimos la notaci�on necesaria.

Sea f 2 D(
) = fg : 
 � R2 ! R2 : g genera una ecuaci�on diferencial con
existencia y unicidad de solucionesg, para esta funci�on denotaremos por S(f) al
conjunto de sus puntos singulares o cr��ticos. Sea � una �orbita del sistema diferencial
asociado a f , que denotaremos por Df y ser�a:(

x01 = f1(x1; x2)

x02 = f2(x1; x2)

Pongamos ahora S = S(f)\!��(�) y de�namos en !
�
�(�) la relaci�on de equivalencia

sS de�nida como sigue:

x sS s y s�olo si x e y est�an en la misma componente conexa de S
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Denotemos por !��(�)S el espacio cociente inducido por la relaci�on sS y por R
al conjunto de las clases de equivalencia de !��(�)S que contienen puntos regulares
de las �orbitas de !��(�). Se tiene entonces:

Teorema 1.6.3 (Solncev [Sol45]). Supongamos que !��(�) es no acotado. Enton-
ces existe una aplicacion continua sobreyectiva g : S1 ! !��(�)S tal que gjg�1(R) :
g�1(R)!R es un homeomor�smo.

Teorema 1.6.4 (Vinograd [Vin52]). Supongamos que !��(�) es no acotado y que
la componente no acotada de S contiene 1 como su �unico punto. Entonces !��(�)n
f1g posee una cantidad numerable de componentes. Adem�as, si C es una de sus
componentes y C es el conjunto de clases de equivalencia de !��(�)S que contienen
puntos de C [f1g, entonces existe una aplicaci�on continua sobreyectiva g : S1 ! C
tal que gjg�1(C\R) :g

�1(C \ R) ! C \R es un homeomor�smo.

Intuitivamente, estos teoremas nos dicen que podemos construir \caminos c��cli-
cos" en !��(�) visitando cada uno de los puntos no singulares una sola vez. Es de
notar tambi�en que el teorema de Solncev contiene como caso particular al teorema
1.6.1 de Poincar�e-Bendixson. Sin embargo dejan varias cuestiones abiertas como
ponemos seguidamente de mani�esto.

Una de ellas es que no tenemos controlada de ninguna manera la orientaci�on
de las trayectorias de !��(�). Por ejemplo, de�namos '1; '2 : (0; 2�) ! R2 por
'1(t) = (�1 + cos t; sent), '2(t) = (1 � cos t; sent) y asoci�emosles las �orbitas �i =
'i((0; 2�)) para i = 1; 2: Se puede ver f�acilmente que no existe f 2 D(R2) para la
que �1 [ �2 [ f0g sea un conjunto !-l��mite d�ebil de Df y �1, �2 sean soluciones de
Df con las orientaciones inducidas por '1 y '2.

Sin embargo, la aplicaci�on g : S1 ! �1 [ �2 [ f0g de�nida por

g(cosu; senu) =

8><
>:
'1(2u) si 0 < u < �;

'2(2(u� �)) si � < u < 2�;

0 si u = 0 o u = 2�;

est�a en las condiciones del teorema de Solncev. Adem�as, si orientamos una de las
�orbitas �i con la orientaci�on contraria a la que nos da 'i, entonces �1 [ �2 [ f0g si
puede ser un conjunto !-l��mite d�ebil con esas orientaciones.

Por otra parte los dos teoremas anteriores no dicen nada sobre la estructura de
los puntos singulares de !��(�). Este problema fue resuelto por Vinograd dando una
caracterizaci�on de los !-l��mites d�ebiles como subconjuntos de R2

1 .

Teorema 1.6.5 (Vinograd [Vin52]). Sea A � R2
1 . Entonces existe f 2 D(R2)

tal que A = !��(�) para alguna trayectoria � de Df si y s�olo si existe un abierto
conexo simplemente conexo O � R2

1 , ; 6= O 6= R2
1 , tal que A = FrO.
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x
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Este teorema resuelve el problema de caracterizaci�on de un !-l��mite d�ebil que s�olo
contenga puntos cr��ticos. No obstante quedan los problemas de la orientaci�on por un
lado y por otro el de las propiedades de diferenciabilidad de f y en tercera instancia
el problema del dominio de de�nici�on de f ya que, en la demostraci�on de Vinograd
se de�ne f solamente en O y no tiene ninguna propiedad de diferenciabilidad, s�olo
debe pertenecer a D(
). Adem�as construye una aplicaci�on donde todos los puntos
del !-l��mite d�ebil son cr��ticos.

Estos problemas fueron totalmente resueltos en 1996 en el art��culo [BJ96]. En lo
que queda de cap��tulo vamos a introducir el resultado al que se llega en este art��culo.
En �el encontramos ya una caracterizaci�on completa del conjunto !-l��mite d�ebil no
poniendo restricci�on alguna, en el sentido que las aplicaciones f que se construyen
no tienen toda la frontera de O formada por puntos cr��ticos si no lo deseamos.

El teorema que vamos a enunciar nos da una condici�on necesaria y su�ciente
para que �jado el conjunto de curvas G = f�igi2I y el conjunto de puntos S exista
una aplicaci�on de clase Ck del plano sobre s�� mismo tal que, las curvas de G sean
trayectorias regulares y los puntos de S sean puntos singulares del sistema x0 = f(x)
de manera que S [

S
i �i sea el !�l��mite de una trayectoria del sistema. El rango

de valores de k es 0; 1; : : : ;1, teniendo en cuenta que por f 2 C0 entenderemos una
aplicaci�on continua localmente lipsthitziana.

Introducimos primeramente unas de�niciones que ser�an necesarias para el enun-
ciado del teorema. En las siguientes de�niciones denotaremos por Nv al vector
normal de v = (v1; v2), es decir Nv = (�v2; v1).

De�nici�on 1.6.1 (orientaciones de una curva). Dada una curva � : I � R ! R2

continua e inyectiva vamos a de�nir en el conjunto de parametrizaciones inyectivas
P(�) = f� : I ! �(I) : � homeomor�smog la relaci�on de equivalencia s� siguiente:

� s� 
 si y solo si � Æ 
�1 es creciente

Se puede comprobar que s� es una relaci�on de equivalencia y que posee s�olo dos
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clases, o1 y o2, cada una de ellas llamada una orientaci�on de la imagen de la curva
�(I). A la determinada por la parametrizaci�on � se le denota por [�].

De�nici�on 1.6.2 (conjunto realizable). Sea 1 � k � +1, sea G = f(�i; oi)gi
una familia de pares de curvas disjuntas parametrizadas por una aplicaci�on 'i de
clase k, junto con una orientaci�on sobre la curva de manera que oi = ['i]. Sea
S � R2

1 un conjunto disjunto de los �i y denotemos 
= S [ ([i�i). Diremos que
(G; S) es un conjunto realizable de clase k si existe un abierto conexo, simplemente
conexo O de R2

1 , ;6= O 6= R2
1 , que satisface las siguientes condiciones:

1. 
 = FrO.

2. Cada �i es abierto en 
 y est�a incluido en Fr(R2
1n(O [ 
)).

3. (G; S) tiene una orientaci�on compatible respecto a O. Esto quiere decir que si
x = 'i(t) 2 �i, y = 'j(t

0) 2 �j y " es un real positivo arbitrario su�cientemente
peque~no, entonces o bien x+ "N'0i(t), y + "N'0i(t

0) pertenecen los dos a O, o
bien, x� "N'0i(t), y � "N'0i(t

0) est�an los dos en O.

Teorema 1.6.6 (estructura de los !-l��mites en R
2). Sea 1 � k � +1. Enton-

ces se tiene:

1. Sea f 2 Ck�1(E) y sea � una trayectoria de Df . Entonces existe una fa-
milia f�igi de trayectorias de Df y un conjunto S � S(f) tales que si G=
f(�i; ['i])gi, con cada 'i una soluci�on de Df asociada a �i, entonces (G; S) es
un conjunto realizable de clase k.

2. Sea (G; S) un conjunto realizable de clase k con G = f(�i; oi)gi. Entonces
existe una aplicaci�on f 2 Ck�1(R2) y una trayectoria � de Df tales que, para
todo i, �i es una trayectoria de Df con oi = ['i] para cada soluci�on 'i asociada
a �i, S � S(f) y !��(�) = S [ ([i�i).

Vamos ahora a dibujar algunos ejemplos de conjuntos que pueden ser !-l��mites
d�ebiles en el plano para clari�car la informaci�on que aporta el teorema. Estos
conjuntos no van a tener por qu�e ser compactos ya que el plano no lo es y por lo
tanto podr�an ser in�nitos como es el caso de la �gura 1.6.

En la �gura 1.6 ponemos un ejemplo gr�a�co de una frontera de un abierto sim-
plemente conexo que queda excluido de la posibilidad de ser un !-l��mite d�ebil porque
las orientaciones no satisfacen la condici�on n�umero 3 de conjunto k-realizable. Por
�ultimo, en la �gura 1.7 ponemos de nuevo un !-l��mite d�ebil en trazo grueso y una
�orbita que lo tendr��a como conjunto !-l��mite.
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6

O

Figura 1.4: Un !-l��mite seg�un el teorema 1.6.6.

O

Figura 1.5: Un !-l��mite previsto por el teorema 1.6.6 en R2 .

O

Figura 1.6: Un subconjunto de R2 que no puede ser !-l��mite con las orientaciones marcadas.
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�

O

Figura 1.7: Un subconjunto de R2 !-l��mite con una �orbita � que lo genera.





Cap��tulo 2

El teorema de Poincar�e-Bendixson en

super�cies, teorema de Schwartz.

2.1 Introducci�on.

En este cap��tulo tratamos de hacer una recopilaci�on hist�orica del estudio que
existe sobre los sistemas din�amicos en super�cies en temas pr�oximos a los !-l��mites,
en particular se trata de desvelar la estructura de los conjuntos minimales para
obtener propiedades asint�oticas del 
ujo. Para ello habr�a que introducir de antemano
la de�nici�on de sistema din�amico en una super�cie.

El estudio de este tema var��a mucho a lo que se ha hecho en el plano ya que, a
pesar de pretenderse un objetivo similar las t�ecnicas utilizables var��an mucho porque,
en general, en una super�cie no podremos utilizar el teorema de la curva de Jordan.
Todo esto sugiere que los resultados que se esperan puede que sean muy diferentes
a los que obtuvimos en el plano. En efecto, para que el lector se d�e cuenta de que
la estructura de estos sistemas es bastante diferente, diremos, sin entrar en ning�un
tipo de justi�caci�on por el momento que el toro puede ser el !-limite de una �orbita
de un sistema din�amico de�nido sobre �el.

Esta �ultima a�rmaci�on nos da idea de que nos enfrentamos a algo esencialmente
diferente, ya que de la a�rmaci�on anterior se sigue que existen conjuntos !-l��mites
en el toro con interior no vac��o, mientras que el teorema de Vinograd nos asegura
que en el plano no puede haber !�l��mites con interior no vac��o.

En cuanto a la revisi�on hist�orica de este problema, podemos citar como b�asico
y germen de estas cuestiones al art��culo [Den32], si bien no nos ocuparemos en
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este cap��tulo del contenido de este trabajo. B�asicamente, lo que se estudia all�� son
los sistemas de ecuaciones diferenciales de�nidos sobre el toro y el comportamiento
de sus �orbitas. Como consecuencia de ese estudio se saca que el toro puede ser
un conjunto !-l��mite, sin tener ning�un subconjunto propio invariante por el 
ujo
(conjunto minimal). La b�usqueda de nuevos conjuntos minimales y el estudio de los
mismos condujeron al teorema de Schwartz [Sch63] que da cuerpo a este cap��tulo
y que a�rma que los �unicos conjuntos minimales que pueden existir en super�cies
compactas y conexas son puntos cr��ticos, �orbitas peri�odicas o todo el toro. Este
teorema hab��a sido demostrado anteriormente por Felix Hass [Haa53, Haa54], sin
embargo Peixoto encontr�o una errata en la demostraci�on propuesta por Hass seg�un
puso de mani�esto en [Pei62].

Toda esta introducci�on queda un poco vaga, pues a�un no se ha introducido
la de�nici�on de sistema din�amico en una super�cie, as�� que damos ya paso a las
de�niciones b�asicas.

2.2 De�niciones b�asicas.

En esta secci�on vamos a introducir los conceptos de super�cie diferenciable y at-
las, conceptos que vienen de�nidos en todos los textos base de geometr��a diferencial.
Para la elaboraci�on de esta secci�on hemos utilizado [Car76] y [Tho79].

Utilizando estos conceptos hemos introducido el concepto de ecuaci�on diferencial
o sistema de ecuaciones diferenciales sobre una super�cie, estudiando algunas de sus
propiedades. Esta informaci�on est�a extra��da del cap��tulo 1, p�aginas 39-53 de [AL73].
A partir de ahora, denotaremos por M2 � Rn a una super�cie, esto quiere decir
que para todo punto x 2 M2 existe un entorno Ux de x, un entorno Vy de R

2 y una
aplicaci�on ' : Vy ! Ux tal que, '(y) = x y ' es un homeomor�smo diferenciable
con diferencial inyectiva.

De�nici�on 2.2.1 (atlas). Un atlas de clase Cr de M2 � Rn es un conjunto de
homeomor�smos diferenciables f'� : V� ! U�g�2�, donde V� es un abierto de R2

y U� es un abierto de M2. Estas aplicaciones cumplen las propiedades adicionales
siguientes:

1. si U�\U�0 6= ;, entonces, la aplicaci�on '�1�0 Æ'�j'�1
�

(U�\U�0)
es un difeomor�smo

de clase Cr.

2. [�2�U� =M2.

3. d'�(z) es inyectiva para todo z 2 V�.

De�nici�on 2.2.2 (super�cie). Una super�cie, diremos que es de clase Ck si tiene
un atlas de�nido sobre ella de clase Ck.
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De�nici�on 2.2.3 (sistema diferencial). Sea M2 una super�cie de clase Ck con
atlas de clase Ck f'� : V� ! U�g�2�. Un sistema diferencial sobreM2 es un conjunto
de ecuaciones diferenciales de�nidas en los abiertos del plano V�, que denotaremos
como sigue: 8<

:
du�
dt

= A�(u�; v�)
(S�)

dv�
dt

= B�(u�; v�)

donde (u�; v�) es un punto de V�. Adem�as los sistemas fS�g�2� est�an relacionados
entre ellos de la manera que indicamos a continuaci�on.

Si los entornos U� y U�0 tienen intersecci�on no vac��a, las ecuaciones diferenciales
(S�) se pueden transformar en (S�0) a trav�es de la aplicaci�on cambio de cartas
'�1�0 Æ '�j'�1

�
(U�\U�0)

. Expl��citamente, el sistema:8<
:

du�0
dt

= A�0(u�0; v�0)
(S�0)

dv�0
dt

= B�0(u�0; v�0)

restringido a U� \ U�0 se puede obtener del sistema S� como sigue: para (x; y; z) 2
U� \ U�0 , denotando f = ('�1�0 Æ '�)1 y g = ('�1�0 Æ '�)2 se tiene pues,

'�1� (x; y; z) = (u�; v�) , '
�1
�0 (x; y; z) = (u�0; v�0)

u�0 = f(u�; v�); v�0 = g(u�; v�)

y las f�ormulas siguientes relacionan A�; A�0 ; B�; B�0:

A�0(u�0; v�0) =
df

du
(u�; v�)A�(u�; v�) +

df

dv
(u�; v�)B�(u�; v�)

B�0(u�0 ; v�0) =
dg

du
(u�; v�)A�(u�; v�) +

dg

dv
(u�; v�)B�(u�; v�)

Rec��procamente, el sistema S� se puede obtener, de igual modo, partiendo de S�0 y
utilizando '�1� Æ '�0 .

Supondremos A�, B� continuas y localmente lipschitzianas.

De�nici�on 2.2.4 (sistema diferenciable de clase Cr). Dada una super�cie de
clase Ck, diremos que un sistema diferencial de�nido sobre ella es de clase Cr con
r � k si y s�olo si todos los sistemas S� son de clase Cr.

A pesar de que en la introducci�on se haya dicho que los sistemas din�amicos en lo
referente a los !-l��mites de sus �orbitas tienen un comportamiento bastante diferente
a los sistemas din�amicos planos cabe preguntarse si, al menos como en el plano, en las
super�cies les podremos asociar un campo vectorial, vamos a ver que s��. Seguiremos
trabajando con la super�cie y el atlas utilizados antes y nos centramos en una de
las cartas '� : V� ! U� y en el sistema S� asociado:
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8<
:

du�
dt

= A�(u�; v�)
(S�)

dv�
dt

= B�(u�; v�)

A cada punto P = '�(u�; v�) de U� le vamos a asociar un vector del siguiente
modo:

w(P ) =
d'�
du

(u�; v�)A�(u�; v�) +
d'�
dv

(u�; v�)B�(u�; v�)

de manera que w(P ) es una combinaci�on lineal de d'�
du

y de d'�
dv

y por tanto, ese
vector pertenece al plano tangente a M2 en P (recordemos que el plano tangente
en un punto P es el subespacio de Rn generado por d'�

du
y d'�

dv
y es independiente de

la carta elegida seg�un se expone en [Car76] secci�on 2.4)

Habr�a que ver que esta asignaci�on P ! w(P ) es independiente de la carta
elegida, es decir, que si consideramos otra carta �0 que contenga a P , se tiene que
ver que w(P ) = w�0(P ) =

d'�0
du

A�0(u�0 ; v�0) +
d'�0
dv

B�0(u�0 ; v�0).

Veamos esto �ultimo:

w�0(P )

=
d'�0

du
A�0(u�0; v�0) +

d'�0

dv
B�0(u�0; v�0)

=
d'�0

du

�
df

du
A�(u�; v�) +

df

dv
B�(u�; v�)

�

+
d'�0

dv

�
dg

du
A�(u�; v�) +

dg

dv
B�(u�; v�)

�

=

�
d'�0

du

df

du
+
d'�0

dv

dg

du

�
A�(u�; v�)

+

�
d'�0

du

df

dv
+
d'�0

dv

dg

dv

�
B�(u�; v�)

Habremos conseguido demostrar que w(P ) = w�0(P ) si vemos que:�
d'�0

du

df

du
+
d'�0

dv

dg

du

�
=
d'�
du

y �
d'�0

du

df

dv
+
d'�0

dv

dg

dv

�
=
d'�
dv

Los c�alculos son tediosos, pero mostraremos que la primera igualdad se da cam-
biando f por

�
'�1�0 Æ '�

�
1
y g por

�
'�1�0 Æ '�

�
2
.
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d'�0

du

df

du
+
d'�0

dv

dg

du

= d'�0(u�0; v�0)(1; 0)
df

du
+ d'�0(u�0; v�0)(0; 1)

dg

du

= d'�0(u�0; v�0)

�
df

du
(u�; v�);

dg

du
(u�; v�)

�
= d'�0(u�0; v�0)

�
d(�1 Æ '

�1
�0 Æ '�)(u�; v�)(1; 0);

d(�2 Æ '
�1
�0 Æ '�)(u�; v�)(1; 0)

�
= d'�0(u�0; v�0)

�
�1 Æ d('

�1
�0 Æ '�)(u�; v�)(1; 0);

�2 Æ d('
�1
�0 Æ '�)(u�; v�)(1; 0)

�
= d'�0(u�0; v�0)

�
d('�1�0 Æ '�)(u�; v�)(1; 0)

�
= d

�
'�0 Æ '

�1
�0 Æ '�

�
(u�; v�)(1; 0)

= d'�(u�; v�)(1; 0) =
d'�
du�

(u�; v�)

Concluimos pues, que w(P ) es independiente de la carta elegida para su de�nici�on
y es un vector perteneciente al plano tangente a M2.

Hasta ahora hemos considerado un sistema diferencial en la super�cie M2 como
un conjunto de sistemas de ecuaciones homog�eneos, los cuales est�an ligados por
estrechas relaciones que nos han permitido de�nir un campo de vectores asociado al
sistema.

Igual que en el plano, ser��a deseable formalizar las nociones de �orbitas y solucio-
nes.Esto no va a ser tarea dif��cil, para cada sistema S� consideraremos las soluciones
del sistema en el abierto V� del plano y luego diremos que una soluci�on local enM2

ser�a '�(
(t)) donde 
(t) es una soluci�on de S�. Llamaremos �orbita local de S a
'�(C) donde C es una �orbita de S�. Estas �orbitas y soluciones locales est�an limita-
das al abierto U� y no pueden salir de ah�� por ser im�agenes de '�. Aspiramos a que
una �orbita y una trayectoria pueda vagar libremente por toda la super�cie.

Observaci�on 2.2.1 (interpretaci�on de las soluciones). Aunque falta por for-
malizar un poco la noci�on de soluci�on del sistema diferencial S, la de�nici�on que
acabamos de introducir de soluci�on local no ser��a m�as que una curva en Rn que
tendr��a por vectores tangentes en cada uno de sus puntos P al vector w(P ) antes
introducido. Vamos a formalizar estas nociones de �orbitas y soluciones no teniendo
que restringirnos a las cartas.

De�nici�on 2.2.5 (soluci�on del sistema S). Diremos que F (t) : (�; �) ! M2

es una soluci�on del sistema din�amico S si tenemos que en cada carta �, F (t) =
'� ((u�(t); v�(t))), siendo u�(t) y v�(t) soluciones del sistema diferencial plano S� en
V�.



34 El teorema de Schwartz.

De�nici�on 2.2.6 (soluci�on maximal del sistema S). Diremos que F (t) es una
soluci�on maximal de S si no existe otra funci�on vectorial ~F (t) de�nida en un intervalo
m�as grande que (�; �) tal que satisfaga la condici�on de la de�nici�on anterior y
coincida con F en (�; �).

Hemos de�nido las soluciones maximales en intervalos abiertos. En principio no
hay motivo para pensar que no pueda haber un intervalo cerrado que extienda a
(�; �) y la soluci�on F, sin embargo los teoremas de extensi�on (ver [NOR95], secci�on
4.5) aseguran que las soluciones maximales est�an de�nidas en intervalos abiertos, a
no ser que la soluci�on tienda a salirse del dominio de de�nici�on de la ecuaci�on diferen-
cial. Puesto que trabajaremos en super�cies compactas y con sistemas diferenciales
de�nidos en todo la super�cie, los intervalos de de�nici�on ser�an abiertos.

De�nici�on 2.2.7 (�orbita del sistema S). O �M2 ser�a una �orbita si existe una
trayectoria F : (�; �) !M2 tal que O = F (�; �) y O ser�a maximal si dicha F es
maximal.

Notaci�on 2.2.1. Para cada punto p de M2 denotaremos por �(p) y �p a la �orbita
de S que contiene a p.

Teorema 2.2.1 (unicidad de soluciones). Para todo punto P0 en M2 y para
todo t0, existe una �unica trayectoria maximal F (t) satisfaciendo la condici�on inicial
P0 = F (t0).

Demostraci�on: es una f�acil aplicaci�on de la unicidad en los sistemas S�, unido a las
relaciones que los ligan entre ellos y a la existencia de soluciones maximales en cada
uno de los S�.

Teorema 2.2.2. Toda trayectoria maximal en una super�cie compacta est�a de�nida
desde �1 a +1.

Observaci�on 2.2.2. Esta es una primera diferencia signi�cativa respecto a los sis-
temas din�amicos en el plano derivados de ecuaciones diferenciales, que en general,
no tienen que estar de�nidos en todo R.

Demostraci�on del teorema: Razonaremos por reducci�on al absurdo. Si F (t) fuera la
trayectoria maximal y no estuviera de�nida en (�1;+1), ella estar��a de�nida para
t 2 (� 00; �0) y supongamos �0 < +1. Sea C la �orbita asociada a F .

Consideremos una sucesi�on ftigi2N de t�erminos menores que t0 y que tiendan
hacia t0 y designemos por Pi a las im�agenes de los ti por F . Por ser M2 compacta,
entonces o bien fPigi2N o una subsucesi�on suya converge hacia un punto P de M2.
Supondremos sin p�erdida de generalidad que fPigi2N converge.

Tomemos una carta que contenga a P '� : V� ! U�, consideremos ahora los
puntos P �

i de U� que son la imagen inversa mediante '� de los Pi (no tienen por
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qu�e estar bien de�nidos todos los P �
i , pero s�� lo est�an a partir de un cierto i0 como

es f�acil ver). A cada P �
i lo denotaremos por sus coordenadas (ui�; v

i
�).

No es restrictivo suponer que V� es una bola, por ejemplo V� = B(P �; 1). A
partir de un cierto i1, todos los P

�
i estar�an dentro de �B(P �; 1=2). Aplicando los

teoremas de prolongaci�on de soluciones para el plano, la soluci�on del sistema S�
con condici�on inicial 
(t0) = K 2 �B(P �; 1=2) la tendremos de�nida, al menos, en el
intervalo (t0��0; t0+�0) para un �0 > 0. Como tn ! �0 cuando n! +1, podemos
elegir n0 tal que jtn � t0j < �0=2 para todo n superior a n0.

Consideremos la soluci�on del sistema S�:

u� = u�(t� tn; u
n
�; v

n
�)

v� = v�(t� tn; u
n
�; v

n
�)

Esta soluci�on estar�a de�nida, al menos, en tn � t � �0 + �0=2 (tomando un
n � n0 �jo).

Ahora consideramos '�(u�(t); v�(t)), que ser�a una trayectoria de S enM2. Esta
soluci�on coincide con F y est�a de�nida para tn � t � �0 + �0=2. Por lo tanto hemos
contradicho la suposici�on de que F est�a de�nida s�olo para valores de t menores que
�0.

Hemos probado ya el primer resultado interesante que nos dice que no todo lo
que pasa en los sistemas din�amicos en el plano va a ser traducible a super�cies. El
siguiente paso es el teorema de Schwartz del cual se deduce que todo !-l��mite carente
de puntos cr��ticos sobre una super�cie compactaM2 es o una �orbita peri�odica o bien
toda la super�cie y en este caso M2 es el toro. Deberemos utilizar la maquinaria
geom�etrica y en especial, el teorema de Gauss-Bonnet.

De�nici�on 2.2.8 (
ujo). El 
ujo asociado al sistema S, siendo M2 compacta, es
una aplicaci�on 	 : R �M2 !M2, tal que para todo x de M2 	x(t) = 	(t; x) es la
trayectoria de S que pasa por x cuando t = 0.

Proposici�on 2.2.1 (propiedades del 
ujo). El 
ujo asociado a S satisface las
siguientes propiedades:

1. 	(0; p) = p 8p 2 M2.

2. 	(t;	(s; p)) = 	(t+ s; p) 8 p 2 M2; 8 t; s 2 R

3. Si S es de clase Cr ( es decir, 8�; A� y B� son de clase Cr ) entonces 	 es
de clase Cr. (Aqu�� la diferenciabilidad se entiende en t�erminos geom�etricos)

4. Si la super�cie est�a en R
3 , existe � : � � R � R

3 ! R
3 de clase Cr tal que

�jR�M2 = 	 (S de clase Cr).
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5. Fijado t, de�nimos 	t : M2 !M2 tal que 	t(x) = 	(t; x). Entonces 	t es
un difeomor�smo de clase Cr.

Demostraci�on de (1): este apartado es trivial seg�un la de�nici�on de 
ujo dada
anteriormente.

Para los siguientes apartados utilizaremos el siguiente hecho: si (u�(t; u; v);
v�(t; u; v)) = f�(t; u; v) es el 
ujo asociado a S�, entonces '�(u�(t; u; v); v�(t; u;
v)) = 	(t; '�(u; v)). Conviene observar que esta propiedad no es su�ciente y
con esto queremos decir que no siempre se va a dar que el valor 	(t; '�(u; v))
est�e dentro de la imagen de la carta '�, hecho que complicar�a un poco las
demostraciones.

Demostraci�on de (3): veamos que para todo punto (t0; p0) 2 R �M2 se tiene
que 	 es de clase Cr. 	(t0; p0) pertenece a uno de los U�, as�� que 	(t0; p0) =
'� Æ '

�1
� (	(t0; p0)) y denotaremos por comodidad (u0; v0) = '�1� (	(t0; p0)).

Utilizando las propiedades del 
ujo en el plano se tiene que f�(t � t0; u0; v0)
est�a de�nido en un entorno W� de (t0; u0; v0) y que f� es de clase Cr(sentido
anal��tico).

Ahora tenemos que 	(t0; p0) = '� Æ f�(t0; u0; v0) y 	(t; p) = '� Æ f�
�
t; '�1� (	

(t0; p0))) en un entorno I �Z� de (t0; p0) que satisfaga '
�1
� (I �Z�) � W�. De

donde se deduce la continuidad de 	 utilizando las continuidades de '�, f� y
'�1� . La propiedad de clase Crla explicamos seguidamente.

Para ver que 	 : R �M2 !M2 es de clase Cr hay que ver que para cuales-
quiera cartas '� y '�0 se tiene que si la composici�on '

�1
�0 Æ	Æ(id�'�) est�a bien

de�nida entonces es de clase Cr. Ve�amoslo, para ello suponemos que 	(t0; p0)
cae dentro de la imagen de la carta �0 y demostremos que en un entorno de
(t0; p0) la composici�on anterior es de clase Cr. Debido a la continuidad de 	
podemos elegir un entorno U(t0;p0) � U� tal que 	(U(t0 ;p0)) �U�0 y veamos que
la composici�on anterior restringida a (id� '�)

�1(Ut0;p0) es de clase C
r.

Para un par (t; '�1� (p)) = (t; p�) de (id� '�)
�1(Ut0;p0) se tiene

'�1�0 Æ	 Æ (id� '�)(t; p
�)

= '�1�0 Æ	(t� t0;	(t0; p)) = '�1�0 Æ '�0 Æ f�0(t� t0; '
�1
�0 Æ	(t0; p))

= f�0(t� t0; '
�1
�0 Æ	(t0; p))

Puesto que f�0 es de clase C
r hemos reducido el problema a demostrar que la

aplicaci�on 	t0(p) = 	(t0; p) es de clase C
r. Tomemos un punto p0 y veamos

que la aplicaci�on anterior es de clase Cr. Aparecen dos casos posibles:

1. p0 y 	t0(p0) se encuentran en un mismo U�. La demostraci�on en este caso
no tiene ninguna di�cultad ya que '�1� Æ 	t0('�(u; v)) = f�(u; v) que es
de clase Cr.
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2. p0 y 	t0(p0) no est�an simult�aneamente dentro de la misma carta. Aqu�� la
prueba deriva de la constataci�on de la existencia de un n�umero �nito de
reales 0 = t0;1; t0;2; : : : ; t0;n = t0 tales que las parejas 	t0;i(p0) y 	t0;i+1

(p0)
se encuentran dentro de una misma carta para i 2 f1; 2; : : : ; ng. Podre-
mos elegir entornos adecuados de 	t0;i(p0) y 	t0;i+1

(p0) tales que, razo-
nando como en el apartado anterior, la aplicaci�on 	t0;i+1�t0;i es de clase
Cr.

El resultado sigue de constatar que 	t0 en un entorno de p0 es la compo-
sici�on de aplicaciones de clase Cr, en particular:

	t0 = 	t0;1�t0 Æ	t0;2�t0;1 Æ � � � Æ	t0;n�t0;n�1

Demostraci�on de (2): queremos demostrar la igualdad 	(t;	(s; p)) = 	(t+s; p)
para cualquier valor de t y s. Fijemos para ello un s y veamos que se da
la igualdad para todo valor de t. Si t = 0 la igualdad se da utilizando (1),
observemos ahora que 	(t + s; p) vista como funci�on de t es la soluci�on de S
que pasa por 	(s; p) cuando t = 0 y por la unicidad de dicha trayectoria se
tiene necesariamente 	(t + s; p) = 	 (t;	(s; p)).

Demostraci�on de (5): es trivial pues la inversa de 	t es 	�t utilizando (2).

Demostraci�on de (4): utilizaremos para demostrar este apartado el teorema de
Whitney, pero antes de enunciarlo introduciremos un poco de notaci�on.

Si � 2 (f0g [ N)n , y 2 Rn y f es una aplicaci�on su�cientemente diferenciable
de�nida en un abierto de Rn , denotamos �! = �1!�2! : : : �n!, j�j = �1 + �2 +

� � � + �n, y
� = y�11 y�22 : : : y�11 y D�f(y) =

Æ�1+�2+���+�n

Æx
�1
1 Æx

�2
2 :::Æx�nn

f(y), denotaremos por

D0f a f .

Teorema 2.2.3 (Whitney). Sea C � Rn un conjunto cerrado de
Rn . Las siguientes a�rmaciones son v�alidas:

Sea f 0 : C ! Rm una aplicaci�on Lipschitziana y acotada. En-
tonces existe una aplicaci�on lipschitziana y acotada f : Rn !
R
m tal que f(x) = f 0(x) para todo x de C.

1.2. Sea 1 � j�j � 1 y sean f� : C ! Rm aplicaciones arbitrarias
para cada � 2 (f0g [ N)n con 0 � j�j � k. Sea F 
;r : C � C !
R
m de�nida por

F 
;r(x; y) =
f 
(y)�

P
0�j�j�r

f
+�(x)(y�x)�

�!

ky � xkr

si x 6= y, y
F 
;r(x; x) = 0
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en el otro caso, para cada 
 2 (f0g [ N)n y 0 � r < 1 con
j
j+r � k. Si todas las aplicaciones F 
;r son continuas entonces
existe una aplicaci�on de clase Ck f : Rn ! R

m tal que D�f = f�

para todo � 2 (f0g [ N)n , 0 � j�j � k.

Referencias: la prueba del primer apartado, que es una extensi�on
posterior al teorema de Whitney se puede encontrar en [Ste70],
p�agina 177, teorema 4. En cuanto al segundo nos remitimos al
art��culo original de Whitney [Whi34].

Nuestro cerrado ser�a la super�cieM2 sobre la que tenemos de�nido la funci�on
vectorial w que queremos de�nir globalmente sobre el espacio R3 . Para ello
necesitamos dar las de�niciones de las funciones las funciones f�, que no ser�an
m�as que una extensi�on de la funci�on w en un peque~no entorno de la super�cie,
pasamos ya a exponer la manera de hacer esta extensi�on.

Para cada punto p de M2 consideramos la recta normal a M2 pasando por p,
esta recta puede intersecar a otra recta normal a la super�cie en otro punto
q. Sin embargo, usando la compacidad de M2 podemos encontrar " > 0
de tal manera que para cualquier punto p de la super�cie la recta normal a
M2, parametrizada por p + N(p)t, no interseca a ninguna otra recta normal
q+ < N(q) > para valores del par�ametro t con valor absoluto menor que " y
q 2 M2.

De�nimos ahora el campo ~w en el abierto W = fp + tN(p) con jtj < " y p 2
M2g como sigue:

~w(p+ tN(p)) = w(p)

Consideramos ahora el cerradoW0 = fp+tN(p) con jtj � "0 < " y p 2 M2g �
W y de�nimos f 0(p) = ~wjW0(p) y f

�(p) = D� ~wjW0(p) sobre �el.

Las de�niciones de las funciones hechas en el p�arrafo anterior satisfacen las
hip�otesis del teorema de Whitney que nos da una ampliaci�on de w a todo Rn ,
ampliaci�on que denotaremos por ~~w. Considerando el 
ujo asociado al sistema
de ecuaciones diferenciales

z0(t) = ~~w(z(t))

obtenemos el 
ujo � del enunciado.

�

Observaci�on 2.2.3. En la proposici�on anterior hemos visto que un 
ujo de clase
Cr sobre una super�cie cerrada se puede ver como la restricci�on de un 
ujo de clase
Cr en R3 , para lo cual se ha utilizado el teorema de Whitney y hemos necesitado
que M2 sea cerrada. Cabr��a preguntarse si en otras super�cies (no cerradas) esto
se puede probar usando otras t�ecnicas. La respuesta es no y damos a continuaci�on
un contraejemplo que zanja el problema.
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Vamos a considerar como super�cie el cilindro sobre la curva �(t) = (t cos 1
t
;

tsen 1
t
) t 2 (0;+1).

x

y

K

-

6R

Figura 2.1: Curva sobre la que consideramos el cilindro para construir el contraejemplo.

Por lo tanto la super�cie va a venir parametrizada por ~�(u; v) = (u cos 1
u
; usen 1

u
;

v) con (u; v) 2 (0;+1)� R.

De�nimos el campo de vectores tangentes a la super�cie w(u cos 1
u
; usen 1

u
;v) =

(u cos 1
u
� sen 1

u
; usen 1

u
+ cos 1

u
; 0). Este campo no se puede extender a un campo

W : R3 �! R3 continuo, ya que

lim
u!0 ;u2(�

2
+2k�)�1

w(u cos
1

u
; usen

1

u
; v) = (1; 0; 0)

y por otra parte,

lim
u!0 ;u2( 3�

2
+2k�)�1

w(u cos
1

u
; usen

1

u
; v) = (�1; 0; 0)

2.3 Espacios recubridores. Levantamientos.

Introducimos ahora los conceptos de espacio recubridor y de levantamiento de
un 
ujo a su espacio al espacio recubridor. Daremos tambi�en algunos resultados que
necesitaremos tanto en este cap��tulo como en el siguiente para probar el teorema de
Knesser.

Para desarrollar esta secci�on he seguido las apartados 5.6 y 5.10 de [Car76] donde
se introducen estos conceptos detalladamente. Tambi�en han sido de utilidad para
resultados espec���cos el cap��tulo 8 de [Mun75] referente a espacios recubridores y
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al grupo fundamental y el libro de Fulton [Ful95] de topolog��a algebraica en sus
cap��tulos 8 y 16.

Otros libros de inter�es relacionados con este tema que dan una visi�on m�as clara de
las super�cies que estamos manejando son [Moi77], [Wal68] y [GP74]. Empezamos
ya con la de�nici�on de recubrimiento.

De�nici�on 2.3.1 (recubrimiento). Sean B y ~B dos espacios topol�ogicos. Decimos
que ( ~B; p) es un recubrimiento de B o que p es una aplicaci�on recubridora si:

1. p : ~B ! B es una aplicaci�on.

2. p es continua y p( ~B) = B.

3. Cada punto q 2 B tiene un entorno Uq en B (que se denominar�a entorno
distinguido de q) tal que

p�1(U) = [�V�

donde los V� son conjuntos abiertos disjuntos dos a dos tal que la restricci�on
de p a V� es un homeomor�smo de V� sobre U .

Este concepto se introduce para facilitar la tarea del estudio de 
ujos. Si te-
nemos un espacio topol�ogico del que no conocemos bien su estructura topol�ogica
y que tiene un recubridor m�as asequible, lo que haremos ser�a \pasar" el 
ujo al
recubridor y estudiarlo all��. Para formalizar este paso tenemos que dar el concepto
de levantamiento:

De�nici�on 2.3.2 (levantamiento). Supongamos que ( ~B; p) es un recubrimiento
de B y supongamos que tenemos una curva � : [0; l]! B continua. Si existe

~� : [0; l]! ~B

con p Æ ~� = �, se dice que ~� es un levantamiento de � con origen en ~�(0) 2 B.
Resumiendo, si el diagrama es conmutativo, entonces ~� es un levantamiento de �.

[0; l] -B

~B

?

>

�
~� �

Con la notaci�on precedente introducimos una primera proposici�on que el lector
puede encontrar en la p�agina 376 de [Car76] y que aqu�� no demostraremos.

Proposici�on 2.3.1. Sean p : ~B ! B una aplicaci�on recubridora, � : [0; l]! B una
curva en B y ~p0 2 ~B un punto de ~B tal que �(~p0) = �(0) = p0. Entonces existe un
�unico levantamiento ~� : [0; l]! ~B de � con origen en ~p0, es decir, con ~�(0) = ~p0.
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Utilizando esta proposici�on vamos a levantar un 
ujo de un espacio a su recu-
bridor. La manera de realizarlo la da el siguiente teorema:

Teorema 2.3.1 (levantamiento al recubridor de un 
ujo). Sea ( ~X; ~p) un
recubridor del espacio X y sea

	 : R �X ! X

un 
ujo de�nido sobre X siendo 	 continua. Entonces existe un �unico 
ujo

~	 : R � ~X ! ~X

tal que ~p Æ ~	(t; ~x) = 	(t; ~p(x)) y adem�as ~pj~	(R� ~X) es un homeomor�smo local. Re-
sumiendo, tenemos el diagrama conmutativo:

R � ~X -

?
R �X - ?

~X

X

~	

	

id� ~p ~p

Demostraci�on: Para de�nir ~	(t; ~x) consideramos la curva 	~p(~x) : [0; t] ! X y la

levantamos con condici�on inicial ~�(0) = ~x a ~X (�unicamente, seg�un [Car76], p�agina
376). Denotaremos al levantamiento por la letra �. Tenemos que ver que ~	 es
continua y cumple ~	(t + s; x) = ~	(t; ~	(s; x)).

Para la continuidad hay que mostrar que para cualquier abierto ~V de ~X, ~	�1( ~V )
es un abierto de R � ~X.

Descomponemos ~V =[q2Q ~Vq, con los ~Vq abiertos tales que ~pj ~Vq son homeomor-

�smos. Ahora ~	�1( ~V )=
S

q2Q(id� ~p)�1 Æ 	�1 Æ ~p( ~Vq) y como ~p�1j~p( ~Vq), 	 y id � ~p

son continuas, se tiene que ~	�1( ~V ) es un abierto.

Veamos ahora que ~	(t + s; x) = ~	(t; ~	(s; x)). Por la de�nici�on de ~	 tenemos
que ~	(t + s; x)= �(t + s) donde � es el levantamiento de 	~p(x)j[0;t+s] con condici�on
inicial �(0) = x.

Por otra parte ~	(s; x)= ��(s) donde �� es el levantamiento de 	~p(x)j[0;s]. Debido
a la unicidad del levantamiento se tiene que �� = �j[0;s].

~	(t; ��(s)) ser�a ���(t) donde ��� es el levantamiento de 	~p(��(s)) y por la unicidad

del levantamiento se tiene que ��� = �j[t;s+t] de donde llegamos a ~	(t + s; x)=
~	(t; ~	(s; x)).

La condici�on ~pÆ ~	(t; ~x)= 	(t; ~p(x)) se satisface trivialmente por de�nici�on de ~	.
Y por �ultimo ~pj~	(R� ~X) es un homeomor�smo local por serlo ~p.
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Proposici�on 2.3.2. En los 
ujos antes de�nidos, ~x es un punto �jo o singular de
~	 si y s�olo si ~p(~x) lo es de 	.

Demostraci�on: si ~x es un punto singular de ~	, ~	(t; ~x) = ~x para todo t de R, as�� que
~p Æ ~	(t; ~x)=~p(~x) = 	(t; ~p(~x)) y ~p(~x) es un punto singular de 	.

Rec��procamente, si ~p(~x) es un punto �jo o singular de 	, tenemos que 	(t; ~p(~x))=
~p(~x) para todo t de R.

~p Æ ~	(t; ~x) =	(t; ~p(~x)) =~p(~x) y puesto que ~pj~	(R� ~X) es un homeomor�smo local,

tenemos que ~	(t; ~x)= ~x y por tanto ~x es un punto �jo de ~	. Es m�as, por ser
homeomor�smo local ~p, para cada ~x0 2 ~p�1(~x) es un punto �jo de ~	.

Hasta ahora nos hemos limitado a propiedades topol�ogicas de los recubridores,
pero en este trabajo juega un papel esencial la diferenciabilidad y nos gustar��a que
si el 
ujo 	 que levantamos proviene de una ecuaci�on diferencial, es decir tiene un
campo de vectores asociado, que el ~	 tambi�en lo tenga. Esto se podr�a conseguir
cuando tengamos ~p un recubridor que sea localmente un difeomor�smo.

Proposici�on 2.3.3. Supongamos que la aplicaci�on recubridora ~p es un difeomor-
�smo local de clase C1 y que el 
ujo que tenemos sobre X proviene de un sistema
diferencial de clase C1 con campo de vectores asociado W . Tomemos el 
ujo ~	
de�nido como en el teorema anterior. Entonces ~	 es un 
ujo que proviene de un
sistema diferencial de clase C1 y al campo de vectores lo denotaremos por ~W .

Demostraci�on: cada una de las curvas ~	~x ser�a diferenciable por serlo ~p. De�nimos
el campo vectorial ~W (~x)= ~	0

~x(0) = d~p�1jV~x (	~p(~x)(0))(	
0
~p(~x)(0)) donde V~x es un

entorno distinguido de ~x.

Para ver que ~W es continuo en ~x escogemos un entorno V~x de ~x difeomor-
fo por ~p a un entorno V~p(~x) de ~p(~x). En estos entornos se tiene que ~W (~x) =

d~p�1jV~p(~x)(~p(~x))(W (~p(~x))) con lo cual ~W es continua para cualquier punto ~x de
~X.

Nos limitamos ahora a presentar unos resultados sobre recubridores orientables
de super�cies no orientables. Este resultado se puede ver en [Car76] en las p�aginas
440 y 441 y en [Ful95] en la p�agina 219 y las siguientes.

Teorema 2.3.2 (recubrimiento orientable doble). Sea S una super�cie conexa
y no orientable. Para cada p 2 S se considera el conjunto Op de las dos orientaciones
posibles de Tp(S). Sea

~S = f(p; Op) : p 2 S y Op 2 Opg

Dotemos a ~S de una estructura diferenciable utilizando la de S fU�; x� : U� !
Sg�2�. De�nimos:

~x� : U� ! ~S
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como

~x�(u�; v�) =

�
x�(u�; v�); [

d

du�
;
d

dv�
]

�
donde (u�; v�) 2 U� y [ d

du�
; d
dv�

] es el elemento de Op determinado por la base

f d
du�

; d
dv�
g.

Con estas de�niciones se tiene:

1. f(U�; ~x�)g es una estructura diferenciable en ~S con la que ~S es orientable.

2. La aplicaci�on � : ~S ! S de�nida por �(p; Op)p es diferenciable y sobreyectiva.
Adem�as, cada punto p 2 S tiene un entorno U tal que ��1(U) = V1[V2 donde
V1 y V2 son subconjuntos abiertos disjuntos de ~S tales que la restricci�on de �
a cada Vi es un difeomor�smo sobre U .

Para las secciones siguientes ser�a de gran utilidad disponer de un recubridor
orientable de la botella de Klein, dicho recubridor ser�a el toro. Esta a�rmaci�on se
puede ver demostrada en [Car76] p�agina 434 y nos ocuparemos de ella en el cap��tulo
siguiente dedicado al estudios de 
ujos sobre la botella de Klein, en particular se
trata de la proposici�on 3.2.1. Por otra parte necesitaremos saber que el toro no
recubre con dos hojas a ninguna otra super�cie compacta, conexa y no orientable.
Este hecho se deduce de un resultado que enunciamos a continuaci�on.

Teorema 2.3.3. Si ~X y X son dos super�cies de manera que existe una aplicaci�on
recubridora p : ~X ! X de n hojas entonces �( ~X) = n�(X), donde �(X) denota la
caracter��stica de Euler-Poincar�e de X.

Referencia: la prueba de este resultado se puede seguir en el libro [Kin93], p�agina
167, teorema 7.19.

Corolario 2.3.1. � El toro es el �unico recubridor orientable de dos hojas de la
botella de Klein.

� La �unica super�cie no orientable que puede recubrir el toro con dos hojas es
la botella de Klein.

Demostraci�on: hemos hecho notar antes que el toro recubre a la botella de Klein, por
el teorema tenemos entonces que el toro es la �unica super�cie para el recubrimiento
de dos hojas de la botella.

La caracter��stica de Euler-Poincar�e del toro determina que la caracter��stica del
espacio recubierto por dos hojas tiene caracter��stica de Euler 0 y puesto que dos
super�cies compactas no orientables de la misma caracter��stica son isomorfas, se
tiene que el toro s�olo recubre a la super�cie no orientable de caracter��stica 0, esto
es, la botella de Klein.
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Por �ultimo introducimos un lema que ser�a de utilidad posteriormente al levantar

ujos, nos remitimos para la prueba a [ST88b].

Lema 2.3.1. Supongamos que p : X ! Y es un recubridor y 	 y 
ujo sobre X
levantado de un 
ujo � sobre Y . Sea x un punto de X cuya semi�orbita positiva se
queda dentro de un compacto de X entonces p(!(�x)) = !(p(�p(x))).

Hacemos notar que sin la hip�otesis de que la semi�orbita �+
x se encuentre dentro

de un compacto es posible que !(�x) = ; y sin embargo !(�p(x)) 6= ;. Como ejemplo
se puede poner el 
ujo irracional del toro y su levantamiento a C .

2.4 El teorema de Schwartz.

Pasamos ahora a abordar uno de los pocos resultados importantes que se han
hecho referentes a !-l��mites en super�cies, se trata del teorema de Schwartz cuya
prueba original se puede seguir en el art��culo [Sch63]. Versiones m�as d�ebiles de este
teorema se remontan a 1932 y fueron presentadas por el franc�es Arnold Denjoy en
[Den32], sin embargo all�� la �unica super�cie que es objeto de estudio es el toro.

En cuanto al teorema de Schwartz, a pesar de suponer una generalizaci�on res-
pecto a los resultados de Denjoy sigue siendo bastante limitado, pues su estudio se
�ja s�olo en super�cies compactas y conexas dejando a un lado todas las super�cies
abiertas y cerradas no acotadas. Otra restricci�on m�as anal��tica que geom�etrica en
este caso es el orden de diferenciabilidad de las funciones que entran en juego: la
validez est�a condicionada a 
ujos de clase C2. En el aspecto anal��tico el resultado
de Denjoy es mucho m�as vistoso ya que se ocupa tambi�en de los 
ujos continuos.

Otras pruebas del teorema que aqu�� vamos a desarrollar detalladamente pueden
seguirse en los libros [Sot79, Har82]. Sin m�as pre�ambulos pasamos a la exposici�on.

A partir de ahora y durante lo que resta de cap��tulo M2ser�a una super�cie
compacta y conexa de, al menos, clase C2.

De�nici�on 2.4.1 (conjunto minimal). Sea 	 : R �M2 ! M2 un 
ujo sobre
M2 derivado de un sistema diferencial tal y como consideramos en la de�nici�on
2.2.8. Un subconjunto � � M2 se dice minimal para 	 si � 6= ;, es compacto e
invariante por el 
ujo. Esto �ultimo quiere decir que 	t(�) = � para cualquier t 2 R.
Adem�as se debe cumplir adiccionalmente que � no tiene subconjuntos propios con
estas propiedades.

De�nici�on 2.4.2 (conjunto minimal trivial). Un conjunto minimal se dice tri-
vial si es un punto singular, una �orbita peri�odica o el toro.

Observaci�on 2.4.1. Veremos en el cap��tulo 4 que efectivamente el toro es un con-
junto minimal.
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Teorema 2.4.1 (Schwartz). Un 
ujo de clase C2 en una super�cieM2 compacta,
conexa y de clase al menos C2 no puede poseer un conjunto minimal � distinto de
un punto singular o una �orbita peri�odica a menos que M2= T

2 = �. (T2 denota el
toro).

Antes de empezar la prueba del teorema demostraremos unos lemas que ser�an
necesarios para hacer la prueba m�as liviana. Adem�as vamos a enunciar el importante
teorema del 
ujo tubular en super�cies, que ser�a de gran utilidad para justi�car
ciertos pasos de la demostraci�on del teorema de Schwartz.

De�nici�on 2.4.3 (secci�on local). Sea 	 un 
ujo sobre M2, I se dice que es una
secci�on si existe una curva diferenciable inyectiva sobre la super�cie � : J ! I �
M2, siendo J un intervalo cerrado de R. Adem�as exigimos que �0(t) y w(�(t)) sean
linealmente independientes para todo t de J y que � sea una biyecci�on sobre J .

Recordamos que por w(�(t)) denotamos al vector asociado en el punto �(t) al
sistema diferencial que de�ne al 
ujo 	.

Teorema 2.4.2 (
ujo tubular en super�cies). Supongamos de�nido un 
ujo 	
de clase Cr sobre una super�cie M2 y denotemos por w al campo vectorial asociado
a dicho 
ujo. Sea p un punto de la super�cie tal que w(p) 6= 0, C = f(x; y) 2 R2 :
jxj < 1; jyj < 1g y sea XC el campo vectorial sobre C de�nido por XC(x) = (1; 0).

Bajo estas hip�otesis, existe un difeomor�smo de clase Cr de un entorno de p sobre
C h : Vp ! C que lleva soluciones de la ecuaci�on generada por XC a soluciones del
sistema diferencial que genera el 
ujo 	. Adem�as el difeomor�smo h conserva las
orientaciones de las �orbitas.

Referencias: la demostraci�on de este hecho se puede seguir en [PM82], p�agina 40,
teorema 1.1.

Lema 2.4.1. Sea � 2M2 un conjunto minimal para un 
ujo 	 de clase C1 sobre
M2. Si � tiene interior vac��o y es no trivial entonces para toda secci�on transversal
I, I \ � es un conjunto compacto sin puntos a��slados. Adem�as, el conjunto I \ �
tiene interior vac��o.

Demostraci�on: veamos en primer lugar que cada �orbita 
 de � es densa en �. Eli-
jamos una de estas �orbitas, 
. Tenemos que ver por tanto que cada punto p 2 �
est�a en la clausura de 
, si p estuviera en 
 es claro que p pertenece a la clausura
de 
. Supongamos que existiera p 62 
 y que p no es de acumulaci�on de 
, es decir,
existe Up tal que 
 \ Up = ;. Utilizando esto vamos a demostrar que ning�un punto
perteneciente a la trayectoria que pasa por p es de acumulaci�on de 
.

Sea q 2 �(p) (trayectoria que pasa por p). Se tiene 	(0; p) = p y para un cierto
t0 	(t0; p) = q. Utilizando que 	t0 es un difeomor�smo tenemos 	t0(Up) = Uq y
	t0(
 \ Up) = 
 \ Uq = ;. As�� que q no pertenece a la clausura de 
.
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Tomemos ahora N = fm 2 � tales que m no es de acumulaci�on de 
g N 6= ; ya
que �(p) � N y adem�as N es invariante por ser uni�on de �orbitas. Consideramos
�0 = �nN . Se ve que �0 es invariante y cerrado ya que si (pn)n2N es una sucesi�on
de �0 que tiene como l��mite a p, entonces vamos a mostrar que p est�a en �0. Esto
es f�acil de ver ya que, para cada pn podemos encontrar qn en 
 con la condici�on
jjpn � qnjj < 1=n y en particular (qn)n2N tambi�en tender�a hacia p, lo cual nos da la
pertenencia de p a �0 (conjunto de puntos de acumulaci�on de la �orbita 
).

As�� que �0 ser�a compacto y por tanto contradecimos la minimalidad de �, esta
contradicci�on viene de suponer que existe una �orbita no densa en �. Por tanto, toda
�orbita es densa en �.

Observaci�on 2.4.2. Bajo las hip�otesis anteriores no s�olo se puede pro-
bar que una �orbita de � es densa en � sino que si � es una parame-
trizaci�on de una �orbita de �, entonces para todo t0 2 R �(t0;+1) y
�(�1; t0) son densas en �.

Procedemos ahora a la demostraci�on propia del lema. I \ � es compacto debido
a la compacidad de I y de �. Por otra parte, que todo punto de I \� no sea aislado
es una consecuencia de que toda semi�orbita de � sea densa en � y del teorema del

ujo tubular en super�cies.

Por �ultimo I \ � tiene interior vac��o como subconjunto de � ya que � tambi�en
tiene interior vac��o. Pero adem�as I \ � tiene interior vac��o como subconjunto de
I, ya que, si no tuviera interior vac��o contendr��a un abierto de I, A. Cosideramos
~A = 	((0; t0); A) � �. Por el teorema del 
ujo tubular se tiene que para una elecci�on
de A y t0 su�cientemente peque~na, ~A es un abierto de �, lo cual es una contradicci�on
con que � tenga interior vac��o. Por lo tanto debemos admitir que I \ � debe tener
interior vac��o en I.

Lema 2.4.2. En las mismas condiciones que el teorema anterior, si � tiene interior
no vac��o, entonces � =M2 y M2 es el toro.

Prueba: como � es cerrado, si vemos que tambi�en es abierto, utilizando la conexi�on
de M2 tendremos que � =M2.

Veamos que � es abierto. Como � tiene interior no vac��o existe un abierto U
contenido en �. Lo que queremos demostrar es que para todo punto p 2 � podemos
construir un abierto Up tal que p 2 Up � �.

La �orbita �(p) debe cortar a U ya que en la prueba del lema anterior se vio que
toda �orbita 
 de � es densa en �, por lo tanto existe un t0 tal que 	(t0; p) 2 U . Por
otro lado, 	�t0(U) es un abierto de � (por ser � invariante y 	�t0 difeomor�smo)
que contiene a p. As�� que tomamos Up = 	�t0(U) y hemos probado que � es abierto,
de donde se tiene que � =M2.
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Debido a que � =M2 nos encontramos ante un 
ujo sin singularidades, es decir
w(p) 6= 0 para todo p 2M2 (compacta y conexa) y tenemos un campo tangente
de�nido en toda la super�cie que no se anula. Usando el teorema de Poincar�e-Hopf
vamos a ver que en el caso de que M2 sea orientable es necesariamente el toro.
Posteriormente veremos el caso no orientable.

De�nici�on 2.4.4 (��ndice de una singularidad). Supongamos que
tenemos de�nido sobre la super�cie M2 un campo de vectores w. Si
w(p) 6= 0 entonces i(w; p) = 0.

Sin embargo para de�nir el ��ndice del campo de vectores en un punto
q tal que w(q) 6= 0 es necesario tomar una curva de Jordan simple y
diferenciable � : [0; 1]! � que encierre a q en una regi�on Jq homeomorfa
a un disco del plano. Una vez de�nida � tomamos una funci�on continua
f : � ! R de manera que f(�(t)) = �angulo(w(�(t)); � 0(t)). Con toda

esta notaci�on se tiene que i(w; q) es el entero f(�(1))�f(�(0))
2�

.
En principio los ��ndices as�� introducidos no tienen por qu�e estar bien

de�nidos, podr��an depender de f y de la curva � pero se demuestra en
[Tho79], lema 5, p�agina 202 que no hay tal dependencia.

Teorema 2.4.3 (Poincar�e-Hopf). Sea S una super�cie orientable,
compacta y conexa sobre la que tenemos de�nido un campo vectorial
diferenciable tangente X que se anula solamente en un n�umero �nito de
puntos p1; : : : ; pn entonces

Pn
k=1 i(X; pk) =�(S) (caracter��stica de Euler-

Poincar�e).

Referencias: nos remitimos a [Tho79], cap��tulo 21 y [Car76], p�agina 283.

Seg�un la de�nici�on 2.4.4, en nuestro caso como no tenemos singularidades la suma
de ��ndices es cero y por tanto �(M2) = 0 y la super�cie ha de ser un toro.

Para el caso de super�cies no orientables, utilizaremos el recubridor orientable
doble de la super�cie que hemos introducido en la secci�on anterior. El 
ujo que
tenemos sobre la super�cie no orientable M2 sin singularidades vamos a levantarlo
a un 
ujo de la misma clase al reubridor orientable doble B2.

El levantamiento de 	 nos da un 
ujo ~	 sobre B2 al que se le puede asociar un
campo de vectores ~w(p) = d

dt
~	(t; p)jt=0 de manera que al no tener ~	 puntos cr��ticos

(por la proposici�on 2.3.2) el campo ~w tampoco los tendr�a. As�� que �( ~B2) = 0 y por
el corolario 2.3.1 se tiene que M2 es la botella de Klein.

Pero siM2 es la botella de Klein hay un teorema de Knesser que demostraremos
en el cap��tulo pr�oximo que asegura que un 
ujo sin singularidades sobre la botella
de Klein ha de poseer una �orbita peri�odica, por lo tanto � no puede ser toda la
botella de Klein.
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Demostraci�on del teorema de Schwartz: razonaremos por reducci�on al absurdo su-
poniendo que 	 admite un conjunto minimal de interior vac��o y que no sea ni un
punto singular ni una �orbita cerrada.

Tomemos una secci�on local i : [�1; 1] !M2 de clase C2 tal que i(�1) e i(1)
no est�an en � y i(0) 2 �. La existencia de esta secci�on se justi�ca por no tener �
singularidades y por tanto, si tomamos p 2 � existe un entorno de p Vp en el que
w no se anula por ser w de clase C2. Por otro lado podemos elegir i0(0) y w(i(0))
linealmente independientes y por la continuidad de i y w existe un entorno [�"; "]
tal que w e i0 son linealmente independientes en I \ Vp.

En el lema 2.4.1 de la p�agina 45 vimos que I \ � tiene interior vac��o en I, as��
que podemos elegir los extremos de I tales que i(�1) y i(1) no est�en en �.

Vamos a de�nir ahora un sistema de coordenadas en torno al punto i(0) como
sigue. Para � > 0, 1 > r > 0, construimos la aplicaci�on:

Æ : (��; �)� (�r;+r)! Ui(0)

que act�ua de la siguiente manera sobre un par (t; s):

Æ(t; s) = 	(t; i(s))

Observaci�on 2.4.3. En principio Ui(0) = Æ((��; �)� (�r; r)) no tiene
por qu�e ser un conjunto abierto, posteriormente veremos que Æ es una
aplicaci�on abierta (en concreto homeomor�smo) y por tanto Ui(0) ha de
ser un abierto.

Æ es diferenciable de clase C2 y adem�as si escogemos r y � su�cientemente pe-
que~nos vamos a justi�car que es un difeomor�smo ya que Æ es inyectiva (con �
peque~no). Por otro lado para ver que Æj(��;�)�(�r;r) es abierta se puede utilizar el
teorema del 
ujo tubular que enunciamos en la p�agina 45. As�� que Æ�1 lo podemos
tomar como sistema de coordenadas.

No es restrictivo suponer que Ui(0) contiene a toda la secci�on transversal, lo cual
nos evitar�a meter una notaci�on m�as tediosa. Ahora vamos a de�nir la aplicaci�on de
Poincar�e � que nos dar�a para cada p de un determinado abierto del intervalo [�1; 1]
la imagen inversa por i del punto de retorno de la �orbita �(i(p)) a I, formalmente: sea
W = fx 2 [�1; 1] tales que existe t > 0 con 	(t; i(x)) 2 Ig. W es abierto en I por
la continuidad de 	. Para cada x deW de�nimos t(x) = minft : 	(t; i(x)) 2 I t >
0g. De�nimos ahora V = i�1(W ) � (�1; 1), V es abierto por ser la antiimagen de
un abierto, en cuanto a �:

� : V ! (�1;+1)

con
�(v) = i�1[	 (t(i(v)); i(v))] para todo v de V
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Queremos ver que � as�� de�nida es de clase C2, para ello de�nimos la apli-
caci�on �2 : Ui(0) ! (�r; r) que ser�a tomar la segunda coordenada de la apli-
caci�on Æ�1. Utilizando esto tenemos que para jv � v0j su�cientemente peque~no
�(v) = �2[Æ

�1[	 (t(i(v0)); i(v))]], as�� que � es composici�on de funciones de clase C2

y esto conlleva que � es de clase C2.

Ya tenemos de�nida la aplicaci�on de Poincar�e en una super�cie asociada a un
sistema din�amico en un segmento , nuestro problema se va a reducir al estudio de
esta aplicaci�on.

Por el lema 2.4.1 de la p�agina 45 se tiene que I \� es de interior vac��o, compacto
y no tiene puntos aislados. Adem�as vimos en la demostraci�on de dicho lema que
cada semi�orbita de � es densa en �. En consecuencia G = i�1(I \ �) est�a contenido
en V , ya que en particular cada �orbita asociada a un punto de � pasar�a tan cerca de
i(0) como queramos y por lo tanto intersecar�a a I por el teorema del 
ujo tubular.
G tendr�a interior vac��o, compacto y cada punto suyo es aislado.

Notaci�on 2.4.1 (conjunto perfecto). A partir de ahora, a cada con-
junto de interior vac��o, compacto y sin puntos aislados lo denominaremos
conjunto perfecto.

Tomamos un abierto U tal que G � U � �U � V . Debemos justi�car la existencia
de un tal U , vamos a dar una construcci�on de U . Para todo g 2 G existe "g > 0 tal
que (g � "g; g + "g) � V . Tomaremos Ug = (g � "g=2; g + "g=2) y U =

S
g2G Ug. U

es abierto y cumple las condiciones requeridas.

Para terminar la prueba necesitamos dos lemas que demostraremos m�as tarde,
damos ahora el enunciado:

Lema 2.4.3. � y G poseen las siguientes propiedades:

G = (�1; 1)n
S1
i=1(ai; bi) donde (ai; bi) son intervalos abiertos y

disjuntos.

1.2. �(G) = G.

3. Si v 2 G y �k(v) = v, entonces k=0.

4. G es un conjunto minimal para � en el sentido de que G no contiene
propiamente un subconjunto cerrado K0 6= ; con �(K0) = K0.

5. Existe L > 0 tal que j�0(w)j � L para todo w 2 U .

6. Dado a 2 G, el conjunto H = f�k(a) : k 2 Zg es denso en G.

7. Existe M > 0 tal que j�00(w)j �M para todo w 2 U .
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Lema 2.4.4. Para � y G seg�un hemos de�nido en el teorema de Schwartz
se tiene:

1. Existe a 2 G tal que limD�k(a) = 0 cuando k! +1.

2. Existe un entorno de a en la topolog��a de U , Va � U tal que
limk!+1D�k(x) = 0 uniformemente en x 2 Va.

Dejando la prueba de estos lemas para m�as tarde y admiti�endolos, terminamos
la prueba del teorema de Schwartz.

Veamos que no existe una funci�on satisfaciendo las propiedades del lema 2.4.3
y para ello usaremos el lema 2.4.4. Debido a las propiedades 2.4.3.6 y 2.4.4.2 se
sigue la existencia de Æ > 0 tal que (a � Æ; a + Æ) � Va y existe tambi�en k, entero
su�cientemente grande tal que

j�k(a)� aj �
Æ

2
por 2.4.3.6

y

jD�k+1(s)j <
1

2
para js�aj < Æ por 2.4.4.2 y la observaci�on que acabamos de hacer.

As�� que j�k(a� Æ)�aj � j�k(a� Æ)��k(a)j+ j�k(a)�aj � jD�k+1(�)jjÆj+ Æ
2
< Æ

ya que � 2 (a� Æ; a+ Æ).

Hemos visto que �k(a+ Æ) y �k(a� Æ) est�an en el intervalo (a� d; a+ d), lo que
implica que la funci�on �k(s)� s tiene signos opuestos en s = a+ Æ y s = a� Æ. Por
el teorema de los valores intermedios, existe s0 2 (a � Æ; a + Æ) tal que �k(s0) = s0
y por tanto, para todo n natural �nk(s0) = s0.

Usando 2.4.4.2 veamos que limn!+1 �nk(a) = s0. Debido a que j�nk(a)��nk(s0)j
= jD�nk+1(�k)jja�s0j para alg�un �k de (a�Æ; a+Æ) y como limn!1D�nk+1(�k) = 0
tenemos que limn!1 �nk(a) = s0. As�� que s0 2 G y contradice 2.4.3.3, con lo cual
acabamos la prueba del teorema de Schwartz.

Vamos ahora a probar los lemas enunciados, que hemos usado para la demostra-
ci�on del teorema.

Demostraci�on del lema 2.4.3, p�ag.49: 1. G es un conjunto perfecto en (�1; +1)
ya que es compacto, con interior vac��o y sin puntos aislados. As�� que G ha de
ser de la forma (�1;+1)n

S
i2I(ai; bi) tomando los (ai; bi) como las componentes

conexas del complementario de G y por lo tanto los (ai; bi) son disjuntos. Como
consecuencia, el conjunto de ��ndices I ha de ser numerable porque

P
i2I(bi �

ai) � 2, lo cual es imposible si I es no numerable.
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2. Veamos que �(G) = G. Sea g 2 G, lo que quiere decir que i(g) 2 �\I. Debido
a que la semi�orbita �+(i(g)) es densa en � (es decir, los puntos de �i(g) para
valores de t > t0, donde t0 cumple 
(t0) = i(g) y 
(R) = �i(g)) se tiene que la
�orbita que pasa por i(g) vuelve a cortar a I y entonces G � V . Adem�as, como
i(�(g)) es un punto de I y de �i(g) � � se tiene que �(G) � V .

Igualmente, como ��(i(g)) es densa en �, G � �(G) y se tiene G = �(G).

3. Si existe v 2 G tal que �k(v) = v, esto querr��a decir que existe en � una �orbita
peri�odica, a menos que k = 0. Con lo cual k debe ser 0 porque en � no hay
�orbitas peri�odicas.

4. Supongamos que existiera K0 cerrado con �(K0) = K0, consideremos el con-
junto ~K0 = i(K0) y ~G = i(G) = I \ �. Tomamos la uni�on de todas las �orbitas
que pasen por puntos de ~K0, 
 y mostremos que 
 es cerrado y tendremos
una contradicci�on con la minimalidad de �.

Si 
 no fuera cerrado, consideramos p 2 �
n
, como p 2 �, existe t0 tal que
	(t0; p) 2 I\� = ~G. Como ~Gn ~K0 es un abierto en ~G y 	(t0; p) 2 ~Gn ~K0, existe
un entorno de 	(t0; p) en ~G que llamaremos ~V con ~V \ ~K0 = ; tal que 	�t0( ~V )
no contiene puntos de 
, pero esto es absurdo ya que p 2 	�t0( ~V ) \ (�
n
).

Como 
 es cerrado y por lo tanto compacto, debe ser todo � y por lo tanto
K0 debe ser G.

5. Es inmediata ya que �U es compacto y adem�as j�0(v)j 6= 0 para todo v 2 V por
la manera de haber de�nido �, ve�amoslo:
si jv � v0j es su�cientemente peque~no

�(v) = �2 Æ Æ
�1 Æ	[t(i(v0)); i(v)]

y
�0(v1) = �2 Æ dÆ

�1(	[t(i(v0)); i(v1)]) Æ d	(t(i(v0)); i(v1))(0; i
0(v1))

puesto que dÆ�1(	[t(i(v0)); i(v1)]) y d	(t(i(v0)); i(v1)) son biyectivas, lineales
y (0; i0(v1)) es no nulo se tiene que �

0(v1) es no nulo ya que la componente �1
de (Æ�1 Æ	[t(i(v0)); i(v)])0 es cero.

6. Sea H = f�k(a); k 2 Zg, veamos que H es denso en G. Es una consecuencia
inmediata de la densidad de �(i(a)) en � y el teorema del 
ujo tubular.

7. Como � es de clase C2 y U es compacto, entonces debe existir M > 0 tal que
j�00(w)j � M para todo w de U .

Antes de pasar a la demostraci�on del lema 2.4.4 (p�agina 50) necesitamos dos
lemas que nos dar�an las claves de la demostraci�on de dicho lema.
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Lema 2.4.5. Existe un intervalo abierto (a; b) con a y b en G tal que �kf(a; b)g� U
para todo k � 0.

Demostraci�on: de�nimos Æ = distancia(G; (�1; 1)nU) y para los intervalos (ai; bi)
del lema 2.4.3 (p�agina 49) introducimos el conjunto S = fi : bi � ai � Æg e Y =
fai; bi : i 2 Sg. Hacemos notar que tanto S como Y son �nitos.

Por ser Y �nito y el conjunto H = f�k(a1) : k 2 Ng denso en G se tiene que H
ser�a in�nito y a partir de un cierto entero positivo N �k(a1) 62 Y .

�k(a1) ser�a un punto de G y como veremos al �nal que K1 = fai; bigi2N es
invariante entonces �N(a1) ser�a un ai �o bi de los que no se encuentran en Y . Sabemos
tambi�en que � est�a de�nida en todo el intervalo (ai; bi) y como la derivada no sea
anula entonces si � es creciente �((ai; bi) \ G) = �(;) = (�(ai); �(bi)) \ G = ;,
lo cual implica que (�(ai); �(bi)) � (aj; bj) y necesariamente se tendr�a �(ai) = aj,
�(bi) = bj. Para � decreciente en (ai; bi) se tendr�a �(ai) = bj y �(bi) = aj.

En general para un entero k arbitrario �k(ai; bi) ser�a igual a un (aj; bj) con lo
cual o bien �k(ai) = aj y �

k(bi) = bj o bien �k(ai) = bj y �
k(bi) = aj y por lo tanto

el intervalo (ai; bi) satisface las condiciones requeridas.

Queda por ver que el conjunto K1 satisface �(K1) = K1, para ello observemos
que K1 � G y cada punto x0 de GnK1 satisface para cada " > 0

G \ (x0 � "; x0) 6= ; G \ (x0; x0 + ") 6= ;

Tomemos un intervalo arbitrario (aj; bj) y descompong�amoslo en la uni�on (aj; cj)[
(cj; dj) [ (dj; bj) estando � de�nida en el primer y tercer intervalo de la uni�on.
G\(aj; cj) = ; y G\(dj; bj) = ; y por lo tanto G\(�(dj); �(bj)) y G\(�(aj); �(cj))
son vac��os y por lo tanto �(aj) y �(bj) estar�an en K1, con lo cual �(K1) � K1.

Haciendo un razonamiento similar para ��1 se tiene el contenido contrario y por
lo tanto �(K1) = K1.

Vamos a demostrar un �ultimo lema antes de dar paso a la demostraci�on del lema
2.4.4 (p�agina 50), que le dar�a validez al teorema de Schwartz.

Lema 2.4.6 (desigualdad fundamental). Sea N un entero y [p; q] � (�1; 1) tal
que �k([p; q]) � U para todo 0 � k � N . Entonces:

����D�k+1(u)

D�k+1(v)

���� � exp

 
M

L

kX
j=0

j�j(p)� �j(q)j

!
(2.1)

para todo 0 � k � N y u, v en [p; q]. Siendo los n�umerosM y N los que introdujimos
en el lema 2.4.3.
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Demostraci�on: la prueba de este lema es b�asicamente t�ecnica pero la explicaremos
por tener completa la demostraci�on del teorema de Schwartz.

jD�k+1(u)j
jD�k+1(v)j

= j�0(�k(u))�0(�k�1(u)):::�0(�(u))�0(u)j
j�0(�k(v))�0(�k�1(v)):::�0(�(v))�0(v)j

, y tomando logaritmo se tiene:

���� log
����D�k+1(u)

D�k+1(v)

����
����

�
kX

j=0

��log j�0�j(u)j � log j�0�j(v)j
��

=
kX

j=0

j�00(wj)j

j�0(wj)j
j�j(u)� �j(v)j

y esta �ultima desigualdad se debe al teorema de Lagrange, donde wj 2 (�j(u); �j(v))
si � es creciente �o wj 2 (�j(v); �j(u)) si � es decreciente en el intervalo (u; v).

Utilizando las desigualdades del lema 2.4.3 y la monoton��a de � en el intervalo
(u; v), se tiene que:

D�k+1(u)

D�k+1(v)
� exp

 
kX

j=0

j�00(wj)j

j�0(wj)j
j�j(u)� �j(v)j

!

� exp

 
kX

j=0

M

L
j�j(u)� �j(v)j

!
= exp

 
M

L

kX
j=0

j�j(u)� �j(v)j

!
(2.2)

Estamos ya en condiciones de abordar la demostraci�on del lema 2.4.4.

Prueba del lema 4: 1. Tomaremos como punto a, el punto escogido en el lema
2.4.5 y demostraremos que satisface las condiciones exigidas por el lema 2.4.4.
Para demostrar este apartado probaremos que la serie

P1
k=0 jD�

k(a)j converge.
Sean ak = �k(a) y bk = �k(b), vista la de�nici�on de a y b en el lema 2.4.5 se
tiene que ak, bk est�an en K1 y por tanto los intervalos [ak; bk] son disjuntos.
Se tiene pues que:

2 �
1X
k=0

jbk � akj =
1X
k=0

j�k(b) � �k(a)j =
1X
k=0

jD�k(wk)jjb � aj (2.3)

para cierto wk 2 (a; b). As�� que
P1

k=0 jD�
k(wk)j �

1
jb�aj

y por lo tanto

jD�k(wk)j ! 0 cuando k ! +1.
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Utilizamos ahora la desigualdad fundamental en el intervalo (a; b),

jD�k(a)j

jD�k(wk)j
� exp

 
M

L

kX
j=0

j�j(b)� �j(a)j

!
� exp

�
M

L

�

De donde, tenemos jD�k(a)j � exp
�
M
L

�
jD�k(wk)j y como D�(wk) converge

hacia cero, entonces D�k(a) tambi�en lo har�a.

2. Vamos a determinar ahora un entorno de a en el que limk!1D�k(x) = 0
uniformemente. Es decir, vamos a encontrar d > 0 tal que el entorno Va =
fx : jx� aj < dg satisfaga las condiciones:

(a) j�k(x)� �k(a)j < Æ = distancia(G; [�1; 1]nU)

(b) jD�k(x)j < �jD�k(a)j

para cada x 2 Va y k � 0 entero, � siendo un real mayor que cero. Haremos
la demostraci�on por inducci�on.

Para k = 0 existen d = d0 y � tales que (a) y (b) se satisfacen trivialmen-
te. De�nimos d = minfd0;

Æ
��
; 1
� exp(M=L)

g donde � =
P1

k=0 jD�
k(a)j. Las

condiciones (a) y (b) se satisfacen para k = 0 para esta elecci�on de d.

Supongamos que para k = 1; 2; : : :N se satisfacen las condiciones, veamos que
se satisfacen para k = N + 1. Aplicaremos la desigualdad fundamental para
p = u = x, q = v = a si x < a. El intervalo [p; q] est�a en las condiciones del
lema 2.4.6 y por la desigualdad 2.1 tenemos:

jD�N+1(x)j � exp

�
M

L

� NX
k=0

j�k(x)� �k(a)jjD�N+1(a)j

� exp

�
M

L

� NX
k=0

jD�k(uk)j d jD�
N+1(a)j

� exp

�
M

L

� NX
k=0

� d jD�k(a)jjD�N+1(a)j

� exp

�
M

L

�
d � � jD�N+1(a)j

� � jD�N+1(a)j

siendo uk un n�umero del intervalo [x; a]. Esto demuestra (b) para k = N + 1.

Probemos (a): j�N+1(x) � �N+1(a)j = jx � ajjD�N+1(�)j con � 2 [x; a]. As��
que j�N+1(x)� �N+1(a)j < d� jD�N+1(a)j < d� � � Æ.

El mismo razonamiento se puede utilizar para x > a.
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2.5 Teorema de Poincar�e en super�cies.

Vamos a extraer del teorema de Schwartz la informaci�on posible en t�erminos
de !-l��mites de 
ujos de�nidos sobre una super�cie compacta y conexa. Antes de
ello necesitamos un lema previo que nos dar�a la existencia de conjuntos minimales
dentro de cualquier !-l��mite, en una super�cie compacta y conexa. Sin embargo
esto no es cierto en general y recientemente ha aparecido [BM97] donde se pone
de mani�esto que sobre cada super�cie no compacta se pueden de�nir 
ujos sin
conjuntos minimales.

Estos resultados pueden seguirse en [Sot79] y [Har82], pero all�� los autores se
limita s�olo a enunciarlos sin entrar en detalles de demostraci�on.

Lema 2.5.1 (existencia de conjuntos minimales). Sea 	 un 
ujo de�nido
sobre una super�cie M2 compacta de clase Ck para k� 0. Supongamos que M1

es un conjunto no vac��o, invariante, conexo y compacto. Entonces M1 contiene al
menos un conjunto minimal �.

Demostraci�on: para la demostraci�on de este resultado t�ecnico usaremos el lema de
Zorn. Consideraremos el conjunto

H = fT �M1 : T es invariante, conexo, compacto y no vac��o g

Dentro de este conjunto vamos a considerar el orden C1 � C2 si y s�olo si C2 � C1.
Veamos que H con este orden es inductivo.

El conjunto H es no vac��o, ya que M1 es un elemento de �el. Por otra parte
mostremos que toda cadena en H tiene un elemento maximal. Sea C1� C2� : : :
� Cj� : : : una cadena, veamos que posee una cota superior. De�namos C= \i2NCi.

El conjunto C es no vac��o por ser intersecci�on de una sucesi�on de compactos
contenidos cada uno en el anterior, compacto por ser intersecci�on de compactos,
conexo por ser intersecci�on de conexos con un punto en com�un e invariante por ser
intersecci�on de invariantes.

Puesto que hemos probado que toda cadena posee un mayorante debe existir
en H un elemento maximal, que por de�nici�on del conjunto H y del orden ser�a un
conjunto minimal en el sentido que le hemos dado en este cap��tulo al t�ermino.

Corolario 2.5.1. Todo conjunto !-l��mite posee en su interior un conjunto minimal.

Demostraci�on: por las propiedades de los !-l��mites de 
ujos en general vistas en el
primer cap��tulo: !(
) es conexo, compacto, invariante por 	 y no vac��o. Aplicando
ahora el lema precedente tenemos el resultado enunciado.

Teorema 2.5.1 (Poincar�e-Bendixson en super�cies orientables). Sea S un
sistema din�amico de clase C2 de�nido sobre una super�cieM2 de clase C2 compacta,
conexa y orientable. Sea 
 una �orbita de S. Si !(
) no contiene puntos singulares,
entonces !(
) es una �orbita cerrada �o !(
) =M2 y M2= T2.
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Demostraci�on: el corolario anterior nos dice que !(
) posee dentro de �el un conjunto
minimal �. Como el 
ujo es de clase C2 se tiene, por el teorema de Schwartz que
el conjunto minimal es trivial, es decir un punto cr��tico, una �orbita peri�odica o T2.
Como en la hip�otesis hemos admitido que !(
) no pose��a puntos cr��ticos, tenemos
una de las dos alternativas:

1. � = T
2. En este caso se tiene que la super�cie es por tanto el toro y !(
)= T

2.

2. � = �orbita peri�odica. Por lo tanto tenemos que !(
) contiene una �orbita pe-
ri�odica � de periodo P que pasa por un punto x. Nuestro trabajo se concentra
ahora en demostrar que, como en el caso de los sistemas din�amicos planos,
el !-l��mite se reduce a dicha �orbita. Para ello vamos a de�nir una aplicaci�on
entre un abierto que contiene a la �orbita y una corona circular (o el cilindro).

Fijemos el 
ujo 	 : R � M2 !M2 y el campo vectorial que lo de�ne ~V .
Consideremos tambi�en el campo vectorial normal a ~V , que denotaremos por ~W .
Por �ultimo denotaremos por � : R�M2!M2 el 
ujo asociado a ~W . Tomemos
" > 0 satisfaciendo �((�";+"); x) \ �((�";+"); y) = ; para cualesquiera
x; y de � (esto es posible por la compacidad de �). Denotaremos por U�

a �((�";+"); �). Por ser todos los puntos de � regulares, el teorema del

ujo tubular nos dice que U� es abierto para " su�cientemente peque~no y que
�U�= 	([�";+"]; �). Observemos tambi�en que el conjunto 	x([0; P )) es � con
	x(0)= 	x(P ), siendo 	xj[0;P ) un difeomor�smo de la misma clase que 	.

De�nimos f : �U�! [�";+"] � S1 por f(�(t; y)) = (t; exp(2�
P
	�1
x j[0;P )(y))).

Obviamente f as�� de�nida es un difeomor�smo.

Usando el difeomor�smo f , pasamos el sistema din�amico en �U� al subconjunto
[�";+"] � S

1 que es difeomorfo a un conjunto del plano y la �orbita f(
) se
encontrar�a en una de las dos situaciones representadas en el dibujo de la �gura
2.2. Esto nos indica que la �orbita 
 queda dentro de abierto U� y eligiendo "
arbitrariamente peque~no se comprende que !(
) = �.

Lema 2.5.2. Sea 
 : I :! T2 una curva de Jordan simple, no homot�opicamente
nula. Si adem�as, 
 es diferenciable, se tiene que T2n
(I) es difeomorfo al plano
menos un punto.

Demostraci�on: la prueba de este resultado se basa en la proposici�on 5.3.1.3 que
veremos posteriormente y que se trata de instrumento meramente geom�etrico. El
lector puede admitir el resultado y continuar la lectura del cap��tulo. Si no, es
aconsejable leer la secci�on 5.3.1 que explica con detalle que T2n
 es difeomorfo a
una corona y por lo tanto al plano menos un punto.

Corolario 2.5.2. Sea S un 
ujo de clase C2 sobre T2. Si S no tiene singularidades,
se tiene una de las dos alternativas:
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Figura 2.2: Situaciones posibles del !-l��mite vistas en R2 por el difeomor�smo f .

1. El !-l��mite de toda �orbita de S es una �orbita peri�odica.

2. El !-l��mite de toda �orbita de S es T2.

Demostraci�on: una vez visto el teorema anterior est�a claro que si tomamos una
�orbita 
 del sistema din�amico, su !-l��mite ser�a o una �orbita peri�odica o todo T2.
Vamos a ver que si en el toro dicho sistema din�amico posee una �orbita peri�odica,
entonces todos los conjuntos !-l��mite son �orbitas peri�odicas.

As�� que nos situamos en el caso en el que tenemos una �orbita peri�odica en el
toro �. Multiplicamos el campo que genera el sistema din�amico en el toro por una
funci�on escalar positiva que se anula en el �orbita peri�odica que estamos suponiendo
existente.

Utilizando el difeomor�smo del lema anterior podemos trasladar el sistema di-
n�amico que tenemos en el toro menos la curva de Jordan al cilindro. Una vez en el
cilindro cualquier !-l��mite va a ser una �orbita peri�odica ya que no hay puntos �jos
y utilizando el difeomor�smo inverso se tiene que el ! de cualquier �orbirta del toro
es una �orbita peri�odica.

Ser��a conveniente establecer el mismo resultado sobre !-l��mites para super�cies
no orientables y efectivamente lo vamos a poder hacer gracias a los recubridores que
hemos estudiado en la secci�on 2.3. Pasaremos el 
ujo de la super�cie no orientable
a la orientable y all�� discutiremos el problema.

Teorema 2.5.2 (Poincar�e-Bendixson en super�cies no orientables). Sea S
un sistema din�amico de clase C2 de�nido sobre una super�cie M2 de clase C2

compacta, conexa y no orientable. Sea 
 una �orbita de S. Si !(
) no contiene
puntos singulares, entonces !(
) es una �orbita cerrada.
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Demostraci�on: levantaremos el 
ujo tal y como se ha explicado en la secci�on 2.3
y obtenemos un sistema din�amico de clase C2 sobre el recubridor. La �orbita 
 se
levanta a una �orbita ~
 y se cumple que p(!(~
))= !(
) donde p denota la aplicaci�on
recubridora. Como !(~
) no posee puntos cr��ticos por no tenerlos !(
) se tiene que
si M2 es distinta de la botella de Klein entonces !(~
) es una �orbita peri�odica y
tambi�en lo ser�a por tanto !(
).

SiM2 fuera la botella de Klein y el 
ujo lo habr��amos levantado al toro, cabiendo
en este caso adem�as que !(~
) = T2, caso que se descarta por el teorema de Knesser.

Hemos desarrollado una gran artiller��a para demostrar estos resultados y el es-
fuerzo puede no verse del todo compensado por la hip�otesis de limitarnos al estudio
de 
ujos de clase C2. Realmente la hip�otesis de clase C2 no se puede debilitar, pues
existen !-l��mites de 
ujos continuos de tal manera que no poseen en su interior ni
puntos cr��ticos, ni �orbitas peri�odicas.

Por otra parte, queremos hacer notar que a pesar de que la hip�otesis no se
pueda debilitar en general, existen dos super�cies en las que s�� lo podemos hacer.
Una es la esfera y no es necesario justi�car esta a�rmaci�on a la luz del primer
cap��tulo de esta tesina. La otra no pod��a ser otra que el plano proyectivo por ser
la esfera su recubridor orientable. Puesto que el teorema de Poincar�e-Bendixson ha
sido totalmente generalizado en la esfera, cabe esperar que podamos utilizar toda la
artiller��a que hay en la literatura sobre 
ujos en la esfera [BJ96, Poi85, Ben01, Vin52,
Sol45] junto con las propiedades de los recubridores para establecer un resultado del
estilo del primer cap��tulo para el plano proyectivo. Por ello queremos dedicar un
estudio aparte a esta super�cie no orientable, lo realizaremos en la secci�on 5.6.

Todav��a no se ha terminado la prueba del teorema de Schwartz, puesto que no
hemos dado la demostraci�on del resultado de Knesser. Por ser demasiado extenso
dejamos la prueba de este teorema para un cap��tulo independiente.



Ap�endice: clasi�caci�on de super�cies

compactas y conexas.

Se trata de exponer en este apartado someramente la clasi�caci�on diferencial de
las super�cies debido a que nos ocupar�an en gran parte de la tesina y es por tanto
importante estar familiarizado con ellas. Daremos en este ap�endice las de�niciones
de suma conexa, construiremos mediante esta operaci�on otras super�cies a partir
de unas dadas de partida y veremos que cualquier super�cie compacta y conexa se
puede obtener haciendo sumas conexas de esferas, bandas de M�obius y cilindros.

No daremos las demostraciones de los hechos que aqu�� exponemos por su alta
di�cultad y por no tratarse del tema central de esta tesina. La informaci�on que aqu��
se expone procede en su gran mayor��a del cap��tulo 9 de [Hir88], aunque tambi�en
se han utilizado para esta recopilaci�on [Kin93, Wal68, Moi77, GP74]; sin embargo
el enfoque que m�as se corresponde con la estructura diferencial se encuentra en
[Hir88, GP74, Wal68].

La clasi�caci�on de las super�cies se conoc��a ya parcialmente a �nales del siglo
pasado. La principal idea para clasi�carlas se debe a Riemann y consiste en cortar
la super�cie a lo largo de curvas cerradas hasta tal punto que un corte ulterior
provoque la disconexi�on del espacio resultante. Sin m�as pre�ambulos vamos a pasar
ya a explicar el concepto de suma conexa.

Construcci�on de super�cies: suma conexa.

Vamos a dar en esta secci�on un m�etodo para construir super�cies a partir de dos
super�cies dadas de partida, m�etodo que utilizaremos para construir los modelos
que clasi�car�an las super�cies compactas y conexas existentes. A partir de ahora
denotaremos, como es habitual S0 = f�1; 1g.

Suponemos de partida que tenemos de�nidas dos super�cies compactas y cone-
xas de clase Cr, M2 y N 2, de las cuales queremos construir una nueva super�cie
M2#N 2 que llamaremos suma conexa de M2 y N 2.

Veamos primero su de�nici�on topol�ogica: sea f : S0 !M2 [ N 2 una inmersi�on
con f(1 � D2) � M2 y f(�1 � D2) � N 2. De�nimos M2#N 2 como el espacio



60 Clasificaci�on de superficies compactas y conexas.

topol�ogico M2 [f N 2 que resulta de tomar la uni�on de M2 y N 2 identi�cando los
puntos f(�1; t) y f(1; t).

Se prueba en [Hir88], cap��tulo 9 que este espacio topol�ogico es en realidad una
super�cie diferenciable de clase Cr.

Modelos orientables. Las esferas de p asas.

En este apartado vamos a construir las llamadas esferas de n asas que seguro que
el lector conoce al menos intuitivamente. La formalizaci�on de este concepto pasa, al
igual que antes, por de�nir un espacio cociente.

Empecemos con una super�cieM2 y describamos el proceso de pegar asas. Para
ello consideramos una inmersi�on

f : S0�D2 !M2

La imagen de f es un par de discos disjuntos sobre las super�cie M2, quitemos
de M2 estos discos y peguemos el cilindro D1 � S1 mediante la aplicaci�on f jS0�S1
obteni�endose la super�cieM2

s =M2nInt(S0�D2)df D
1�S1. En este caso se hace

como antes la uni�on de las variedades M2nInt(S0 �D2) y D1 � S1 y se identi�can
los puntos f(1; t)de la super�cieM2 con los del cilindro (1; t) y f(�1; t) con (�1; t),
donde jtj = 1.

La super�cieM2
s se dice que se ha obtenido deM

2 peg�andole un asa o \handle"
en la literatura inglesa. Ahora para construir la esfera de n asas se parte de la esfera
y se repite el proceso anterior n veces.

Modelos no orientables.

Construimos ahora las super�cies no orientables que nos ayudar�an a establecer
un teorema de clasi�caci�on global sobre super�cies compactas y conexas. La �losof��a
es la misma que en el apartado anterior, las t�ecnicas se reducen intuitivamente a
cortar y pegar de manera diferenciable. Antes la super�cie clave era el cilindro,
ahora juegan un papel fundamental la banda de M�obius B y el plano proyectivo P2.

Una super�cie no orientable de g�enero p ser�a la super�cie que se obtiene de hacer
p sumas conexas de copias distintas del plano proyectivo P2, de manera que resultar�a
una super�cie no orientable.

A pesar de esta de�nici�on tan directa, en la literatura juega un papel importante
la banda de M�obius (que al igual que el cilindro no ser��an super�cies propiamente
en el sentido de esta tesina por tener borde).
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Una banda de M�obius es una super�cie que se obtiene del espacio S1 � [�1; 1]
identi�cando (x; y) con (�x;�y). Otra forma m�as sencilla de visualizarla es en
el cuadrado unitario identi�cando lados como se pone de mani�esto en la �gura
siguiente.

borde de la banda

Figura 2.3: Dos formas de ver la banda de M�obius (B).

Pues bien, para cualquier super�cie M2 conexa y compacta se veri�ca que la
suma conexaM2#P2 es difeomorfa a (M2nInt D)[f B, donde D es un disco y f es
un difeomor�smo entre la frontera de B y de M2nIntD. La imagen de B en M2 la
seguiremos llamando banda de M�obius y en la bibliograf��a inglesa recibe el nombre
de \crosscap" donde se denomina tambi�en a la super�cie de g�enero p no orientable
como esfera con p bandas de M�obius.

Algunas propiedades y el teorema de clasi�caci�on.

Enunciamos aqu�� algunas propiedades que ser�an �utiles cuando hagamos opera-
ciones geom�etricas de cortar y pegar super�cies en los cap��tulos siguientes.

Proposici�on. � Si M2 y N 2 son dos super�cies orientables de g�eneros p y
q respectivamente, entonces M2#N 2 es una super�cie orientable que tiene
g�enero p+ q.

� Si M2 y N 2 son dos super�cies no orientables de g�eneros p y q respectiva-
mente, entonces M2#N 2 es una super�cie no orientable de g�enero p+ q.

� Si M2 es orientable de g�enero p entonces �(M2) = 2� 2p.

� En cambio, si M2 es no orientable de g�enero p entonces �(M2) = 2� p.

Teorema. Si M2 es una super�cie compacta, conexa y no orientable de g�enero p,
la super�cie que se obtiene pegando un asa a M2 seguir�a siendo no orientable y
tendr�a g�enero p+ 2.
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Teorema. Si M2 es una super�cie compacta, conexa y orientable de g�enero p, la
super�cie que se obtiene pegando una banda de M�obius a M2 es no orientable de
g�enero 2p+ 1.

Teorema (clasi�caci�on de super�cies orientables). Sea M2 una super�cie o-
rientable, compacta y conexa. Entonces existe un �unico entero p � 0 tal que M2 es
difeomorfa a la espera de p asas con �(M2) = 2� 2p.

En este caso se pueden encontrar p curvas de Jordan en M2 disjuntas cuyo
complementario es conexo y no podemos encontrar p + 1 curvas de manera que el
complementario no quede disconexo.

Teorema (clasi�caci�on de super�cies no orientables). Sea N 2 una super�cie
compacta, conexa y no orientable. Entonces existe un �unico entero p > 0 tal que
M2 contiene p bandas de M�obius disjuntas y nunca p+1. A este n�umero se le llama
n�umero de M�obius.

En este caso N 2 es difeomorfa a una esfera a la que se le han sumado conexa-
mente p bandas de M�obius.

Para acabar, hacemos unas tablas, en la primera de ellas mostramos las su-
per�cies de g�enero 0, 1 y 2, donde destacamos tambi�en su caracter��stica de Euler-
Poincar�e.

G�enero 0 1 2

Orientables S2 T2 T2#T2

� = 2 � = 0 � = 0
No orientables no existe P2 botella de Klein

� = 1 � = 0

En esta segunda tabla mostramos las super�cies no orientables de g�enero menor
que cuatro y su recubridor, para ello hay que tener en cuenta que la caracter��stica
de Euler-Poincar�e es el doble que la de la super�cie recubierta seg�un se vio en el
teorema 2.3.3.

Super�cie no orientable N 2 Super�cie orientable M2

�(N 2) G�enero de N 2 �(M2) G�enero de M2

1 1 2 0
0 2 0 1
-1 3 -2 2
-2 4 -4 3
-3 5 -6 4

2� n n 2� 2(n� 1) n� 1



Cap��tulo 3

El teorema de Knesser-Markley.

3.1 Introducci�on.

El objetivo de este cap��tulo es hacer un estudio de los 
ujos sobre la botella de
Klein y en particular demostrar el ya citado teorema de Knesser. Para hacer este
estudio pasaremos los 
ujos en la botella de Klein al toro, estudiaremos los 
ujos
del toro y con ello obtendremos las propiedades de los primeros.

En primer lugar vamos a introducir dos relaciones de equivalencia en el plano
de los n�umero complejos C 2 , tales que, al hacer el conjunto cociente obtenemos T2

y B 2 (botella de Klein). Estudiaremos los 
ujos en T2 y por �ultimo probaremos
que un 
ujo continuo sobre B 2 sin puntos singulares tiene forzosamente una �orbita
peri�odica.

Este cap��tulo est�a basado en el art��culo de Markley [Mar69b] donde se prueba el
teorema de Weyl que posteriormente enunciaremos. Dicho teorema fue enunciado
en la conferencia de topolog��a de Mosc�u en el a~no 1935 y permaneci�o sin demostrar
hasta el citado art��culo de 1969.

Damos ya paso a la introducci�on del toro y la botella de Klein como cocientes
del plano complejo.
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3.2 El toro y la Botella de Klein como cocientes de

C .

De�nici�on 3.2.1. Para cada par de enteros n y m, de�nimos el homeomor�smo
Tn;m de C sobre C de la manera siguiente:

Tn;m : C ! C

con

Tn;m(z) = z + n+mi

Denotaremos por �0 al conjunto fTn;m : n;m enterosg. �0 es un grupo de homeo-
mor�smos para la composici�on de aplicaciones.

Construiremos el conjunto � como el grupo de homeomor�smos generado por
T0;1 y K, estando K de�nida como K(z) = �z + 1.

De�nici�on 3.2.2 (recta racional). Diremos que una recta l en el plano complejo
es racional si existe un homeomor�smo de �0 que deja invariante a l. O lo que es lo
mismo, si l tiene pendiente racional.

Notaci�on 3.2.1. Denotaremos por C =�0 al espacio topol�ogico cociente de C que se
obtiene identi�cando z con T (z) para todo z de C y para todo T de �0.

Denotaremos por C =� al espacio que se obtiene como el anterior pero tomando
las aplicaciones de � .

Proposici�on 3.2.1. El toro es homeomorfo a C =�0 y la botella de Klein es homeo-
morfa a C =� . Adem�as las aplicaciones p : C ! C =�0 y p

0 : C ! C =� son aplicaciones
recubridoras y como �0 � � , existe una aplicaci�on recubridora p2 : C =�0 ! C =� que
completa el siguiente diagrama:

C
p

���! C =�0 = T2

p0

??y ??yp2
C =� C =�

Por �ultimo, (T2,p2) es el recubridor universal de la botella de Klein.

Demostraci�on: estos dos hechos se pueden encontrar en cualquier libro de topolog��a
o geometr��a como [Car76]. Para lo referente al toro, ver la p�agina 430 y para la
construcci�on de la botella de Klein y la aplicaci�on p2 ver la p�agina 434.
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T2
B 2

Figura 3.1: El toro y la botella de Klein vistos como los conjuntos cocientes dados en la proposici�on

3.2.1

De�nici�on 3.2.3 (secci�on transversal). Sea 	 : R � X ! X un 
ujo continuo
sobre una super�cie y sea x 2 X. Una secci�on transversal de 	 en X es un subcon-
junto S de X que contiene a x y que es homeomorfo a un intervalo cerrado, adem�as
existe " > 0 tal que la aplicaci�on (s; t)! 	(s; t) es un homeomor�smo de S� [�"; "]
sobre la clausura de un entorno de x. Llamaremos " longitud de la secci�on local.

Observaci�on 3.2.1. Usando el teorema del 
ujo tubular, en una super�cie cerrada,
esta de�nici�on de secci�on transversal engloba a la que dimos en la demostraci�on del
teorema de Schwartz.

Por cada punto del interior de X que no sea �jo existe una secci�on transversal.

Notaci�on 3.2.2. Si tenemos de�nido un 
ujo 	 sobre un conjunto X, a veces
denotaremos para un x de 	 y un t de R por xt a 	(t; x) para simpli�car la escritura.

De�nici�on 3.2.4 (segmentos). Sea S una curva inyectiva y a, b de S. Denotare-
mos el segmento abierto de S entre a y b como (a; b)S. Denotaremos tambi�en para
� > 0 (a; a�)= f	(a; t) : t 2 (0; �)g y [a; a� ]= f	(a; t) : t 2 [0; � ]g donde 	 es un

ujo continuo. ls(z; z0) ser�a la recta determinada por z y z0 en C .

Enunciaremos a continuaci�on el teorema de Weil que necesitamos para la demos-
traci�on del resultado de Knesser, no lo demostraremos por no guardar su demos-
traci�on ninguna informaci�on relevante para el tema de esta tesina, una prueba se
encuentra en estos t�erminos en el art��culo [Mar69b]. Posteriormente a este teorema
enunciamos un lema que se usa para demostrar este teorema y que necesitaremos
igualmente para concluir el teorema de Knesser.

Teorema 3.2.1 (de Weil). sea � : [0;1)!T2una curva sobre el toro que no tiene
autointersecciones. Sea ~� : [0;1) !C un levantamiento de � a C . Si j~�(t)j ! 1

cuando t!1, entonces limt!1
~�(t)
j~�(t)j existe.
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Lema 3.2.1. Sea � : [0;1) ! T
2 una curva simple y sea ~� : [0;1) !C un

levantamiento de �. Sea L una recta racional. Si j~�(t)j ! 1 cuando t ! 1,
entonces ~�(t) no interseca todas las racionales paralelas a L.

Lema 3.2.2. Sean �; � : [0;+1)! � dos curvas simples que no intersecan. Sean ~�
y ~� dos levantamientos de � y � a C . Si j~�j ! +1 y j~�j ! +1 cuando t! +1,
se tiene entonces que:

lim
t!+1

~�(t)

j~�(t)j
= � lim

t!+1

~�(t)

j~�(t)j

Demostraci�on: supongamos que limt!+1
~�(t)
j~�(t)j= � y que limt!+1

~�(t)

j~�(t)j
= � con 0 �

�< � < 2� y � 6= ��. Podremos encontrar pues " tal que 0 � �� " < � < � + "<
� � " < � < � + " < 2� con �� " 6= � + " y � + " 6= � � ".

Como ~�(t)
j~�(t)j

! � tenemos que para t � t0 adecuado ~�(t) se encuentra en la

regi�on R� determinada por el arco de circunferencia A�= (Kei(��"); Kei(�+")) y las
semirrectas l1� y l

2
� de pendiente ��" y �+" (estas semirrectas vendr�an determinadas

por valores del m�odulo de sus puntos mayores o iguales a K, con K su�cientemente
grande).

Podemos elegir el t0 de manera que tengamos lo mismo para la curva ~� en una re-
gi�on R� de�nida exactamente igual cambiando � por �. Por �ultimo le impondremos
a t0 la condici�on siguiente:

si t � t0 j~�(t)j > K y j~�(t)j > K

Todo este razonamiento est�a representado geom�etricamente en la �gura 3.2.

Intuitivamente est�a claro que podemos elegir una transformaci�on Tn;m de ma-
nera que lleve el arco de circunferencia A� al interior de la componente conexa de
R�n~�([t0;+1)) que contiene a l2�.

Como limt!+1
TÆ~�
jTÆ~�j

= � se tiene que T Æ ~� debe cortar a ~� lo cual es una con-
tradicci�on.

3.3 Flujos en el toro.

Hacemos ahora un estudio de curvas sobre el toro, porque los 
ujos sobre la
botella de Klein los levantaremos al toro para usar la artiller��a all�� desarrollada.

De�nici�on 3.3.1 (levantamiento universal). Sea � : [0; 1]!T2una curva cerra-
da no homot�opicamente nula y sea ~� : [0; 1]!C un levantamiento de �. Por ser �
cerrada, se tiene que ~�(1) = T (~�(0)) para un T en �0. De�niremos el levantamiento
universal de � como la curva ~�u : R !C con ~�u(t) = T n(~�(t0)) donde n = [t] y
t0 = t� n.
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Figura 3.2: Interpretaci�on geom�etrica de la demostraci�on del lema 3.2.2.

Observaci�on 3.3.1. Si T 0 2 �0, entonces T
0 Æ ~�u es otro levantamiento universal

de �.

De�nici�on 3.3.2 (curva cerrada y curva simple). Una curva � : [0; 1]! X es
cerrada si �(0) = �(1).

Una curva cerrada � : [0; 1] ! X se dir�a que es simple si �(0) = �(1) y para
cualesquiera t; t0 distintos de [0; 1] se tiene que �(t) 6= �(t0) a menos que t = 0 y
t0 = 1.

Proposici�on 3.3.1 (propiedades b�asicas). Sea � : [0; 1] !T2una curva cerrada
no homot�opicamente nula y sea ~�u un levantamiento universal de �, entonces se
tiene:

(a) La imagen de ~�u se encuentra entre dos rectas paralelas racionales.

(b) Si ~�u(R) se encuentra en la regi�on de�nida por las rectas racionales L1 y L2,
~�u(R) \ L 6= ; siempre que L no sea paralela a L1.

(c) La curva � es simple si y s�olo si ~�u es simple y para cualquier T en �0, el
conjunto T Æ ~�u(R) \ ~�u(R) es o ~�u(R) o el conjunto vac��o.

Demostraci�on: (a) Para ver esto construimos expl��citamente ~�u. Primero levan-
tamos la curva � y nos dar�a una curva ~� : [0; 1]! C 2 con ~�(0) = ~�(1).
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La recta que pasa por ~�(0) y ~�(1) es racional de pendiente m
n
si se tiene que

Tn;m(~�(0)) = ~�(1). Es obvio que podemos encontrar rectas L1 y L2 paralelas
a L que no corten a ~�. En consecuencia ~�u no puede cortar a L1 ni a L2 y si
~�u cortara a L1 o a L2 ~� tambi�en lo har��a.

(b) Sea p = ls(~�(0); ~�(1)) \ L. El punto p puede ser un T k
n;m(~�(0)), en cuyo caso

ya habr��amos terminado o puede encontrarse en el segmento determinado por
T k
n;m(~�(0)) y T

k+1
n;m (~�(0)).

La recta L divide al plano en dos componentes conexas, una de ellas contendr�a
a T k

n;m(~�(0)) y la otra a T
k+1
n;m (~�(0)). Debido a la conexi�on de la curva ~�u deber�a

cortar a L en alg�un punto.

(c) Si � es simple es claro que ~�u es simple. Supongamos que � fuera simple y
que se tuviera T Æ ~�u(R) \ ~�u(R) 6= ;. En ese caso existir��an t y t0 tales que
~�u(t) + n +mi = ~�u(t

0) y por lo tanto para algunos t1; t
0
1:

~�(t1) + n+mi = ~�(t01)

De lo que se deduce que n +mi = 0 y t1 = t01 y en consecuencia T Æ ~�u = ~�u.

Veamos el rec��proco, es decir, demostremos que � es simple. Si suponemos
que no �(0) = �(1) y �(t) = �(t0) con t 6= t0 y t; t0 62 f0; 1g.

Ahora, por una parte se tiene que ~�(1) = ~�(0) + n + mi y por otra ~�(t) =
~�(t0) + k1 + k2i con (n;m) y (k1; k2) pares de enteros distintos de (0; 0). Se
tendr��a que Tk1;k2 Æ ~�u\ ~�u 6= ; y Tk1;k2 Æ ~�u 6= ~�u lo cual es una contradicci�on.

De�nici�on 3.3.3 (curva de control). Sea S una secci�on local de 	 en w 2T2y su-
pongamos que para un t0 se tiene que 	(t0; w) 6= w con [w;	(t0; w)]\ (w;	(t0; w))S
= ;, entonces, 
 = [w;wt0] [ (w;wt0)S es una curva simple. Cuando 
 no es ho-
mot�opicamente nula, llamaremos al levantamiento universal ~
u de 
 una curva de
control.

Observaci�on 3.3.2. 1. Sea ~
u una curva de control, entonces ~
u divide a C en
dos componentes conexas.

2. Si z0 2 ~
u es tal que p(z0) 2 (w;wt0)S, entonces tomando " > 0 su�cientemen-
te peque~no z0(�") cae dentro de una componente de C n~
u que denotaremos por
�� y z0" cae dentro de la otra, denotada por �+.

Adem�as �+ y �� no dependen del punto elegido z0 2 ~
u \ ~p�1(S).

De�nici�on 3.3.4. Dado z 2 C denotaremos por O(z) al conjunto fzt : t 2 Rg, por
O+(z) a fzt : t 2 [0;+1)g. Por �ultimo O�(z) ser�a fzt : t 2 (�1; 0]g.
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Lema 3.3.1. Sea ~
 una curva de control, entonces �+ y �+ [ ~
u son positivamente
invariantes por el 
ujo (es decir ~	(R+ ;�+) � �+ y ~	(R+ ;�+ [ ~
u) � �+ [ ~
u).

Por otro lado, �� y �� [ ~
u son negativamente invariantes por el 
ujo (es decir
~	(R� ;��) � �� y ~	(R� ;�+ [ ~
u) � �� [ ~
u).

Demostraci�on: Sea z 2 �+ y supongamos que O+(z) 6� �+, sea � el real positivo
m�as peque~no tal que z� 2 ~
u. As�� que pasando ahora a T2 p(z�) 2 [w;w� ]S lo que
implica que z(� � ") 2 �� para cualquier " positivo su�cientemente peque~no, lo que
es una contradicci�on.

Ahora es claro que ��+ = �+ [ ~
u es tambi�en positivamente invariante.

De�nici�on 3.3.5 (recurrencia). Una �orbita del 
ujo diremos que es positivamente
recurrente si dicha �orbita est�a contenida en su !-l��mite.

Una �orbita del 
ujo diremos que es negativamente recurrente si ella est�a conte-
nida en su �-l��mite.

Observaci�on 3.3.3. Cualquier �orbita peri�odica es tanto positiva como negativa-
mente recurrente.

Teorema 3.3.1. Sea z0 2C . Si O(p(z0)) es positivamente recurrente (respectiva-
mente negativamente recurrente) y es no peri�odica, entonces O+(z0) (respectivamen-
te O�(z0)) no se encuentra entre dos rectas paralelas racionales.

Demostraci�on: Supongamos que O(p(z0)) es positivamente recurrente y no peri�odica
y supongamos que O+(z0) se encuentre entre dos rectas paralelas racionales L

0 y L00.

Llamemos fL1; L2; : : : Lqg las rectas paralelas a L0 que se encuentran entre L0 y
L00 y para las que existe alg�un T de �0 tal que T (Li) = L0. Podemos elegir L0 y L00

de manera que p(z0) 2 L1.

Debido a que O(p(z0)) es positivamente recurrente, existe al menos un i tal
que dado cualquier " podemos encontrar z0 2 Li satisfaciendo z0 s z0 y O+(z0) \
S(z0; ") 6= ;, donde S(z0; ") = fz : jz � z0j < "g. Consideremos dos casos:

Caso 1. (existe un i satisfaciendo la propiedad anterior, con z0 62 Li)

Supongamos que z0 2 L1 y que i = 2, sea T una transformaci�on de
L1 en L2. Por inducci�on vamos a probar que dado cualquier entero
positivo m y cualquier " > 0, existe z0 s z0 tal que z

0 2 Tm(L1) y
O+(z0) \ S(z0; ") 6= ;.

Para k = 1 est�a claro ya que lo estamos suponiendo como hip�otesis.

Supong�amoslo cierto para todo k � m. As�� que por una parte
tenemos z1 2 L2 y � > 0 tal que z1 s z0 y jz0� � z1j < ". Por
la continuidad del 
ujo podemos elegir Æ > 0 tal que S(z0; Æ)� �
S(z1; "). Usando que T es una isometr��a, vamos a mostrar que
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S(z0; Æ)� �S(T (z0); ") para todo z0 s z0. Esto es cierto debido a
que: si z0 = T (z0) entonces S(z

0; Æ)�= S(T (z0); Æ)� = T (S(z0; Æ))�=
T (S(z0; Æ)�) � T (S(z1; "))= S(T (z1); ") = S(z0; ").

Por la hip�otesis de inducci�on existe z2 s z0 y � 0 > 0 tal que z2 2
Tm(L1) y jz0�

0� z2j < Æ. As�� que z0(�
0+ �) 2 S(T (z2); ") y T (z2) 2

Tm+1(l1). Debido a que limm!+1 d(Tm(L1); L1) = +1, entonces
O+(z0) no puede estar entre L

0 y L00.

Caso 2. (la �gura 3.3 muestra la situaci�on geom�etrica de este apartado de
la prueba en C ) Si el caso 1 no se satisface tenemos z0 2 L1 y si
z0 s z0 satisface que para "1 > 0 arbitrario O+(z0) \ S(z0; "1) 6= ;
entonces z0 2 L1.

Como O(z0) no es recurrente porque un 
ujo en el plano no puede
tener �orbitas recurrentes que no sean �orbitas peri�odicas o puntos
cr��ticos (teorema de Poincar�e-Bendixson), existe una secci�on ~S de
~	 en z0 tal que O(z0)\ ~S = z0 y ~S � S(z0; "1). Adem�as eligiendo ~S
su�cientemente peque~na y utilizando que p es un homeomor�smo
local entonces S = p( ~S) es una secci�on local de 	 en w = p(z0).
Como w es positivamente recurrente y no peri�odico, podemos en-
contrar t2; t1 > 0 satisfaciendo:

(i) wti 2 S

(ii) [w;wt1] \ (w;wt1)S = ;

(iii) wt2 2 (w;wt1)S

�(z0)

z0

z0t1

~
u

L1

~S

T ( ~S)

T 2( ~S)

z0t2

T (z0t1)

Figura 3.3: Situaci�on geom�etrica de la prueba del teorema 3.3.1, caso 2.
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Sea 
 = [w;wt1] [ (w;wt1)S que es simple por (ii). Si 
 es ho-
mot�opicamente nula, entonces z0t1 2 ~S que contradice la elecci�on
de ~S. As�� que ~
u es una curva de control a trav�es de z0 que se
encuentra entre dos rectas paralelas a L1.

Es claro que z0t2 2 �+ \ T (~
u) para alg�un T 2 �0. Adem�as para
un " > 0 �jado, habiendo elegido t2 su�cientemente grande se tiene
jz0t2� z0j < " donde z0 s z0. Por lo tanto es necesario que T (L1) =
L1 y T (~
u) = ~
u. En consecuencia z0t2 2 �+\ ~
u = ; lo cual es una
contradicci�on y por tanto el segundo caso no se puede dar tampoco.

Teorema 3.3.2. Sea z0 2C y A un compacto de C . Supongamos que p(z0) 2T2 ge-
nera una �orbita positivamente recurrente y no peri�odica. Entonces existe un entorno
V de z0 y � > 0 tal que V t \ A = ; cuando t > � .

Demostraci�on: razonando de la misma manera que en el caso 2 de la demostraci�on
del teorema 3.3.1 se puede encontrar una curva de control ~
u y una transformaci�on
T de � tal que A [ z0 � �� \ T (�+).

La curva ~
u se encuentra entre dos paralelas racionales L1 y L2 tal y como se
muestra en la �gura 3.3 y T Æ ~
u se encuentra entre dos paralelas L3 y L4 a su vez
paralelas a L1.

Seg�un el teorema 3.3.1 la �orbita O+(z0) no se encuentra entre dos paralelas
racionales luego debe cortar a ~
u, es decir, existe � > 0 tal que z0� 2 �+ y un
entorno V de z0 tal que V � � �+. Como �+ es positivamente invariante por el lema
3.3.1 obtenemos el resultado buscado.

A
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�+��
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Figura 3.4: Interpretaci�on geom�etrica de la demostraci�on del teorema. 3.3.2
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Corolario 3.3.1. Sea z0 2C . Si p(z0) positivamente recurrente y no peri�odico,
entonces jz0tj ! +1 cuando t! +1 y limt!+1

z0t
jz0tj

existe.

Demostraci�on: del teorema 3.3.2 se deduce que jz0tj ! +1 cuando t ! +1. Por
el teorema 3.2.1 se tiene entonces que existe el l��mite limt!+1

z0t
jz0tj

.

Teorema 3.3.3. Sean z0 y z1 dos complejos tales que p(z0) y p(z1) son positivamente
recurrentes y no peri�odicos. Entonces:

lim
t!+1

z0t

jz0tj
= lim

t!+1

z1t

jz1tj

Demostraci�on: es una consecuencia del teorema anterior y del teorema 3.2.2.

3.4 La botella de Klein.

Teorema 3.4.1. Sea (B 2 ;R; �) un 
ujo continuo en la botella de Klein, entonces
toda �orbita positivamente recurrente es peri�odica.

Demostraci�on: sean (T2;R; �̂) y (C ;R ; ~�) los levantamientos de � al toro y al plano
complejo respectivamente. Supongamos que w 2 B 2 genera una �orbita positivamente
recurrente y no peri�odica.

Sea p�12 (w) = fŵ1; ŵ2g. Claramente ŵ1 y ŵ2 no son peri�odicos porque si lo fueran
tambi�en lo ser��a la �orbita que genera w sobre la botella de Klein. La transformaci�on
K : C ! C introducida en la de�nici�on 3.2.1 de�ne una aplicaci�on sobre el toro
k̂ : T2 ! T2 que permuta ŵ1 y ŵ2.

La de�nici�on de k̂ es la siguiente: k̂(p(z)) = p(K(z)). Hace falta comprobar que
realmente esto est�a bien de�nido, pero es un simple ejercicio.

Al ser w positivamente recurrente se tiene que ŵ1 o ŵ2 est�an en el !-l��mite de la
�orbita que pasa por ŵ1.

Si ŵ2 2 !(ŵ1), aplicando k̂ se ve que ŵ1 2 !(ŵ2) � !(ŵ1), as�� que ŵ1 y ŵ2 son
positivamente recurrentes y no peri�odicos.

Sea z1 2 p�1(ŵ1) entonces p[K(z1)] = ŵ2. Por ser O(p(z1)) positivamente re-

currente los teoremas anteriores nos dicen que limt!+1
z1t
jz1tj

y limt!+1
K(z1t)
jK(z1t)j

exis-
ten y son complejos conjugados por la de�nici�on de K. Adem�as ambas curvas z1t
y K(z1t) no se cortan sobre el toro (porque si no, �(ŵ1) en B 2 ser��a una curva de
Jordan) y por el teorema 3.3.3 limt!+1

z1t
jz1tj

= 1 o limt!+1
z1t
jz1tj

= �1. A partir

de ahora razonamos por reducci�on al absurdo suponiendo que Im(z1t) est�a acotada
superior o inferiormente.
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Consideremos que el l��mite es +1. Por el teorema 3.3.1 O+(z1) no se encuentra
entre dos paralelas racionales. Nuestro objetivo es mostrar que Im(z1t) no est�a
acotada ni superior ni inferiormente para t > 0.

Admitiremos sin p�erdida de generalidad que Re(z1t) > Re(z1) si t > 0. El semi-
plano fz : Re(z) > Re(z1)g est�a dividido en dos por O+(z1). K(z1) se encuentra en
una de las componentes y T0;n(k(z1)) en la otra para un n adecuado su�cientemente
grande.

Im(K(z1t))= �Im(z1t) e Im(T0;n(K(z1t))) =�Im(z1t) + n, as�� que Im(z1t) no
tiene ni cota superior ni inferior ya que si no, podr��amos encerrar O+(z1) entre dos
rectas racionales.

As�� que O+(z1) interseca a cualquier recta paralela al eje OX lo que contradice
el lema 3.2.1, ya que, t! ŵ1t es una curva simple en el toro.

En el caso que limt!+1
z1t
jz1tj

= �1 se razona de manera an�aloga.

Corolario 3.4.1 (teorema de Knesser-Markley). Sea (B 2 ;R; �) un 
ujo conti-
nuo en la botella de Klein sin puntos �jos, entonces posee una �orbita peri�odica.

Demostraci�on: Sea M un conjunto minimal para �, que existe seg�un vimos en el
cap��tulo anterior usando el lema de Zorn y sea w 2 M , w es recurrente, as�� que w
es un punto peri�odico.





Cap��tulo 4

El contraejemplo de Denjoy.

4.1 Introducci�on.

Esta secci�on viene motivada por el teorema de Schwartz. En el enunciado del
teorema pedimos que el 
ujo en consideraci�on sea de clase C2 para reducir los
conjuntos minimales a �orbitas peri�odicas, puntos cr��ticos o todo el toro. Una vez
realizado ese trabajos cabe preguntarse qu�e es lo que pasa cuando debilitamos la
hip�otesis C2 >Se mantendr�a el mismo resultado? La respuesta es no.

Aunque nosotros planteemos el estudio en este orden, hist�oricamente se resolvi�o
al contrario. En 1932, el franc�es Arnold Denjoy propuso en [Den32] un ejemplo de
un 
ujo en el toro de clase C1 que posee un conjunto minimal perfecto y con interior
vac��o, que no es una �orbita peri�odica ni un punto cr��tico.

Nuestro objetivo es reproducir en este cap��tulo someramente lo m�as importante
de [Den32] para cerrar la pregunta planteada. Por otra parte cuestiones relacionadas
con este tema tiene importancia vigente y han dado lugar a art��culos relativamente
recientes como [Hal81].

El art��culo de Hall [Hal81] va enfocado totalmente a la construcci�on de un ejemplo
de una funci�on C1 de S1 en S1 de manera que contenga una �orbita con !�l��mite de
interior vac��o y con s�olo dos puntos donde se anule la derivada. En este trabajo no se
da el paso a ning�un sistema din�amico continuo sobre el toro. Nosotros utilizaremos
la funci�on all�� construida para dar un sistema din�amico continuo de clase C2 sobre
el toro que posea una �orbita recurrente y cuyo !�l��mite tenga interior vac��o.

Otro ejemplo similar a este se puede leer en [PM82] p�agina 178, se trata de
un ejemplo dado por Cherry en 1938. No obstante el que damos sigue los mismos
razonamientos que hizo Denjoy en los ejemplos introducidos en [Den32].
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Otra referencia de inter�es para este tema es el cap��tulo 1 del libro de De Melo y
Van Strien [MS93].

4.2 Planteamiento del problema.

El objetivo �nal es buscar un 
ujo sobre el toro que tenga �orbitas recurrentes y
cuyo !-l��mite sea de interior vac��o. Para ello de�niremos una ecuaci�on diferencial
sobre el toro, pero en este caso no utilizaremos las cartas para no perder la interpre-
taci�on geom�etrica, veremos el toro tal y como lo presentamos en el cap��tulo anterior,
como el conjunto cociente de R2 por la relaci�on de equivalencia ('; �) s ('0; �0) si y
s�olo s�� ('� '0; � � �0) 2 Z� Z.

Geom�etricamente si M = ('; �) entonces ' mide el �angulo existente entre el
meridiano en el que se encuentra M y un meridiano origen. Por su parte � mide
dentro del meridiano en el que se encuentra M , el �angulo entre el paralelo origen y
el paralelo donde est�a M . Para clari�car ver la �gura 4.1.

'

�

meridiano de M
6666

paralelo de M

M

66

-

-

Figura 4.1: Interpretaci�on geom�etrica de los par�ametros ' y �.

As�� que nuestro objetivo es de�nir una ecuaci�on diferencial en el plano que pase
bien al cociente antes indicado. Poco a poco iremos precisando el signi�cado de esta
frase.

La ecuaci�on que habr�a que estudiar ser�a:(
d�
dt
('; �) = A('; �)

d'
dt
('; �) = B('; �)

al igual que Denjoy, escogeremos B('; �) = 1, de donde sigue que nuestro sistema
es equivalente a la ecuaci�on diferencial d�

d'
('; �) = A('; �). Exigiremos que A sea



4.3 Propiedades de las soluciones en relaci�on a sus condiciones

iniciales. 77

peri�odica de periodo 1 separadamente en ' y � para que podamos verla como una
ecuaci�on diferencial sobre el toro. Para tener unicidad en las soluciones pediremos
tambi�en que A sea localmente lipschitziana.

Seg�un la teor��a general de ecuaciones diferenciales, �jadas las condiciones iniciales
('0; �0) tenemos una soluci�on �unica satisfaciendo dicha condici�on. Por otra parte,
la soluci�on u('; '0; �0) estar�a de�nida en �1 < ' < +1 (esto se ve utilizando el
lema de Witner [NOR95], p�agina 137).

Observaci�on 4.2.1. A pesar de la periodicidad de la funci�on A, u('; '0; �) mirada
como funci�on de ' no tiene por qu�e ser peri�odica. Si al aumentar ' en un entero
q, u(' + q; '0; �0) toma el mismo valor que u('; '0; �0) aumentado en un entero p
diremos que la soluci�on u es una �orbita peri�odica o un ciclo que se enrolla q y p
veces alrededor del eje del toro y del c��rculo medio respectivamente.

Pasamos ahora a estudiar algunas propiedades de la funci�on u.

4.3 Propiedades de las soluciones en relaci�on a sus

condiciones iniciales.

En esta secci�on vamos a estudiar u('; '0; �0) como funci�on de '0. En primer lugar
hacemos notar que u como funci�on de �0 es peri�odica de periodo 1 (1-peri�odica). Para
ver esto simplemente hace falta darse cuenta que u('0; '0; �0+1) = u('0; '0; �0)+1
y tendremos que u('; '0; �0 + 1) = u('; '0; �0) + 1 para cualquier ' por la unicidad
de soluciones. De�nimos ahora la funci�on �('; '0; �0) = u('; '0; �0) � �0. � es 1-
peri�odica y se anula para ' = '0 como se comprueba f�acilmente. Geom�etricamente
todo esto que estamos poniendo quiere decir que a dos valores �0 y �0 + 1 le corres-
ponden en el toro la misma �orbita.

Por otro lado la funci�on u es continua respecto de las condiciones iniciales '0

y �0. Esto es inmediato a partir de la teor��a general de ecuaciones diferenciales
([NOR95], p�agina 152).

Veamos brevemente que la funci�on u es mon�otona creciente respecto a �0. En
primer lugar si �00 � �0 no es un entero entonces u('; '0; �0) � u('; '0; �

0
0) no pue-

de ser entero para ning�un valor de ', si no, las �orbitas en el toro coincidir��an, lo
cual es absurdo. As�� que u('; '0; �0) � u('; '0; �

0
0) est�a siempre comprendido en-

tre los mismos enteros que �00 y �0. En particular la desigualdad �0 < �00 implica
u('; '0; �0) < u('; '0; �

0
0) para cualquier ' y en consecuencia: �jado ', u crece con

�0.

Fijado '0 (meridiano origen) de�nimos ahora los valores:

�(') = inf
�02[0;1]

(�('; '0; �0))
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(') = sup
�02[0;1]

(�('; '0; �0))

y
�(') = 
(')� �(')

Con estas de�niciones podemos ver que �(') es siempre inferior a 1. Si no,
existir��an tres n�umeros '0, �00 y �000 con �00 < �000 < �00 + 1 para los cuales �('0; �000) �
�('0; �00)= �1.

En tal caso
u('0; '0; �

00
0)� u('0; '0; �

0
0) = �000 � �00

y
u('0; '0; �

00
0)� u('0; '0; �

0
0) = �000 � �00 � 1

as�� que debe existir un '00 entre '0 y '0 tal que u('00; '0; �
00
0) � u('00; '0; �

0
0) es un

entero lo cual es imposible.

Recapitulando lo dicho hasta ahora tenemos:

Proposici�on 4.3.1. 1. u('; '0; �0 + 1) = u('; '0; �0) + 1.

2. u es creciente en el argumento �0.

3. u es continua respecto de �0, '0 y '.

4. �(') es inferior a 1.

Lo que vamos a hacer ahora es de�nir para cada entero n una aplicaci�on gn en el
meridiano determinado por un punto M('0; �0) del toro, M, y que tomar�a valores
tambi�en en M. La de�nici�on es como sigue:

De�nici�on 4.3.1 (funci�on n-simo consecuente y n-sima diferencia). Deno-
taremos por gn :M!M a la funci�on n-simo consecuente que vendr�a dada por

gn(�) = u('0 + n; '0; �)

para cada � 2 M.

Por otro lado de�nimos la funci�on n-sima diferencia, 	n : M ! M, como
	n(�) = gn(�)� � para cualquier � de M.

Cuando n sea igual a 1 utilizaremos designaremos tambi�en a g1 por g y a 	1 por
	.

Observaci�on 4.3.1. Teniendo en cuenta la de�nici�on anterior es f�acil ver que se
da la igualdad siguiente:

gn = g Æ � � � Æ g| {z }
n veces



4.4 N�umero de rotaci�on. 79

De�nici�on 4.3.2 (n-simo consecuente de un punto). Dado un punto M('0; �)
de M, denotaremos por Mn al punto ('0 + n; gn(�)) y lo llamaremos n-simo conse-
cuente de M .

Pasamos ahora a de�nir el concepto de n�umero de rotaci�on y a relacionarlo con
la existencia o ausencia de �orbitas peri�odicas.

4.4 N�umero de rotaci�on.

Nuestro objetivo inmediato es demostrar que los sucesivos cortes de una �orbita
con el meridiano M se van dando de una manera ordenada cuando el tiempo se
hace grande. Dentro de ese orden, seg�un sea, obtendremos soluciones peri�odicas o
soluciones no peri�odicas con �orbitas recurrentes.

Proposici�on 4.4.1. 1. gn es continua y creciente.

2. 	n tiene periodo 1.

3. Denotando �n = 1
n
inf�2[0;1]	n(�) y 
n = 1

n
sup�2[0;1]	n(�) tenemos n(
n �

�n) < 1.

Estas propiedades son una consecuencia inmediata de las propiedades de la fun-
ci�on u antes demostradas.

Corolario 4.4.1. Si v es un arco sobre M entonces gn(v) es un arco sobre M.
Adem�as si dotamos a v de una orientaci�on determinada entonces gn(v) posee la
misma orientaci�on.

Demostraci�on: tomemos v un arco sobre M de extremos P y Q de manera que el
arco PQ = v est�e orientado directamente. Tenemos que ver que gn(PQ)= PnQn,
pero esto es una consecuencia de ser u mon�otona respecto a la variable �0.

Teorema 4.4.1. Siguiendo las notaciones anteriores se tiene que limn!+1 
n y
limn!+1 �n existen y son iguales. Adem�as si llamamos � a dicho l��mite, se tiene:

�p � � � 
p (4.1)

De�nici�on 4.4.1 (n�umero de rotaci�on). Llamaremos n�umero de rotaci�on al l��-
mite anterior �.

Demostraci�on del teorema: tomemos p entero arbitrario mayor que 1 y menor o igual
que n y hagamos la divisi�on eucl��dea de n por p, n = pr + s con 0 � s < p. Usando
las de�niciones de �k y 
k se tiene para todo � de M:

p�p � gmp(�)� g(m�1)p(�) � p
p (m = 1; 2; : : : ; r)
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y
�1 � gk(�)� gk�1(�) � 
1 (k � rp = 1; 2; : : : ; s)

De aqu��, teniendo en cuenta que �i � �j y 
j � 
i para j � i se deduce:

rp�p + s�1 � n�n < n
n � rp
p + s
1

Dejando p �jo y haciendo tender n a +1 se tiene:

�p � lim inf
n!+1

�n � lim sup
n!+1


n � 
p

Ya que 
p � �p <
1
p
, concluimos que �n y 
n tienen un l��mite com�un � que veri�ca

la desigualdad �p� �� 
p para cualquier p.

De�nici�on 4.4.2. Denotaremos por � 0n y 
0n a los n�umeros

� 0n = n�� n�n 
0n = n
n � n�:

Con estas de�niciones se tiene:

� 0n + 
0n < 1 (4.2)

y
�� 0n � 	n(�)� n� � 
0n para todo � de M (4.3)

Debido a que 	n(�)�n� es continua y mirando la de�nici�on de � 0n y 

0
n tenemos

que para alg�un � el t�ermino del centro alcanza los valores de los extremos.

4.4.1 N�umero de rotaci�on racional.

En esta secci�on vamos a ligar la racionalidad de � con la existencia de �orbitas
peri�odicas para la funci�on gn : M! M y en consecuencia la existencia de �orbitas
peri�odicas en el toro.

Teorema 4.4.1.1. Existe una soluci�on peri�odica de la ecuaci�on diferencial que es-
tamos considerando si y s�olo si el n�umero de rotaci�on � es racional.

Demostraci�on: supongamos primero que entre las soluciones hay una que es pe-
ri�odica y supongamos que partimos de las condiciones iniciales ('0; �0) y que la
soluci�on se cierra sobre s�� por primera vez sobre el meridiano M para ' = '0 + q,
habiendo aumentado � en un entero p. Est�a claro que sobre esta soluci�on si ' pasa
de '0 a '0+ rq entonces � se incrementa en pr para cualquiera que sea r entero. De
este valor particular de �0 deducimos � = p=q.

Rec��procamente, situ�emonos en el caso � = p
q
racional con p y q enteros. Tenemos

�� 0q � 	q(�0) � p � 
0q con � 0q y 
0q no negativos y alcanzados en 	q(�) � p y
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	q(�
0)� p. Por lo tanto 	q(�0)� p habr�a de tomar el valor cero para alg�un �00. Es

decir 	q(�
0
0) = p.

La soluci�on u('; '0; �
0
0) es un ciclo y termina la demostraci�on.

Vamos a hacer ahora un estudio de otras propiedades que se presentan cuando
el n�umero de rotaci�on es racional. Observemos de partida que cualquier �orbita
peri�odica del sistema dar�a siempre una �orbita peri�odica de la aplicaci�on g :M!M
y adem�as el periodo ser�a para cualquiera de estas �orbitas c��clicas de g el mismo en
virtud del n�umero de rotaci�on.

Sea E = f�0 2 M : �0 engendra una �orbita peri�odicag. Este conjunto es cerrado
ya que si (an)n2N es una sucesi�on de E (de periodo p) que tiende hacia �, se tiene
que limn!+1 gp(�n) = limn!+1 �n y en consecuencia gp(�)= �, luego E es cerrado.

De�nici�on 4.4.1.1 (contiguo). A cada componente conexa de MnE la llamare-
mos contiguo de E.

Proposici�on 4.4.1.1. Si v es un contiguo de E, entonces cualquier iterada por g de
v es un contiguo de E. Adem�as, si q es el periodo de cualquier �orbita peri�odica de
E entonces la q-�esima iterada de v (gq(v)) coincide de nuevo con v. Tenemos pues
los contiguos v; g(v); g2(v); : : : ; gq�1(v) distintos dos a dos y gqr+sv = gs(v) para todo
entero r y para todo 0 � s < q.

Demostraci�on: se basa en la monoton��a de g y en que cada contiguo tiende en sus
dos extremos hacia un elemento de E.

4.4.2 N�umero de rotaci�on irracional.

Vamos a pasar ahora a estudiar el caso en el que el n�umero de rotaci�on es
irracional. Seg�un se ha probado en el teorema 4.4.1.1 ninguna �orbita ser�a peri�odica.
Establecemos ahora una aplicaci�on f entre la circunferencia unidad S1 y el meridiano
M que posee el punto M0('0; �0) del toro.

Previamente de�nimos una aplicaci�on de las im�agenes de los consecuentes de M0

a S1 y luego la extenderemos a todo el meridiano.

De�nici�on 4.4.2.1. De�nimos f1(M0)= 0 y siMn es el en�esimo consecuente de M0

(('0; gn(�0))) entonces f1(Mn)= n�. Denotaremos por �n a f(Mn).

Proposici�on 4.4.2.1. La aplicaci�on f1 conserva el orden geom�etrico, es decir, dados
Mp, Mr y Mq sobre M y sus correspondientes �p, �r y �q sobre S

1 se tiene que si
recorremos M en sentido directo empezando en Mr y S

1 empezando en �r el orden
de sucesi�on geom�etrica de Mp, Mq por una parte y el de �p y �q es el mismo.



82 El contraejemplo de Denjoy.

Demostraci�on: bastar�a demostrar que si ��p, ��q y �!p, �!q son los argumentos de Mp,
Mq y �p, �q en [0; 1) y [0; 2�) respectivamente se tiene que las dos diferencias �!q� �!p
y ��q� ��p son del mismo signo. Por otro lado basta establecer el resultado para �0 = 0
y luego establecer el caso general utilizando el crecimiento de gn respecto a �0.

Debido a que �n � �0 y n� se encuentran entre los mismos enteros consecutivos
por 4.2 y 4.3 se tiene que si

k < p� < k + 1 y h < q� < h + 1

se tiene
��p = �p � k ��q = �q � h

�!p = p�� k �!q = q�� h

De aqu�� se tiene gq�p( ��p)= gq�p(�p � k) = �q � k= ��q + h� k.

Igual que antes gq�p(��p)� ��p y (q � p)� se encuentran entre los mismos enteros
consecutivos. Ya que gq�p(��p) � ��p= ��q � ��p + h � k y (q � p)�= �!q � �!p + h � k
entonces ��q � ��p y �!q � �!p se encuentran entre los mismos enteros consecutivos y
deben tener, por tanto, el mismo signo.

Vamos ahora a de�nir la aplicaci�on f que dese�abamos utilizando las propiedades
de f1. Para empezar �jaremos M0 sobre M y un punto �0 sobre S

1 de�nido por el
�angulo t 2 [0; 2�).

De�nici�on 4.4.2.2. El conjunto M0 = MnM0 lo ordenaremos como sigue: M es
anterior (resp. posterior) a M 0 si y s�olo si el arco MM 0 de M que no contiene a M0

es directo (resp. retr�ogrado). En el conjunto S1 de�nimos el mismo orden quitando
el punto �0.

De�nici�on 4.4.2.3 (de f). Se trata de �jar las im�agenes de f :M! S1. De�nimos
primeramente f(Mn) = �n siendo �n el punto de S

1 con argumento t+2n�� y esto
para cualquier entero n.

Tomemos ahora M 62 (Mn)n2Z. Consideremos los conjuntos AM = fMi :
Mi es anterior a Mg, PM = fMi : Mi es posterior a Mg y A0

M = ff(Mi) : Mi

es anterior a Mg, P 0M = ff(Mi) : Mi es posterior a Mg. Tomamos AM (resp. A0M )
como la cota posterior de AM (resp. A0

M) y PM (resp. P 0
M) como la cota anterior

de PM (resp. P 0M). Debido a la densidad de (�n)n2Z en S1y a la conservaci�on del
orden geom�etrico de f jS

iMi
tenemos A0M = B0

M .

Tomaremos f(M) = A0M .

Esta aplicaci�on f que hemos de�nido es continua y la construcci�on la hemos
desarrollado pr�acticamente tal cual hizo Denjoy ([Den32] p�agina 345) en 1932 por
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guardar la imagen geom�etrica. La �unica diferencia radica en que la que de�ni�o
Denjoy fue una especie inversa de f que part��a de S1 y tomaba valores en M= s
con s una relaci�on de equivalencia sobre M. Me ha parecido, sin embargo, m�as
conveniente mantener S1 y M como conjuntos inicial e imagen y guardar las ideas
de Denjoy antes que utilizar el conjunto cociente y la relaci�on de equivalencia por
no complicar la de�nici�on.

Observaci�on 4.4.2.1. Para todo M' anterior a PM y posterior a AM se tendr�a
tambi�en f(M 0) = A0M .

De�nici�on 4.4.2.4 (puntos de primera y segunda especie). Si A0M= P 0
M , el

punto M se dice que es un punto de primera especie y cuando son distintos el punto
M se dice que es un punto de segunda especie.

De�nici�on 4.4.2.5 (conjunto derivado). Dado un subconjunto A de un espacio
topol�ogico X denotaremos por A0 al subconjunto:

fx 2 X : tales que x 2 Anfxgg

El conjunto A0 se denomina conjunto derivado de A.

De�nici�on 4.4.2.6 (�orbitas y semi�orbitas). De�nimos la �orbita de M0 
(M0)
para la aplicaci�on g :M!M como el conjunto

S+1
n=�1Mn (en la de�nici�on 4.3.2

se introducen los s��mbolos Mn).


+(M0) =
S+1

n=1Mn lo llamaremos semi�orbita positiva de M0.


�(M0) =
S�1

n=�1Mn lo llamaremos semi�orbita negativa de M0.

Los conjuntos derivados de los anteriores los denotaremos por J(M0), J
+(M0) y

J�(M0), es decir:


(M0)
0 = J(M0) 
+(M0)

0 = J+(M0) 
�(M0)
0 = J�(M0)

De�nici�on 4.4.2.7 (conjunto invariante por una aplicaci�on). Dada una apli-
caci�on sobre el espacio topol�ogico h : X ! X, un subconjunto A de X se dice
invariante por h si h(A) = A.

Observaci�on 4.4.2.2. Debido a que 
(M0) es invariante se tiene que el conjunto
de sus puntos l��mites J(M0) es tambi�en invariante.

Nuestro objetivo ahora es demostrar que el conjunto J(M0) es independiente del
punto M0 elegido. Para ello estudiaremos algunas propiedades en general de los
conjuntos cerrados e invariantes.

Consideramos un conjunto F cerrado e invariante por g distinto de M. Su
complementario ser�a un abierto invariante por �. Igual que antes a cada una de
las componentes conexas del complementario la llamaremos contiguo a F . Estas
componentes tienen dos extremos que pertenecen a F y que determinan al contiguo
en cuesti�on.
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Proposici�on 4.4.2.2. 1. Entre dos contiguos a F con extremos no coincidentes
existen una in�nidad de otros contiguos a F .

2. J(M 0
0) \ F c = ; para cualquier M 0

0 perteneciente a un contiguo de F .

Demostraci�on: 1. Supongamos que los dos contiguos vienen de�nidos por los ar-
cos AkBk y ApBp. Por ser los extremos diferentes, el complementario est�a
formado por dos arcos cerrados con interior no vac��o. Los sucesores (in�nitos)
del extremo Ak de�nen in�nitos contiguos que estar�an entre los dos de partida.
Con lo cual tenemos el resultado.

2. Debido a queM 0
0 pertenece a un contiguo de F , se tiene que cualquier conjunto

contiguo a F contendr�a a lo sumo un punto de la �orbita de M 0
0. Por lo tanto

J(M 0
0) � F y por tanto J(M 0

0) \ F c = ;.

Observaci�on 4.4.2.3. La proposici�on anterior nos ha mostrado que si F es inva-
riante cerrado, para cualquier M 0

0 2 M \ F c se tiene J(M 0
0) � F . Por otro lado

si tenemos un M 0 de F , puesto a que F es cerrado e invariante se dar�a tambi�en
J(M 0) � F . Por lo tanto:

J(M) � F 8M 2 M:

Proposici�on 4.4.2.3. Existe J cerrado invariante tal que:

1. J = J(M0) para cualquier M0 de M.

2. J 0 = J .

3. J tiene interior vac��o en M.

4. J es totalmente disconexo (cada componente conexa de �el se reduce a un pun-
to).

Demostraci�on: la primera parte de la proposici�on ya est�a probada. Veamos la se-
gunda. Sabemos que J y J 0 son cerrados e invariantes, usando la observaci�on 4.4.2.3
se tiene que J � J 0. Como adem�as J es cerrado se tiene que J 0 � J y por lo tanto
J = J 0.

En cuanto a la tercera parte basta observar que la frontera de cualquier conjunto
cerrado invariante es tambi�en invariante y que si F es cerrado, su frontera no puede
tener interior no vac��o en M. Con las dos observaciones anteriores, puesto que
G = FrJ contiene a J (por ser G invariante cerrado y aplicando la observaci�on
4.4.2.3), se tiene que J tiene interior vac��o en M.

La cuarta parte es la uni�on de 2 y 3.
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Hasta ahora nos hemos limitado a estudiar un meridiano escogido arbitrariamen-
te '0; hemos escogido un punto M0, lo hemos iterado y hemos sacado una serie de
conclusiones sobre el conjunto J(M0) adem�as de haber dado una correspondencia
entre S1 yM. El conjunto J(M0) vimos que no depend��a del punto que escogi�eramos
sobre el meridianoM. >Pero deber��amos poner J('0)? Es decir >Son independientes
la propiedades de J del argumento '? La respuesta la encontramos en la siguiente
proposici�on:

Proposici�on 4.4.2.4. Para todo meridiano del toro (que ser�a de�nido por un �an-
gulo ') se tiene que J('0) cumple 2,3 y 4 de la proposici�on 4.4.2.3 si y s�olo si J(')
cumple 2,3,4 de la proposici�on 4.4.2.3.

Demostraci�on: similarmente a lo que vimos en la proposici�on 4.3.1 de la secci�on 4.3,
la funci�on G'(�0) = u('; '0; �0) es continua y creciente. An�alogamente G0(�') =
u('0; '; �') es funci�on continua y creciente en �'. As�� que el conjunto perfecto y
totalmente discontinuo J('0) se transforma por G' en J(') con las mismas propie-
dades que el primero. El rec��proco se hace igual utilizando la aplicaci�on G0.

Antes de pasar a la construcci�on de la ecuaci�on diferencial que tenemos por
objetivo, enunciamos unas �ultimas propiedades sobre las soluciones de estas.

Proposici�on 4.4.2.5. Las soluciones u('; '0; �
0
0) y u('; '0; �

00
0) correspondientes a

dos valores iniciales perteneciendo al mismo contiguo de J('0) tienen una distan-
cia angular u('; '0; �

0
0) � u('; '0; �

00
0) tendiendo hacia cero cuando ' tiende hacia

in�nito.

Esta proposici�on es una simple consecuencia de resultados anteriores.

4.5 Construcci�on de un sistema diferencial de clase

C0:

En esta secci�on nos daremos una funci�on g :M!M de partida y construiremos
una ecuaci�on diferencial del tipo de la que hemos estudiado en las secciones anteriores
de manera que g ser�a la ley de los sucesivos cortes en el meridianoM de las soluciones
de la ecuaci�on. Por tanto el conjunto J ofrecer�a todas las particularidades hasta
ahora enunciadas y el n�umero de rotaci�on ser�a irracional.

Supongamos �jado el conjunto J y la ley de sucesi�on g sobre �el. Fijaremos sobre
Jc la funci�on g como una funci�on lineal.

Vamos a construir las curvas soluciones del sistema y luego construiremos el
sistema diferencial que tendr�a a dichas curvas por soluciones. A partir de ahora
supondremos �jo el meridiano origen M con valor del par�ametro ' = 0.
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De�nici�on 4.5.1. Dado (0; �0) en M de�nimos la curva I0 que pasa por dicho
punto para valor del par�ametro ' entre 0 y 1:

u('; 0; �0) = �0 cos
2(�

'

2
) + (g(�0)� �)sen2(�

'

2
) + �'

con � independiente de ' y �0.

Proposici�on 4.5.1. 1. u(0; 0; �0) = �0:

2. u(1; 0; �0) = g(�0):

3. @u
@'
('; 0; �0) = � + �

�
g(�0)��0

2
� �

2

�
sen(�')

4. @u
@'

es continua respecto a ' sobre todo el arco I0 y vale � en los extremos.
Lo cual implica que podemos prolongar I0 m�as all�a del intervalo 0 � ' � 1
uni�endolo con el arco I1 que obtenemos de igual manera con puntos extremos
g(�0) y g

2(�0).

Demostraci�on: es una simple veri�caci�on que el lector puede hacer f�acilmente. En
cuanto al apartado 4 explicitamos seguidamente la prolongaci�on de la curva I0 m�as
all�a de [0; 1]. Para un ' entre k y k + 1 la prolongaci�on de I0 vendr�a dada por:

u('; 0; �0) = u('� k; 0; �k) = gk(�0) cos
2(�

'� k

2
)

+ (gk(�0)� �)sen2(�
'� k

2
) + �('� k)

De�nici�on 4.5.2. A la curva que se obtiene prolongando I0 para valores del par�ame-
tro ' en R se la denotar�a por I.

Seguiremos denotando por u a la parametrizaci�on de I.

Observaci�on 4.5.1. Las curvas de�nidas por las parametrizaciones u('; '0; �0) y
u('; 0; �0+1)= 1+u('; 0; �0) coinciden sobre el toro, es decir, pasan bien al cociente
y cuando ' se incrementa en una unidad la curva I pasa una sola vez por cada
meridiano.

Antes de dar la de�nici�on de la funci�on A necesitamos de�nir otra funci�on que
nos dar�a para cada ('; �) 2 [0; 1)2 la segunda coordenada del corte de la curva I
que pasa por ('; �) con la recta ' = 0. Se veri�ca f�acilmente que la aplicaci�on
h('; �; �0) = u('; 0; �0)� � igual�andola a cero de�ne a �0 como funci�on impl��cita de
('; �), siendo adem�as la funci�on impl��cita �0 continua.
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De�nici�on 4.5.3 (funci�on A). Vamos a de�nir la funci�on A : R2 ! R que nos
dar�a la ecuaci�on diferencial que buscamos. Para ('; �) 2 [0; 1)2 de�nimos

A('; �) =
@u

@'1
('; 0; �0('; �)) = � + �

�
g (�0('; �))� �0('; �)

2
�
�

2

�
sen(�') (4.4)

Ahora extendemos peri�odicamente la funci�on A a todo R2 .

Proposici�on 4.5.2. La funci�on A('; �) es continua, peri�odica de periodo 1 en sus
dos argumentos y las curvas I veri�can la ecuaci�on diferencial:

d�

d'
= A('; �)

Demostraci�on: lo �unico que plantea di�cultades es demostrar la continuidad de A,
lo dem�as son simples comprobaciones. Debido a la periodicidad de A bastar�a ver la
continuidad de A para valores de ' entre 0 y 1.

Por otra parte si nos �jamos en la de�nici�on (4.4) de A sobrar�a con que probemos
que la funci�on �0 : ['0; '0 + 1]� R !M que asigna a cada (�; ') 2 ['0; '0+ 1]� R

la segunda componente del corte de la curva I que pasa por ('; �) con el meridiano
M es una funci�on continua. La comprobaci�on de la continuidad de �0 es un f�acil
ejercicio, pero hacemos notar que aqu�� no tenemos garantizada la validez del teorema
de la funci�on impl��cita como se puede contrastar en [Fer92], p�agina 141.

Proposici�on 4.5.3. La ecuaci�on diferencial du
d'

= A('; �) tiene soluci�on �unica.

Demostraci�on: para verlo demostraremos que en cada regi�on R formada por las
curvas I que unen un contiguo de J con su consecuente la funci�on A veri�ca la
condici�on de Lipschitz. Nos restringiremos a [0; 1)2

Por ser g lineal sobre i, si M0 = (0; �0) y M
0
0(0; �

0
0) est�an en i se tiene, denotando

i1 = g(i) �01 = g(�00) y �1 = g(�0):

�01 � �1 =
i1
i
(�00 � �0)

y si � = u('; �0), �
0 = u('; �00) se tiene:

�0 � � = (�00 � �0) cos
2(�

'

2
) + (�01 � �1)sen

2(�
'

2
)

A('; �0)� A('; �) = �
�01 � �1 � �00 + �0

2
sen(�')
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de donde
jA('; �0)� A('; �)j

j�0 � �j
= �=2

ji1 � ijsen(�')

i cos2(� '
2
) + i1sen2(�

'
2
)

que alcanza el m�aximo para '� = �=2, de donde el m�aximo ser�a K = �j i1
i+i1

� i
i+i1

j.

Si i1
i+i1

y i
i+i1

no est�an acotados a la misma vez para todos los contiguos de J , la
condici�on de Lipschitz en la variable � globalmente no se satisface, pero sobre una
regi�on R si se satisface, con lo cual tenemos la condici�on de Lipschitz en R para la
variable �.

Veamos que es lo que pasa en la variable '. Tomemos dos puntos ('; �) y ('0; �)
dentro de R y estimemos la diferencia A('; �)�A('0; �). Supongamos para nuestros
c�alculos que � = u('; 0; �0) y � = u('0; 0; ��0). Utilizaremos el punto auxiliar ('0; �0)
dado por ('0; u('0; 0; �0)).

jA('; �)� A('0; �)j � jA('; �)� A('; �0)j+ jA('; �0)� A('0; �)j

Como A satisface la condici�on de Lipschitz en la segunda variable, el primer
sumando lo podemos acotar por Kj� � �0j. En cuanto al segundo:

jA('; �0)� A('0; �)j

�

�����
�
�01 � �0

2
�
�

2

�
sen(�')� �

�
�01 � �0

2
�
�

2

�
sen(�'0)

����
�

����sup
�
�

�
�01 � �0

2
�
�

2

������ jsen (�')� sen (�'0)j

�M jsen (�')� sen (�'0)j

Debido a que la funci�on sen(') es lipschitziana, tendremos que A es lipschitziana
en la variable '.

Uniendo todo ello: por M (punto de i) pasa una y s�olo una curva integral de la
ecuaci�on diferencial.

>Pero qu�e pasar�a con las soluciones de la ecuaci�on que pasan por J? Por la
construcci�on se tiene que dos de ellas o son id�enticas o tienen intersecci�on vac��a.
Por otra parte, una curva que tenga puntos de MnJ no puede pasar por ning�un
punto de J debido a la condici�on de Lipschitz satisfecha en las regiones R.

Observaci�on 4.5.2. Si la condici�on de Lipschitz se veri�ca para A sobre el toro,
entonces los cocientes i1

i
y i1

i
est�an acotados por n�umeros independientes del contiguo

i elegido. Si �jamos J con contiguos i ordenados en orden decreciente de tama~no
j1; j2; : : : ; jn; : : : tales que jn+1

jn
! 0, la condici�on de Lipschitz no se veri�car�a en

ning�un punto de las �orbitas que pasan por J, a pesar de que el sistema diferencial
tiene soluci�on �unica. Esto constituye un ejemplo de un sistema diferencial en el que
no se satisface la condici�on de Lipschitz global y tiene soluci�on �unica.
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4.6 Construcci�on de una ecuaci�on diferencial de clase

C1.

Hasta ahora hemos construido un contraejemplo al teorema de Schwartz, pero
el 
ujo resultante ser��a solamente continuo ya que A era continua y no podemos
asegurar su derivabilidad. Nuestro prop�osito es construir un contraejemplo cuyo

ujo sea de clase C1. En este caso deberemos construir J nosotros y no podremos
elegirlo arbitrariamente. Para empezar vamos a construir J totalmente disconexo y
sin puntos aislados.

Sea !0; !00; : : : ; !(h); : : : una sucesi�on de argumentos de puntos distintos de � =
S1. Sobre � situamos el conjunto de puntos � = f(!(h) � 2n��) : n � 0g. En el

meridianoM haremos corresponder cada uno de estos �
(h)
�n con un intervalo abierto

i
(h)
�n de longitud "(h)

(n+h+1)(n+h+2)
. J ser�a el complementario de estos intervalos.

Proposici�on 4.6.1. Las razones i1
i
valen:

1. n+h+1
n+h+3

si i es un i
(h)
n con n � 0.

2. n+h+2
n+h

si i es un i
(h)
�n con n � 1.

La de�nici�on de g : M ! M aqu�� es constructiva, intentaremos investigar las
condiciones que debemos exigirles a los i

(h)
n de manera que g(i

(h)
n ) = i

(h)
n+1

De�nici�on 4.6.1. Sobre cada contiguo i = (�00; �
00
0) elegimos

dg
d�
(�0)= 1+k

(�000��0)(�0��
0

0)

i2

donde �00 y �
00
0 son los extremos que determinan el contiguo.

Observaci�on 4.6.1. i1 =
R
i

�
dg
d�

�
d� = i(1 + k

6
), de donde integrando y teniendo en

cuenta la proposici�on 4.6.1:

k = �
12

n + h + 3
sobre i

(h)
n (n � 0)

k =
12

n+ h
sobre i

(h)
�n (n � 1)

Posteriormente necesitaremos en la construcci�on de nuestra ecuaci�on diferencial
que la funci�on g sea un difeomor�smo, lo cual lo conseguiremos si dg

d�
6= 0. As�� que

hacemos notar las siguientes particularidades derivadas de los valores de k:

Observaci�on 4.6.2. En estas condiciones, sobre i
(h)
n se tiene:

1 �
dg

d�
� 1�

3

n+ h + 3
� 1=4 (n � 0)

y sobre i(h)�n

1 �
dg

d�
� 1 +

3

n+ h
(n � 1)

y sobre el conjunto J haremos dg
d�
= 1.
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Proposici�on 4.6.2. La medida total de los arcos de la serie h es:

"(h)
�

1

(h+ 1)(h+ 2)
+

2

h+ 2

�
= "(h)

2h+ 3

(h+ 1)(h+ 2)

Demostraci�on: es una consecuencia de la suma de la serie

+1X
h=1

1

(n+ 1 + h)(n+ 2 + h)
=

1

h + 2

Proposici�on 4.6.3. La medida de J ser�a 1�
P+1

h=1 "
(h) 2h+3

(h+1)(h+2)
y la denotaremos

por �.

Evidentemente para que pueda existir J necesitamos que � sea mayor o igual que
0. Adem�as est�a claro que � ser�a menor o igual que 1.

De�nici�on 4.6.2 (del conjunto J). Tomemos un punto origen �� sobre � con
argumento �t, de manera que �t no est�e en el conjunto de puntos antes elegidos � y
hag�amosle corresponder un origen M de argumento � sobre M.

A un punto �(t) de�nido por el arco geom�etrico directo ��� de medida t � �t le
haremos corresponder el punto o los puntos M(�) de M tales que:

� � �� = �(t� �t) + (����)i
(h)
�n + �i(k)m

donde (����) denota la suma de las longitudes de los i
(h)
�n que se encuentran en el

arco ��� y � = 0 si � no est�a en �; � = 0; 1 si � pertenece a � y coincide con �
(k)
m .

El conjunto de puntos im�agenes de los �
(k)
m son los puntos que dan lugar al

conjunto J .

Consideremos para este conjunto J la misma ecuaci�on que hemos considerado
en la secci�on anterior.

Fijado '1 y denotando por M1 a la recta ' = '1, la funci�on v = �0jM1 es
continua y mon�otona creciente tomando valores en M0 (recta ' = 0). La inversa
de v es w(�)= u('1; 0; �). Para cerciorarse de estas a�rmaciones es su�ciente hacer
un razonamiento similar al que se encuentra en la secci�on 4:3.

Por otra parte ya hemos visto que A('; �) es continua en cualquier punto ('; �)
seg�un la proposici�on 4.5 y que da lugar a un sistema diferencial sobre el toro con
soluci�on �unica.

Queremos probar que

A('; �) =
du

d'
('; 0; �0('; �)) = � + �

�
g(�0)� �0

2
�
�

2

�
sen(�')
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es de clase C1. Respecto a la variable ' es claro que A es derivable y la derivada es
continua.

Veamos lo que pasa con la variable �. Nuestro prop�osito es calcular, si existe, la
derivada dA

d�
('1; �).

Volvamos a las funciones v y w introducidas anteriormente y apoy�emonos en
ellas para realizar la derivada de A respecto de �. Primero calculamos

dw

d�
(�) =

@u

@�0
('1; 0; �)

= cos2(�
'1

2
) +

dg

d�
(�)sen2(�

'1

2
)

= 1 +

�
dg

d�
(�)� 1

�
sen2(�

'1

2
)

De donde

dv

d�
(�) =

1
dw
d�
(v(�))

=

1

1 +
�
dg
d�
(v(�))� 1

�
sen2(� '1

2
)
=

1

1 +
�
dg
d�
(v(�))� 1

�
sen2(� '1

2
)

Ahora:

dA

d�
('1; �) =

dA

dv

dv

d�
=
�=2

�
dg
d�
� 1
�
sen(�'1)

1 + (dg
d�
� 1)sen2(� '1

2
)

Debido a que dg
d�
� 1=4, dA

d�
es continua en � y en '. Sobre las soluciones que

pasan por J se tiene que:
dA

d�
= 0

Puede ser que el lector est�e tentado a continuar con este proceso para encontrar
un contraejemplo de clase C2. Esto es imposible seg�un el teorema de Schwartz.
Adem�as la derivabilidad de A de segundo grado fallar��a en las funciones d2g

d2�
en los

puntos de segunda especie.

Es m�as, Denjoy demostr�o que si f es un difeomor�smo de S1 con f 0 continua y
de variaci�on acotada con el n�umero de rotaci�on irracional, entonces f es transitiva,
lo cual quiere decir que cualquiera de sus �orbitas tiene !�l��mite con interior no
vac��o. En particular, si f 0 e derivable, ser�a de variaci�on acotada y tendremos que es
imposible que f sea de clase C2.
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4.7 Pseudo-contraejemplo de clase C2.

Hasta aqu�� hemos llegado y parece que Denjoy no dej�o nada abierto. Efectiva-
mente en su art��culo deja completamente estudiados los sistemas din�amico que no
tienen puntos cr��ticos en el toro. Pero en el momento que se quita la restricci�on de
la no existencia de puntos cr��ticos aparecen nuevas cuestiones. Aqu�� nos planteamos
una relativa a los !�l��mites.

Denjoy construy�o �orbitas recurrentes en el toro soluciones de sistemas diferencia-
les de clase C1, pero >Existir�an �orbitas soluciones de sistemas diferenciales de clase
C2 que sean recurrentes? Si uno revisa la bibliograf��a no encuentra ejemplos que
utilicen los mismos argumentos geom�etricos que Denjoy. S�olo hemos encontrado un

ujo propuesto por Cherry en el a~no 1938. No obstante nos proponemos antes de
estudiar m�as detalladamente el 
ujo de Cherry, sacarle un poco m�as de partido al
trabajo de Denjoy utilizando el art��culo de Richard Hall [Hal81].

Vamos a poder construir en esta secci�on un 
ujo con in�nitas �orbitas recurrentes.
Esto supone el primer ejemplo de clase C2 que plantea una diferencia respecto al
plano (v�ease el corolario 1.5.2 en la p�agina 20).

Por otra parte el apelativo de pseudo contraejemplo de clase C2 lo damos porque
despu�es del teorema de Schwartz se puede pensar que los !-l��mites, al igual que los
conjuntos minimales si son recurrentes tienen interior no vac��o. Este ejemplo muestra
que dicha a�rmaci�on no es cierta.

Teorema 4.7.1 (Hall,[Hal81]). Para todo n�umero irracional � 2 [0; 1) existe un
homeomor�smo �1 : S

1! S1 tal que � = �, �1 es de clase C1 y �1 no tiene �orbitas
densas. Los puntos en los que d�1

d�0
se anula son a lo sumo dos que denotaremos por

�c0 y �
cc
0 (y como m��nimo 1).

Vamos a entrar ahora en la construcci�on del sistema que hemos dicho. B�asica-
mente es el mismo que el de Denjoy. Siguiendo la de�nici�on 4.5.1 introducimos las
curvas I de la misma manera parametrizadas.

De�nimos el 
ujo an�alogamente al de la secci�on 4.5 y tendremos las mismas
particularidades que all�� se presentaban, adem�as de ser las curvas I soluciones de
nuestro sistema. Utilizaremos la misma notaci�on que all��.

De�nici�on 4.7.1. El conjunto de los puntos del plano (k; �c0 + k0) y (k; �cc0 + k0)
para todo k; k0 enteros lo denotaremos por C.

Todos los puntos de C van a ser puntos cr��ticos del sistema que buscamos cons-
truir.Siguiendo el mismo procedimiento podemos de�nir para todo ('; �) la funci�on
A('; �) igual que en el apartado anterior.

Observaci�on 4.7.1. Hacemos notar aqu�� que razonando igual que en la p�agina 91,
la funci�on A('; �) es de clase C2 en R2nC.

As�� que nos falla la derivabilidad s�olo en los puntos de C.
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Debemos desacelerar el campo en estos puntos en los que la derivada no est�a
de�nida. Para ello multiplicaremos las funciones A y B que de�nen el sistema, por
una funci�on escalar que se anular�a s�olo en los puntos de C consiguiendo en ellos la
derivabilidad que buscamos.

De�nici�on 4.7.2. Introducimos las funciones necesarias para de�nir la ecuaci�on
diferencial.

A0('; �) = A('; �)

�
1 + (

dg

d�
� 1)sen2(�

'

2
)

�3 �
1 + (

dg

d�
� 1) cos2(�

'

2
)

�3

B0('; �) = B('; �)

�
1 + (

dg

d�0
� 1)sen2(�

'

2
)

�3 �
1 + (

dg

d�0
� 1) cos2(�

'

2
)

�3
Proposici�on 4.7.1. Las funciones A0 y B0 son de clase C2.

Demostraci�on: La prueba consiste en derivar las dos funciones anteriores respecto
de � tal y como se hizo en la p�agina 91 y darse cuenta que en los puntos de C se
tiene que tanto A0 como B0 tienden hacia 0.

Planteamos ahora el sistema de ecuaciones:(
d�
dt
('; �) = A0('; �)

d'
dt
('; �) = B0('; �)

que tendr�a las mismas �orbitas que:

(
d�
dt
('; �) = A('; �)

d'
dt
('; �) = B('; �)

salvo aquellas que caigan en un momento determinado en C. Tomemos M0 de
M y n su�cientemente grande para que Mn no caiga C, con lo cual la �orbita que
pasa por Mn es recurrente y no trivial.

4.7.1 El ejemplo de Cherry.

Nos limitamos en esta secci�on a hacer una recopilaci�on del resultado dado por
Cherry seis a~nos despu�es del art��culo de Denjoy [Den32]. El que hemos construido
nosotros anteriormente tiene una construcci�on sencilla, pero se basa en [Hal81] del
a~no 1981.

Para las demostraciones de los resultados que seguidamente enunciamos, nos
remitimos a [PM82], p�aginas 181-188.
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De�nici�on 4.7.1.1. Diremos que un punto cr��tico de un 
ujo 	 es un repulsor si
no pertenece al �-l��mite de ninguna �orbita.

Diremos que un punto cr��tico es una silla si existen �orbitas para las cuales dicho
punto est�a en el ��l��mite y otras para las cuales dicho punto est�a en el !�l��mite.

De�nici�on 4.7.1.2 (campos de vectores de Cherry). Durante esta secci�on
denotaremos por C al conjunto de campos vectoriales X de�nidos sobre R2 que
satisfacen las siguientes condiciones:

1. X(x+ n; y +m) = X(x; y) para todo (x; y) 2 R2 y para todo (m;n) de Z2.

2. X es transversal a la recta f0g�R y tiene s�olamente dos singularidades p y s
en el rect�angulo [0; 1]� [0; 1]. Adem�as p es un atractor y s es una silla.

3. Existen dos n�umeros reales a < b < a+1 tales que si y 2 (b; a+1) entonces la
�orbita positiva de X que pasa por (0; y) interseca a la recta f1g�R en el punto
(1; fX(y)). Por fX denotamos a la aplicaci�on de Poincar�e fX :M0 !M1

Por el contrario, si y 2 (a; b), la �orbita positiva que pasa por (0; y) no corta
f1g � R y tiende hacia p.

4. limy!b f
0
X = +1 y limy!a+1 f

0
X = +1.

A los campos vectoriales que satisfacen las condiciones anteriores los llamaremos
campos de Cherry.

La construcci�on del ejemplo de Cherry se basa en la constataci�on de los siguientes
hechos:

Lema 4.7.1.1. El conjunto C es no vac��o.

Lema 4.7.1.2. Existe un campo vectorial de Cherry X que cumple dfX(y) > 1 para
todo y2 (b; a + 1).

Lema 4.7.1.3. Existe un campo vectorial de Cherry X que cumple dfX(y) > 1 para
todo y2 (b; a + 1) con n�umero de rotaci�on irracional.

De los lemas anteriormente enunciados se sigue el siguiente teorema:

Teorema 4.7.1.1. Existe un campo vectorial Y de clase C1 sobre el toro con la
siguiente din�amica:

� Y tiene dos singularidades, una silla p y un punto mixto s.

� El conjunto W s(p) = fq 2 T2 : p 2 !Y (q)g es denso en T2 y el conjunto
compacto � = T

2 �W s(p) es transitivo, es decir, una de sus �orbitas lo tiene
como � y ! l��mite.
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� Si q 2 W s(p)nfpg, entonces se tiene !Y (q) = p y �Y (q) � �.

� Existe un c��rculo � transversal al campo Y tal que � \ � es un conjunto de
Cantor.

Del teorema anterior deducimos la existencia de una �orbita � soluci�on del sis-
tema diferencial generado por el campo vectorial Y de tal manera que !(�) = �
y por la propiedad 4 se tiene que � es recurrente, con lo cual tenemos el ejemplo
que dese�abamos. No obstante la imagen geom�etrica no queda clara de este 
ujo,
presentamos por ello una �gura donde ponemos de mani�esto la estructura del 
ujo
de Cherry.

p

s

Figura 4.2: El 
ujo de Cherry.

4.8 Suavizando 
ujos.

Por todo lo visto hasta ahora en esta secci�on se percibe que hay un gran cambio
entre los 
ujos de clase C1 y los de clase C2 o mayor ya que los segundos limitan
mucho los conjuntos candidatos a ser minimales. Se trata ahora de ver qu�e pasa con
un 
ujo que no admita conjuntos minimales tipo Cantor sino que posea s�olo �orbitas
peri�odicas, puntos �jos y el toro. Parece l�ogico preguntarse si este 
ujo va a ser al
menos de clase C2, esta pregunta tiene respuesta negativa en general pero s�� se sabe
que el 
ujo va estar estrechamente relacionado con un 
ujo de clase C1.

Estos resultados fueron estudiados por Carlos Guti�errez en 1979, para revisar la
prueba de estos resultados que s�olo enunciaremos nos remitimos al art��culo original
[Gut79]. Antes de pasar al enunciado del teorema que da cuerpo a esta secci�on
introducimos el concepto de equivalencia topol�ogica.
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De�nici�on 4.8.1 (equivalencia topol�ogica). Dada una super�cieM2 y dos 
ujos
� y 	 de�nidos sobre ella, diremos que � y Psi son topol�ogicamente equivalentes
si existe un homeomor�smo h : M2 ! M2 que lleva �orbitas de � a �orbitas de 	
conservando la orientaci�on, lo cual quiere decir que para cada p 2 M2 y para cada
Æ > 0 existe " > 0 tal que para cada 0 < t < Æ h Æ �(t; p) = 	(t0; h(p)) para alg�un
0 < t0 < ".

Estamos en condiciones de enunciar ya el teorema de Guti�errez que nos ser�a de
gran utilidad en el cap��tulo siguiente para suavizar 
ujos.

Teorema 4.8.1 (Guti�errez). Sea � : R�M2 !M2 un 
ujo compacto sobre una
super�cieM2 de clase C1. Entonces existe un 
ujo 	 de clase C1 sobreM2 que es
topol�ogicamente equivalente a �, adem�as las condiciones siguientes son equivalentes:

1. Cualquier conjunto minimal de � es trivial.

2. � es topol�ogicamente equivalente a un 
ujo de clase C2.

3. � es topol�ogicamente equivalente a un 
ujo de clase C1.

4.9 Sistema din�amico con una �orbita densa en T2.

Hasta aqu�� nos hemos limitado a que el conjunto !-l��mite de una �orbita inter-
secci�on con M fuera un conjunto perfecto con interior vac��o. No hemos tenido en
cuenta el caso de interior no vac��o. Mostremos que se puede dar, con lo cual habre-
mos demostrado la existencia del conjunto minimal que se preve��a en el teorema de
Schwartz.

Tomemos sobre M la funci�on g(�0) = �0 + � que es continua y de clase C1 con
n�umero de rotaci�on �. Elijamos � irracional, con lo cual tendremos !g(�) = M
para todo punto � de M.

Usando el mismo tipo de argumentos que en las secciones 4.5 y 4.6 construimos
el mismo sistema:

(
d�
dt
('; �) = A('; �)

d'
dt
('; �) = B('; �)

que poseer�a todas sus �orbitas densas en T2.
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4.10 Orbitas densas en una super�cie compacta ar-

bitraria.

Se ha visto en la secci�on anterior que existe un 
ujo en el toro que posee �orbitas
densas en �el. Tambi�en sabemos que en la esfera esto no es posible seg�un vimos en
el cap��tulo 1 y que en la botella de Klein tampoco por el cap��tulo 3.

Se plantea por tanto un estudio sobre las super�cies compactas y conexas que
poseen un 
ujo de�nido sobre ellas con �orbita densa y sobre aquellas que no lo
poseen. Asombrosamente todas las super�cies compactas y conexas salvo la esfera,
la botella de Klein y el plano proyectivo poseen un 
ujo tal.

Este estudio est�a basado en el art��culo [ST88b]. No obstante quedan abiertas
cuestiones b�asicas como qu�e abiertos de una super�cie compacta y conexa ser�an
transitivos (existir�a 
ujo con �orbita densa en dicho abierto) y cuales ser�an intransi-
tivos. En el citado art��culo s�olo se responde a esta cuesti�on en el caso que la frontera
del abierto est�e formada por un n�umero �nito de curvas de Jordan. Recogeremos
esta cuesti�on en el cap��tulo reservado al !-l��mite en super�cies y la resolveremos
dando una caracterizaci�on de dichos abiertos.

Pasamos ya a una exposici�on somera de [ST88b]. Comenzaremos con un resul-
tado de geometr��a antes de entrar en el teorema que buscamos sobre la estructura
asint�otica de los 
ujos.

De�nici�on 4.10.1 (super�cie admisible). Diremos que una super�cie diferen-
ciable de clase Cr M2, es admisible si se puede de�nir sobre ella un 
ujo 	 que
posea una �orbita � con !(�) =M2.

Diremos que la super�cie es admisible de clase Ck con k � r si el 
ujo 	 es de
clase Ck.

Lema 4.10.1. 1. SiM2 es admisible de clase Cr, L es un subconjunto numerable
y cerrado de M2 y la �orbita � que tiene a toda la super�cie por !-l��mite no
corta a L entonces M2nL es admisible.

2. Supongamos que M2 y N 2 son dos super�cies diferenciables de clase Cr y
f : M2 ! N 2 una sumersi�on de clase Cr de manera que N 2nf(M2) es
compacta y con interior vac��o. Entonces si M2 es admisible tambi�en lo es
N 2.

Demostraci�on: 1. La prueba de este resultado consiste en observar que siM2 es Cr

admisible, entonces existe un 
ujo de�nido sobreM2 con una �orbita � cuyo !-l��mite
es toda la super�cie y cumple las condiciones del enunciado. Elegimos ahora una
funci�on positiva h de clase Cr que sea estrictamente positiva fuera de L y que se
anule s�olo sobre los puntos de L. El nuevo campo vectorial de�nido sobre M2nL
multiplicando el de partida por la funci�on h posee a � como una de sus �orbitas y
adem�as !(�) =M2nL.
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2. El resultado se establece haciendo un razonamiento an�alogo al anterior.

De�nici�on 4.10.2. Denotaremos por T (n) con n un n�umero natural a la super�cie
que se obtiene al quitarle a un toro n de sus puntos.

Observaci�on 4.10.1. El lema anterior junto con la de�nici�on de T (n) y la secci�on
4.9 nos dice que esta super�cie es admisible de clase C1.

Aparte de los resultados que hemos enunciado ya, debemos observar que cual-
quier super�cie compacta conexa y orientable, que no sea la esfera, se puede obtener
sumando conexamente un n�umero determinado de toros. En cuanto a las super�-
cies no orientables de g�enero mayor o igual que tres se pueden obtener como sumas
conexas de toros y una o dos bandas de M�obius.

En particular la super�cie no orientable de g�enero 2p se puede obtener como una
suma conexa de p � 1 toros y dos bandas de M�obius y la de g�enero 2p + 1 como
suma conexa de p toros y una banda de M�obius. Para convencerse de estos hechos
nos remitimos al ap�endice del cap��tulo del teorema de Schwartz.

Esta recopilaci�on de resultados nos ha dejado el camino abierto para probar el
teorema que quer��amos demostrar:

Teorema 4.10.1. Cualquier super�cie compacta y conexa excepto la esfera, el plano
proyectivo o la botella de Klein es admisible de clase C1.

Demostraci�on: procedamos primero a la prueba para las super�cies orientables. En
este caso s�olo es necesario darse cuenta que existe una sumersi�on f : T (2k)!M2 en
la esfera de k asas de manera que M2nf(T (2k)) es la uni�on de k curvas de Jordan.
Por el lema 4.10.1 se obtiene el resultado.

En el art��culo [ST88b] se anuncia la inmersi�on introducida como un hecho cono-
cido, lo �unico que est�a claro es que es intuitivo, de todas formas, en el cap��tulo 5
desarrollaremos un apartado dedicado a la geometr��a de las super�cies compactas,
conexas y orientables, en particular la proposici�on 5.3.1.3 tendr�a por consecuencia
este resultado de la inmersi�on.

Veamos ahora si podemos conseguir que cualquier super�cie no orientable, com-
pacta, conexa y de g�enero al menos tres sea admisible. Hemos visto que esta su-
per�cie se puede ver como una suma conexa de k toros con una o dos bandas de
M�obius y cuya caracter��stica ser�a � = 2� 2k� i con i =1 �o 2 seg�un tengamos una o
dos bandas de M�obius; quitemos de la super�cie las curvas � centrales de la bandas
de M�obius y nos queda una super�cie orientable (v�ease la �gura 4.10) con frontera
formada por una o dos curvas de Jordan. La nueva super�cie que tenemos ser��a la
misma que hubi�esemos obtenido quit�andole a una super�cie orientable de g�enero k
uno o dos discos, con lo cual la super�cie de partida es admisible.

En cuanto a la esfera sabemos por el cap��tulo dedicado al teorema de Poincar�e-
Bendixson que no es admisible, por otro lado el teorema de Knesser demostr�o que la
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botella de Klein no es admisible. Por �ultimo, el plano proyectivo no es admisible ya
que, si lo fuera se tendr��a levantando el 
ujo a la esfera que en ella existen abiertos
que son !-l��mites lo cual es imposible.

.................
a1

a2

a2

a1
a a

a1

a2

a2

a1

a1 a2a2a2a2

cilindro

Bn�

Figura 4.3: Operaciones sobre la banda de M�obius (B).





Cap��tulo 5

Estudio de los conjuntos !-l��mites en

super�cies compactas y conexas.

5.1 Introducci�on.

Vamos a abordar en esta secci�on el estudio de los conjuntos !-l��mites en super-
�cies compactas, conexas y orientables. Hasta aqu�� lo �unico que hab��amos visto
en estas super�cies eran sus conjuntos minimales para 
ujos de clase al menos C2,
resultado conocido con el nombre de teorema de Schwartz que dio lugar al desarrollo
del cap��tulo 2. Posteriormente, en el art��culo dedicado al trabajo de Denjoy mos-
tramos que los conjuntos minimales que Schwartz preve��a aparecen efectivamente
adem�as de otros de naturaleza m�as complicada para 
ujos de clase C1.

Se trata aqu�� de dar un paso m�as y hacer una recopilaci�on de los conjuntos que
pueden ser !-l��mites, de estudiarlos e intentar caracterizarlos. Alcanzaremos con
�exito dicha labor en el caso de !-l��mites generados por �orbitas no recurrentes dando
una caracterizaci�on similar a la que se da para el plano, pero dicha caracterizaci�on
abre un problema de topolog��a, cual es dar descripciones m�as sencillas de dichos
conjuntos o ver que no se puede re�nar nuestra de�nici�on.

Por otro lado tenemos las �orbitas recurrentes, entendi�endose por recurrentes las
�orbitas que se encuentran dentro de su !-l��mite. Dentro de estas haremos una nueva
separaci�on: aquellas en las que el !-l��mite tenga interior no vac��o y las otras, con
!-l��mite con interior vac��o.

Las de !-l��mite con interior no vac��o llegaremos a clasi�carlas de una manera
satisfactoria utilizando el 
ujo irracional del toro y sobre todo muchos argumentos
geom�etricos. En el caso de interior vac��o se encuentran serias di�cultades para la
descripci�on topol�ogica de estos conjuntos y s�olo alcanzaremos resultados parciales.
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5.2 !-l��mites de �orbitas no recurrentes.

Tal y como indica el t��tulo de esta secci�on vamos a estudiar aqu�� la estructura del
conjunto !-l��mite de aquellas �orbitas � que satisfagan la propiedad �\!(�) = ;. Se
trata de buscar una condici�on similar a la que dimos en el cap��tulo del plano, pero
pronto observamos en este paralelismo que las cosas no van a ser traducibles direc-
tamente y vamos a estar obligados a encontrar condiciones ligeramente diferentes.

Para plasmar un poco todo esto empecemos recordando que en el plano un
conjunto F era el !-l��mite de una �orbita si y s�olo si F era la frontera de un abierto
conexo con complementario conexo o equivalentemente la frontera de un abierto
conexo simplemente conexo, ya que en R2 se trata de nociones equivalentes. Si
intentamos reproducir la prueba de [BJ96] probaremos con �exito que para �orbitas
no recurrentes su conjunto !-l��mite va a ser la frontera de un abierto conexo con
complementario conexo, pero si �jamos nuestra atenci�on en estos conjuntos pronto
vamos a evidenciar la existencia de conjuntos con esta propiedad que no pueden ser
!-l��mites.

Efectivamente, si dentro del toro tomamos uno de los dos abiertos A deter-
minados por dos meridianos diferentes, se tiene que A es un abierto conexo cuyo
complementario es conexo. Sin embargo tenemos que la frontera de A es no conexa
y por lo tanto no es un !-l��mite. La �gura 5.1 re
eja esta situaci�on.

A

...........

.... .................... ....................
................
.......

-

-

66

Figura 5.1: Abierto conexo con complementario conexo en T2 y frontera no conexa.

Una vez visto este ejemplo parece l�ogico plantearse si un !-l��mite ser�a una de
las componentes conexas de la frontera de un abierto conexo con complementario
conexo. En el ejemplo anterior, cada una de las dos componentes conexas pueden
ser un !-l��mite, pero tampoco va a ser esta la caracterizaci�on que necesitamos seg�un
se pone de mani�esto en la �gura 5.2. En dicha �gura hemos representado, en el
toro, la frontera (conexa) de un abierto conexo con complementario conexo. Sin
embargo, la frontera de dicho abierto no puede ser un !-l��mite.

Por lo tanto es preciso encontrar una caracterizaci�on m�as restrictiva para un
abierto cuya frontera sea candidata a ser un conjunto !-l��mite. A tal efecto in-
troducimos la de�nici�on de abierto conexo por caminos fronterizos. Antes de ello
presentamos la noci�on de entorno de amplitud Æ de la frontera de un conjunto.
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De�nici�on 5.2.1 (entorno de la frontera). Dado un abierto O con frontera FrO
y dado Æ > 0, de�nimos el conjunto OÆ como

OÆ = fx 2 O : d(x;FrO) < Æg

Llamaremos a dicho conjunto entorno de amplitud Æ de la frontera de O.

De�nici�on 5.2.2 (Abierto conexo por caminos fronterizos). Dado un abierto
conexo O de un espacio m�etrico X, diremos que es conexo por caminos fronterizos
si existe una sucesi�on de componentes conexas (CÆn)n2N � (OÆn)n2N tales que:

1. La sucesi�on (Æn)n2N es estrictamente decreciente.

2. CÆj � CÆi si j > i

3. limn!+1 Æn = 0.

4. FrCÆj �FrO.

Utilizando la de�nici�on que acabamos de dar de abierto conexo por caminos
fronterizos vamos a dar la caracterizaci�on de !-l��mites generados por �orbitas no
recurrentes en super�cies:

Teorema 5.2.1. 1. Supongamos �jado un 
ujo continuo sobre una super�cie
M2 � : M2 � R ! M2 y supongamos que tenemos una �orbita � del 
ujo
tal que � \ !(�) = ;. Bajo estas condiciones se tiene que existe O, abierto
conexo por caminos fronterizos, tal que:

!(�) = FrO

2. Rec��procamente, si O es un abierto conexo por caminos fronterizos de M2

entonces existe un 
ujo � : M2 � R ! M2 de clase C1 y una �orbita � de
dicho 
ujo tal que !(�) = FrO.

6 6

-

-

A

A

Figura 5.2: Abierto conexo con complementario conexo en T2 y frontera conexa.
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Demostraci�on: vamos a hacer s�olo la prueba del primer apartado. En cuanto al
segundo no podemos dar ninguna referencia, pero no la haremos por ser similar a un
resultado an�alogo que daremos para R3 en el siguiente cap��tulo y que demostraremos
all��. La raz�on de no realizar la prueba aqu�� es porque se necesitan unos resultados
previos que guardan relaci�on con los que se demostrar�an para la prueba del teorema
de Sidorov.

En cuanto a la primera parte, la prueba es realizar una similitud con lo que se
hac��a en [BJ96] para el caso del plano. Detall�emoslo, tomemos el conjunto A =
M2n!(�) y hagamos su descomposici�on en componentes conexas:

A =
[
j2J

Oj

la curva � debe encontrarse en una de las componentes conexas de A ya que � \
!(�) = ;. Tomemos O como esa componente conexa. Est�a claro que FrO = !(�);
adem�as, al igual que en el caso de sistemas din�amicos planos se cumple que M2nO
es conexo.

Se trata ahora de ver que el abierto O es conexo por caminos fronterizos. Para
ver esto nos resta mostrar que satisface la condici�on de la cadena de la de�nici�on
5.2.2. Pero esto es claro tomando Æn = 1

n
y para cada Æn CÆn como la componente

conexa de OÆn que contiene a � a partir de un cierto instante de tiempo.

Esto concluye la clasi�caci�on topol�ogica de los !-l��mites generados por �orbitas no
recurrentes en super�cies compactas, conexas y orientables. Una posible generaliza-
ci�on que se puede plantear es intentar que los puntos del !-l��mite no sean cr��ticos,
ya que en nuestra construcci�on se ver�a en la secci�on 6.4 que son todos cr��ticos.

Haciendo una similitud con el plano y viendo toda la teor��a que en R2 hay des-
arrollada, nuestro resultado estar��a en un estado de evoluci�on similar al del teorema
de Vinograd, lo cual sugiere que se podr�an hacer mejoras sustanciales partiendo de
aqu��, se tratar�a de ver que estructura puede admitir el ! cuando metamos en �el
puntos no cr��ticos.

Por otra parte ser��a deseable desentra~nar la estructura de los abiertos conexos
por caminos fronterizos, surgen varias preguntas al respecto, por ejemplo >Existir�a
alg�un conjunto conexo por caminos fronterizos de manera que para cada Æ dado OÆ

tenga in�nitas componentes? Realmente estos abiertos no se van a comportar tan
bien como los abiertos conexos simplemente conexos del plano, pero creemos que
casos tan extremos como los de la pregunta anterior no se van a dar. Daremos una
explicaci�on de estos hechos m�as adelante a la luz de los resultados geom�etricos que
iremos desarrollando.
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5.3 !-l��mites con interior no vac��o.

Vimos en el cap��tulo del contraejemplo de Denjoy que el toro pod��a ser un !-
l��mite y que por lo tanto los !-l��mites, al contrario que en el plano, no tienen por
qu�e tener interior vac��o. Se abren a este prop�osito varias preguntas b�asicas. Una de
ellas es si existir�an !-l��mites con interior no vac��o y que no rellenen a una super�cie
completamente. Otra ser��a si cualquier super�cie va a ser un !-l��mite de la cual ya
nos hemos ocupado anteriormente.

Estas dos preguntas tienen respuesta positiva y la demostraci�on la podemos
encontrar en el art��culo [ST88b]. No obstante la respuesta no es totalmente satisfac-
toria ya que all�� lo que se hace es deformar el 
ujo irracional del toro para obtener

ujos transitivos en cualquier super�cie. Sin embargo no se entra en detalles sobre
los abiertos que ser�an transitivos y aquellos que no.

Utilizando algunas t�ecnicas de [ST88b] y otro tipo de argumentos geom�etricos
vamos a conseguir desvelar cuando un abierto va a ser transitivo o no. Estudiaremos
y demostraremos los resultados espec���camente para el toro y despu�es haremos
una inducci�on sobre el g�enero de la super�cie para extender los resultados. Esta
inducci�on nos la permitir�a un lema de geometr��a que nos da el m�etodo para cortar
una curva de Jordan a una super�cie de g�enero n y modi�carla convenientemente
para pasar a una super�cie de g�enero n�1. Damos paso a un apartado de contenido
geom�etrico.

5.3.1 Resultados geom�etricos sobre super�cies.

Un estudio sobre la esfera.

La primera super�cie que vamos a estudiar exhaustivamente es la esfera, puesto
que algunas cuestiones que nos plantearemos en el toro las traduciremos a la esfera
y como all�� conocemos bien la estructura de los !-l��mites tendremos f�acilmente la
respuesta para el toro.

Nuestro objetivo en la esfera, que denotaremos por R2
1 , es ver que dado un

abierto conexo U no trivial, ; 6= U 6= R2
1 , y contrayendo a un punto las componentes

conexas del complementario obtenemos un espacio topol�ogico homeomorfo a R2
1 .

Suponemos pues �jado el abierto conexo y no trivial U y denotamos a su frontera
por S. Descomponemos en componentes conexas los conjuntos:

S =
[
i2I

Si

R
2
1n(S [ U) =

[
j2J

Uj
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Observaci�on 5.3.1.1. Debido a que R2
1nUj es conexo se tiene que Uj es simplemen-

te conexo y utilizando [Bur79], teorema 1.35, p�agina 32 y el teorema de la aplicaci�on
de Riemann ([Bur79], teorema 9.1, p�agina 293) se deduce que la frontera de cada Uj

es conexa. En particular se tiene que para cada Uj existe un Si tal que FrUj � Si.

Observaci�on 5.3.1.2. De�niendo Ci como la uni�on:

Si [
[

j:FrUj�Si

Uj

se tiene que el conjunto fCigi2I es la descomposici�on de R2
1nU en componentes

conexas.

Vamos a de�nir ahora una relaci�on de equivalencia sU en R2
1 de manera que

dos puntos x e y estar�an relacionados si y s�olo si x = y o existe Ci tal que x e y
est�an simult�aneamente en Ci. Denotaremos por [x]U a la clase de equivalencia que
contiene a x y por R2

1;U al espacio cociente inducido por la relaci�on sU . Por otra
parte la aplicaci�on �U : R2

1 ! R2
1;U es la proyecci�on que act�ua �U(x) = [x]U .

Para abreviar la notaci�on denotaremos [A]U =
S

x2A[x]U y por AU al conjunto
de clases de equivalencia de los elementos de A. Es conveniente notar que mientras
que AU es un subconjunto de R2

1;U [A]U est�a incluido en R2
1 .

Todo el desarrollo de este apartado va dirigido a probar que R2
1;U es homeomorfo

a R2
1 . Para ello vamos a introducir varias nociones nuevas entre las que est�an las de

continuo y espacio de Janiszewski. Para ampliar o profundizar sobre esta exposici�on
nos remitimos a [Kur68].

De�nici�on 5.3.1.1 (Continuo). Un espacio topol�ogico ser�a un continuo si es Haus-
dor�, compacto y conexo.

De�nici�on 5.3.1.2 (Espacio de Janiszewski). Un espacio topol�ogico X ser�a un
espacio de Janiszewski si posee las propiedades:

1. X es localmente conexo.

2. X es continuo.

3. Para cada par de continuos A1; A2 � X con A1 \ A2 no conexo, existen pun-
tos x; y 2 Xn(A1 [ A2) que no est�an simult�aneamente contenidos en ning�un
continuo de Xn(A1 [ A2)

Teorema 5.3.1.1. Un espacio topol�ogico X es homeomorfo a R2
1 si y s�olo si es de

Janiszewski, contiene m�as de un punto y para cada x 2 X se tiene que Xnfxg es
conexo.

Demostraci�on: para la prueba ver [Kur68], p�agina 531 (teorema fundamental) y
p�agina 154.
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De�nici�on 5.3.1.3. Diremos que una aplicaci�on f : X ! Y es mon�otona cuando
para todo conexo A de Y se tiene que f�1(A) tambi�en lo es.

Teorema 5.3.1.2. Si X es un espacio de Janiszewski, Y un Hausdor� y f : X ! Y
una funci�on continua sobreyectiva y mon�otona entonces Y tambi�en es un espacio de
Janiszewski.

Demostraci�on: la prueba puede seguirse en [Kur68], teorema 9, p�agina 507 asu-
miendo que Y es un continuo localmente conexo. Es necesario aplicar luego que si
f : X ! Y es continua, sobreyectiva y X es localmente conexo y continuo entonces
Y es localmente conexo y continuo puesto que Y es Hausdor�. La prueba de esta
a�rmaci�on se encuentra en [Kur68], teorema 9, p�agina 259.

Proposici�on 5.3.1.1. 1. R2
1;U es Hausdor�.

2. R2
1;U nfXg es conexo para cada X 2 R2

1;U

3. ��1U (A) es conexo para cada conjunto conexo A 2 R2
1;U .

Demostraci�on: 1. SeanX; Y 2 R2
1;U con X 6= Y , necesitamos encontrar entornos

disjuntos U(X) y U(Y ) de X e Y (en R2
1;U ). Si X y/o Y es un punto de U

es inmediato, asumamos pues que X e Y son componentes de R2
1nU . Ya que

R
2
1nU es compacto y Hausdor�, usando [Kur68], teorema 2, p�agina 169, se

prueba que X es la intersecci�on de todos los subconjuntos abiertos y cerrados
de R2

1nU que lo contienen (respecto a la topolog��a de R2
1nU). Por lo tanto

es posible encontrar conjuntos cerrados A y B con R
2
1nU = A [ B y tal que

X � A, Y \B 6= ;.

La conexi�on de cada componente Cj de R
2
1nU conlleva que bien Cj � A o bien

Cj � B (en particular Y � B). As�� que existen abiertos disjuntos X � V ,
Y � W con la propiedad de que cada una de las componentes de R2

1nU est�an
incluidas en V o W . Por tanto VU y WU son abiertos de R2

1;U y es su�ciente
de�nir U(X) = VU , U(Y ) =WU .

2. Hacemos notar que cada U [Cj es conexo y tambi�en R
2
1nCj = U [

S
j0 6=j Cj0.

En consecuencia R2
1nX es conexo para cada X 2 R2

1;U lo que implica que
R2
1;U nfXg es conexo por la continuidad de �U .

3. Esta propiedad se sigue del hecho que �U es una aplicaci�on cerrada y que X es
conexo como subconjunto de R2

1 para cada X 2 R2
1;U por [Kur68], teorema

9, p�agina 131.

Teorema 5.3.1.3. R2
1;U y R2

1 son homeomorfos.

Demostraci�on: resulta de la uni�on de los teoremas 5.3.1.1, 5.3.1.2 y proposici�on
5.3.1.1.



108 !-l��mites en superficies.

C�omo reducir una super�cie de g�enero n a una de g�enero n� 1.

Como hemos mencionado antes investigaremos qu�e abiertos ser�an transitivos y
cuales no por inducci�on sobre el g�enero de la super�cie en consideraci�on. Se hace
por tanto necesario pasar de alguna manera conveniente de una super�cie de un
g�enero dado a otra de g�enero menor.

Esta reducci�on se basa en el hecho intuitivo que relatamos a continuaci�on. Si
tomamos el toro y le cortamos un meridiano p se tiene que Fr(T2np) = p. Si
ahora cortamos un entorno U alrededor de p limitado por otros dos meridianos
p1 y p2 se tiene que Fr(U) = p1 [ p2. Pegamos seguidamente dos discos sin que
intersequen entre ellos, uno a la componente p1 y otro a p2 obteniendo de nuevo
una super�cie compacta, conexa y sin borde que se puede demostrar tiene g�enero
menor, en particular se trata de una esfera. Es de gran utilidad revisar el cap��tulo
9 de [Hir88] (p�aginas 188-212) en el que se da una clasi�caci�on diferencial de las
super�cies o el ap�endice del cap��tulo 2 de esta tesina donde damos un resumen de
dicha clasi�caci�on. En cuanto a las t�ecnicas de cortar y pegar aconsejamos una
lectura el apartado 8.2 del libro [Hir88], p�aginas 184 y 185.

Nuestro prop�osito en este apartado es dar rigurosamente este procedimiento y
hacer las demostraciones. Fijemos ya una super�cie M2 compacta, conexa y orien-
table de g�enero n y por tanto caracter��stica de Euler-Poincar�e 2� 2n (ver [Kin93],
p�agina 108).

Tomemos sobreM2 una curva de Jordan simple 
 no homot�opicamente nula que
s�olo supondremos continua y tomemos un entorno conexo U de 
 de manera que 

divida a U en dos componentes conexas y que la frontera de U est�e formada por dos
curvas de Jordan simples. A las dos componentes de Un
 las denotaremos por U1 y
U2.

Realmente no vamos a quitar de la super�cie los abiertos U1 y U2 para pegar en 
1
y 
2 dos discos porque ser��a dif��cil asegurar que podemos hacerlo sin que intersequen.
Por ello vamos a meter la super�cie M2 en R4 de manera que podamos pegar estos
discos sin complicaciones de intersecci�on entre ambos. Hacemos notar que esto
es posible porque en principio por el teorema de clasi�caci�on no hay problema en
suponer que M2 vive en R3 .

Consideramos una funci�on continua sobre M2n
 d :M2n
 ! R que cumpla:

1. para (x; y; z) 2 M2n(U1 [ 
) d(x; y; z) = 0.

2. para (x; y; z) 2 U1 se tiene el l��mite:

lim
(x;y;z)!
;(x;y;z)2U1

d(x; y; z) = 1

Observaci�on 5.3.1.3. Utilizando el teorema de Whitney (ver el teorema 2.2.3,
p�agina 37) podemos considerar que la funci�on d est�a de�nida sobre todo el espacio
R3 e incluso la podemos de�nir de clase C1.
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Consideramos en R
4 el conjunto: N 2 = f(x; y; z; k) : (x; y; z) 2 M2n
 y k =

d(x; y; z)g.

Proposici�on 5.3.1.2. N 2 es una super�cie difeomorfa a M2n
.

Demostraci�on: para probar esta a�rmaci�on es necesario hacer dos comprobaciones,
por una parte que N 2 es una super�cie y por otra parte encontrar el homeomor�smo.

Actuaremos en el orden inverso, daremos primero el homeomor�smo, para ello
consideramos la aplicaci�on f :M2n
 !N 2 de�nida por f(x; y; z) = (x; y; z; d(x; y; z))
que es sin duda biyectiva. Veamos que tambi�en se trata de una aplicaci�on continua,
pero eso es claro ya que se trata de la restricci�on de la aplicaci�on F:R3 ! R4 que
asigna a cada (x; y; z) 2 R3 el punto de R4 (x; y; z; d(x; y; z)). Falta probar que f es
abierta. Para ver esto probaremos que la aplicaci�on f�1 es continua, pero esto se
ve claro ya que f�1 es la restricci�on de la funci�on continua G(x; y; z; k) = (x; y; z) a
N 2.

Usando este homeomor�smo lo aprovechamos para darle estructura de super�cie
a N 2. Adem�as se cumple que si la estructura de M2 fuera de clase Cr se tendr��a
que N 2 tiene tambi�en estructura de clase Cr y en dicho caso son difeomorfas de
clase Cr.

De�nici�on 5.3.1.4 (suma identi�cando la frontera). Supongamos que P y Q
son dos super�cies con frontera y que existe un difeomor�smo f : ÆP ! ÆQ entre las
fronteras de ambos. Llamaremos suma de P y Q identi�cando fronteras al espacio
topol�ogico que se obtiene haciendo el cociente de P [ Q= sÆ, donde la relaci�on sÆ

viene de�nida como de�nimos a continuaci�on.

x sÆ y si y s�olo si nos encontramos en uno de los casos siguientes:

1. x = y

2. x 2 ÆP , y 2 ÆQ y adem�as y =f(x).

3. x 2 ÆQ, y 2 ÆP y adem�as x =f(y).

El espacio P [Q= sÆ no s�olo es un espacio topol�ogico, sino que tiene estructura
de super�cie diferenciable con estructura diferenciable compatible con las de P y Q.
El problema es que la estructura diferenciable de P [ Q= sÆ no es �unica, pero s��
tenemos que, aunque se puedan de�nir dos estructuras diferenciables, la super�cies
resultantes ser��an difeomorfas. (Ver teorema 2.1, cap��tulo 8, p�agina 184 de [Hir88]).

Es interesante el caso en el que la frontera de las variedades se trata de curvas
de Jordan, entonces, la suma identi�cando la frontera recibe el nombre de suma
conexa. (Ver [Hir88], p�agina 189).

El objetivo ahora es compacti�car N 2 a~nadi�endole dos discos sobre cada una de
sus fronteras, que son curvas las curvas de Jordan 
�1 y 


�
2 , de�nidas como sigue:


�1(t) = (
1(t); 1) 
�2(t) = (
2(t); 0)
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Para ello vamos a hacer dos sumas conexas de S1nC0 con la super�cie N 2, haciendo
la primera suma con la curva 
�1 y la segunda con 
�2 . Donde C0 denota una regi�on
compacta y conexa delimitada por una curva de Jordan difeomorfa a 
�1 y 


�
2 . A la

super�cie diferenciable de clase Cr que obtenemos de esta manera la denotaremos
por M2

r, que ser�a compacta, conexa y orientable.

De�nici�on 5.3.1.5 (super�cies reducidas). Dada una super�cie compacta y
conexaM2, a la super�cie que se obtiene del mismo modo que acabamos de describir
se le llamar�a super�cie reducida de M2 y la denotaremos como ya hemos dicho por
M2

r.

A la super�cie N 2 la llamaremos super�cie reducida abierta de M2 y al difeo-
mor�smo f : M2n
 ! N 2 que hemos dado anteriormente lo denotaremos tambi�en
por fN .

Si hici�eramos una reducci�on i-�esima reiterada deM2 los conceptos que acabamos
de de�nir ser��an denotados porM2

r;i N
2
i y el difeomor�smo por fN ;i y estar�a de�nido

como sigue:
fN ;i :M

2
r;i�1n
i !N 2

i

Observaci�on 5.3.1.4. Hacemos notar que para el caso i = 1 se tiene que M2
r;i =

M2
r, fN ;i = fN y N 2

i = N 2.

Vamos a ver ahora que g�enero de M2
r es una unidad menor que el de M2. De

este resultado no podemos dar referencias, por ello lo vamos a demostrar.

Proposici�on 5.3.1.3. Si el g�enero de M2 es n entonces el g�enero de M2
r es n� 1.

Demostraci�on: en nuestro caso, al tratarse de super�cies orientables, si probamos
que la caracter��stica de Euler-Poincar�e de M2

r (�(M
2
r)) es 2 � 2(n � 1) habremos

terminado, para ello debemos utilizar que �(M2) = 2� 2n.

Tomemos primero una triangulaci�on de la super�cieM de manera que cualquier
arista de la triangulaci�on que corte a 
 est�e toda entera contenida en 
. Induzcamos
la triangulaci�on sobre N 2 con la aplicaci�on fN de la proposici�on 5.3.1.2 o de la
de�nici�on anterior.

Ahora tomemos una triangulaci�on de cada uno de los dos casquetes de esfe-
ra (CS1) que sumamos conexamente con N 2 tomando la precauci�on de que en la
frontera la triangulaci�on s�olo tenga v�ertices o aristas enteras y de manera que si
gi : 


�
i ! �i son los difeomor�smos entre las curvas de Jordan de la frontera de N 2

y la frontera de cada uno de los casquetes de circunferencia considerados, se tiene
que gi conserva tanto v�ertices como aristas.

Ahora lo tenemos f�acil para computar la caracter��stica de Euler-Poicar�e de M2
r

utilizando las triangulaciones que inducen las de los casquetes y la de N 2 (inducida
a su vez por M2). Pero antes vamos a tomar ciertos convenios para la notaci�on.
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Denotaremos por CN al n�umero de caras de la triangulaci�on de N 2, AN al de aristas
y VN al de v�ertices. Sus an�alogos en cada uno de los casquetes los denotaremos por
Ci, Ai, Vi con i = 1; 2.

Por otra parte, dentro de las aristas y los v�ertices hay algunos que son comunes
a dos variedades, el n�umero de estos que son comunes lo denotamos por AN ;c y
VN ;c en el caso de la super�cie N 2 y por Ai;c y Vi;c sus an�alogos para cada uno de
los casquetes. Cambiando la c del sub��ndice por una n denotamos a las aristas y
v�ertices no comunes.

Observemos que:

1. AN ;c = VN ;c.

2. Ai;c = Vi;c.

3. V1;c = V2;c A1;c = A2;c.

4. AN ;c = A1;c + A2;c = 2Ai;c.

5. CM = CN .

6. VM = VN ;n +
1
2
VN ;c.

7. AM = AN ;n +
1
2
AN ;c.

Una vez �jada la notaci�on y con las observaciones que acabamos de hacer, se
tiene que:

�(M2
r) = CMr � AMr + VMr =

CN � AN + VN + C1 � A1 + V1 + C2 � A2 + V2�

(�A1;c + V1;c � A2;c + V2;c) =

CM � AM + VM �
1

2
AN ;c +

1

2
VN ;c + C1 � A1 + V1 + C2 � A2 + V2�

(�A1;c + V1;c � A2;c + V2;c) =

�(M2) + �(CS2
1) + �(CS2

1) =

2� 2n+ 1 + 1 = 2� 2(n� 1):

Con lo cual el g�enero de M2
r es n� 1 como quer��amos ver.
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Contracci�on de componentes en super�cies de g�enero superior.

Hemos visto en un apartado anterior que si tomamos un abierto conexo sobre
la esfera y contraemos las componentes conexas del complementario el espacio co-
ciente que se obtiene es topol�ogicamente una esfera. Este resultado admite una
generalizaci�on a super�cies de g�enero mayor. El resultado es el siguiente:

Teorema 5.3.1.4. Sea M2 una super�cie compacta, conexa y orientable de g�enero
n sobre la que tenemos de�nido un abierto conexo U . Si en U podemos de�nir n
curvas de Jordan no homot�opicamente nulas con intersecci�on vac��a dos a dos, el
espacio M2

U de�nido de manera an�aloga al caso de la esfera es homeomorfo a M2.

Demostraci�on: utilizando repetidamente n� 1 veces el lema 5.3.1.3 obtenemos des-
pu�es de hacer la relaci�on de equivalencia una super�cie homeomorfa a la esfera.
Ahora invirtiendo el proceso de cortar y pegar, se tiene que M2

U es homeomorfa a
la super�cie de g�enero n y por tanto a M2.

Abiertos conexos en el toro.

Necesitaremos saber la estructura de los abiertos del toro para demostrar los
teoremas que siguen. Se impone por tanto la necesidad de �jarnos y estudiar su
estructura. B�asicamente vamos a distinguir dos tipos de abiertos conexos: aquellos
que son difeomorfos a un abierto del plano y los que no lo son. La distinci�on entre
ellos es muy sencilla de enunciar y se hace en base a las curvas de Jordan que sobre
el abierto se puedan de�nir.

Si nos �jamos en el plano, dos curvas de Jordan pueden ser o bien disjuntas
o bien han de tener un n�umero in�nito o par de intersecciones (no contamos las
intersecciones que sean tangentes). Este hecho se puede constatar con el teorema
de la curva de Jordan. En cambio en el toro existen curvas de Jordan que pueden
intersecar en un solo punto. Otra diferencia sustancial es que en el plano una curva
de Jordan divide al espacio en dos componentes conexas, mientras que el toro esto
no es necesario.

Pues bien, en el toro vamos a basar la distinci�on de los abiertos en estas consi-
deraciones, en particular: habr�an abiertos que contengan dos curvas de Jordan que
intersecan en un solo punto y los que no las posean. Los segundos ser�an siempre
difeomorfos a abiertos del plano.

Teorema 5.3.1.5. Un abierto conexo O sobre el toro que no posea dos curvas de
Jordan intersecando no tangencialmente en un solo punto es un abierto difeomorfo
a un abierto del plano.

Demostraci�on: es necesario distinguir dos casos en la prueba, en el primero supon-
dremos que en O se puede de�nir una curva de Jordan 
 no homot�opicamente nula.
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En este caso cortamos la curva 
 y nos queda el abierto On
 dentro de T2n
 des-
compuesto en dos componentes conexas O1 y O2. Realizamos la suma conexa de
T
2n
 consigo misma y obtenemos en dicha suma (T2n
#T2n
) dos copias de O1 y

otras dos de O2. Tomamos ~O= ~O1 [ ~O2, donde ~O1 y ~O2 son las copias de O1 y O2

en T2n
#T2n
 que poseen frontera com�un y que es parte de la frontera por donde
hacemos la suma conexa. Claramente O es difeomorfo a ~O1 [ ~O2 [ 
 y por lo tanto
es difeomorfo a un abierto del plano, ya que T2n
#T2n
 es difeomorfo a un cilindro.

En el segundo caso se tiene que en O no existe ninguna curva de Jordan ho-
mot�opicamente nula. En este caso tomamos una curva de Jordan no homot�opica al
elemento neutro por la que cortamos el toro (no estar�a por tanto contenida den el
abierto O aunque s�� que puede cortarlo). Descomponemos en una cantidad nume-
rable de componentes conexas el abierto On
.

Vamos a ordenar dichas componentes indizadas por los n�umeros enteros, antes de
ello separemos la frontera 
 en dos copias utilizando el difeomor�smo fN introducido
en el apartado de la reducci�on del g�enero. En realidad lo que estamos haciendo es
trabajar en la super�cie reducida abierta N y las componentes conexas inducidas
por la aplicaci�on fN . El objetivo de esta astucia no es otro que el de tener para
cada una de las componentes de fN (On
) dos tipos de frontera com�un con las dos
copias de 
 en N .

Llamemos a las copias en las que se desdobla 
 por 
�1 y 
�2 y ahora ordenemos
las componentes por la aplicaci�on h:

h : Z! Componentes de On


de manera que la imagen inversa por f de la frontera de fN (h(n)) en 
�2 es com�un
con la imagen inversa de fN (h(n + 1)) en 
�1 .

Antes de continuar haciendo consideraciones sobre h acerca de la buena de�nici�on
hacemos notar que el conjunto de partida pudiera no ser Z sino un subconjunto de
�el, pero aqu�� nos situaremos en el caso en que el conjunto de partida es todo Z, que
es el caso m�as dif��cil.

La aplicaci�on h est�a bien de�nida por inducci�on. Ahora s�olo nos queda por dar
el difeomor�smo entre el abierto O y un abierto del plano, para ello consideramos
una suma conexa de cilindros #n2NC y de�nimos el difeomor�smo entre O y un
abierto del cilindro como sigue:

g : O! #n2NC

a cada componente conexa h(n) de On
 la llevamos al cilindro n-simo, de manera
que la aplicaci�on g es la identidad en cada una de las componentes y en la frontera
de dos componentes diferentes la aplicaci�on g es trivialmente diferenciable.

Este teorema tambi�en puede enunciarse en t�erminos de homeomor�smos y lo
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utilizaremos en estos t�erminos para algunos resultados que demostraremos sobre
!-l��mites.

Teorema 5.3.1.6. Un abierto conexo O sobre el toro que no posea dos curvas de
Jordan intersecando no tangencialmente en un solo punto es un abierto homeomorfo
a un abierto del plano.

Demostraci�on: la parte directa es una consecuencia del anterior. En cuanto a la
condici�on su�ciente, la prueba se basa al igual que antes en el teorema de la curva
de Jordan.

Abiertos conexos en super�cies compactas, conexas y orientables

>Ser�a cierto el teorema 5.3.1.5 en otras super�cies orientables que no sea el toro?
La respuesta va a ser s�� y utilizaremos las mismas t�ecnicas que antes. Puede que
el lector empiece a pensar que esta mara~na de resultados topol�ogicos no conduce a
ning�un sitio pero ser�an de gran utilidad en las secciones siguientes para probar el
teorema de estructura topol�ogica de !-l��mites con interior no vac��o en super�cies.
Ser�a �este ya el �ultimo resultado topol�ogico antes de volver al tema central de la
tesina.

Teorema 5.3.1.7. Un abierto conexo O sobre una super�cie compacta, conexa y
orientable que no posea dos curvas de Jordan intersecando en un solo punto es un
abierto difeomorfo a un abierto del plano.

Demostraci�on: daremos las ideas principales para proceder a la prueba de este resul-
tado, que ser�an otra vez parecidas a las que hemos utilizado en el teorema anterior,
pero aqu�� actuaremos por inducci�on sobre el g�enero de la super�cie ya que tenemos
el resultado establecido para el toro. Consideramos igual que en la demostraci�on del
teorema 5.3.1.5 dos casos, en el primero suponemos que existe en O una curva de
Jordan no homot�opicamente nula y la prueba transcurre por los mismos cauces que
aquella. En el segundo caso consideramos que no existe una tal curva de Jordan y
tomamos una arbitraria por la que cortamos la super�cie, nos podemos encontrar
ante dos posibilidades:

1. 
 no interseca al abiertoO, en cuyo caso se tiene que O vive en una super�cie de
g�enero menor y por lo tanto por la hip�otesis de inducci�on se tiene el resultado.

2. 
 interseca al abierto O. Aqu�� se procede como en el caso an�alogo de la prueba
del teorema anterior teniendo en cuenta la hip�otesis de inducci�on.

Igual que en el apartado anterior, enunciamos la caracterizaci�on en t�erminos de
homeomor�smos:
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Teorema 5.3.1.8. Un abierto conexo O sobre una super�cie compacta, conexa y
orientable que no posea dos curvas de Jordan intersecando en un solo punto es un
abierto homeomorfo a un abierto del plano.

Una nota sobre los abiertos conexos por caminos fronterizos.

Hab��amos dado el teorema de estructura topol�ogica de !-l��mites de �orbitas no
recurrentes introduciendo el concepto de abierto conexo por caminos fronterizos. A
la luz de los resultados anteriores vamos a demostrar algunas de las propiedades de
estos conjuntos, en particular damos respuesta a la pregunta que nos plante�abamos
sobre la in�nitud de componentes en los conjuntos OÆ (es aconsejable tener presente
la secci�on 5.2).

Proposici�on 5.3.1.4. Dado un abierto O conexo por caminos fronterizos sobre una
super�cie orientable de g�enero g se tiene que el n�umero de componentes conexas de
OÆ es a lo sumo g + 1 a partir de Æ su�cientemente peque~no.

Demostraci�on: cortemos todas las curvas de Jordan de O no homot�opicamente nulas
de manera que lo convirtamos en un abierto plano, lo cual es posible a la luz de los
teoremas precedentes. Cada vez que cortamos una curva de Jordan y pegamos dos
discos desciende el g�enero de la super�cie con la que operamos en una unidad y
el abierto inducido en la super�cie reducida junto con los discos que pegamos va a
tener a lo sumo una componente conexa m�as. Como mucho podemos cortar g curvas
de Jordan de manera que el transformado de O se convierte en un abierto plano con
a lo sumo g + 1 componentes conexas.

Por la condici�on de ser O conexo por caminos fronterizos se tiene que una de
esas componentes Oi cumple que FrOi�FrO. Sabemos adem�as que cualquier Oj es
un abierto conexo simplemente conexo del plano y por lo tanto como cada una de
las componentes de OÆ estar�a dentro de un Oj se tiene que a lo sumo tendremos
g + 1.

Hacemos notar que la cota anterior no se puede mejorar ya que en el toro si
tomamos el abierto O = T

2n
 donde 
 denota un paralelo cualquiera, se tiene
que para Æ su�cientemente peque~no OÆ tiene dos componentes conexas. Ejemplos
similares se pueden dar en la esfera de n-asas.

A la vista del teorema anterior podemos rede�nir la noci�on de abierto conexo
por caminos fronterizos de manera que sea m�as f�acil de entender, vamos a ello.

Es conveniente recordar primero la de�nici�on que dimos en la p�agina 103, de�-
nici�on 5.2.2. Aquella de�nici�on va a ser equivalente a la siguiente seg�un los razona-
mientos que hemos hecho al principio de este apartado.

De�nici�on 5.3.1.6 (abierto conexo por caminos fronterizos). Dado un con-
junto O, abierto y conexo de un espacio m�etrico X, diremos que es conexo por
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caminos fronterizos si existe para cada Æn = 1
n
una componente conexa CÆn de OÆn

tal que FrCÆn �FrO.

5.3.2 !-l��mites con interior no vac��o en el toro.

Haremos primero un estudio en el toro para poder luego dar el paso a super�cies
de g�enero mayor utilizando los resultados de los apartados anteriores. Vamos a pro-
bar en este apartado que un abierto conexo O junto con su clausura ser�a un !-l��mite
si y s�olo si se trata de un abierto en el que podamos de�nir dos curvas de Jordan
no homot�opicamente nulas que intersequen en un solo punto, es decir si y s�olo si no
es homeomorfo a un abierto del plano. �Esta tambi�en ser�a una condici�on necesaria
y su�ciente en super�cies compactas, conexas y orientables de g�enero mayor.

En particular si tenemos un conjunto abierto O sobre el toro como en el p�arrafo
anterior, se tiene que las componentes de T2nO son todas ellas contractibles. Sin
embargo no ser�a una condici�on necesaria en el resto de super�cies. Para ello basta
observar (utilizando los resultados del apartado 4.10) que en el toro doble o la
super�cie compacta de g�enero 2 se tiene que el abierto O dibujado en la �gura 5.3
posee complementario no contractible y sin embargo es transitivo.

O

Figura 5.3: Abierto transitivo en la super�cie orientable de g�enero dos con complementario no contrac-

tible.

Es m�as, incluso en el toro la condici�on del complementario contractible no va a
ser su�ciente ya que si consideramos una banda enroll�andose sobre el toro de manera
que cada vez se haga m�as �na, el complementario de su clausura va a tener todas
las componentes contractibles y sin embargo no existe un 
ujo con una �orbita con
!-l��mite toda la banda.

De�nici�on 5.3.2.1 (abierto transitivo). Dado un conjunto O de una super�cie
compacta y conexa, diremos que es transitivo si y s�olo si podemos de�nir un 
ujo
	 : R �M2 !M2 de manera que posea una �orbita � tal que !(�) = O.

Observaci�on 5.3.2.1. Es f�acil deducir de la de�nici�on que todo abierto transitivo
es necesariamente conexo.
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Vamos a probar el resultado anunciado sobre la caracterizaci�on de abiertos tran-
sitivos en base a las curvas de Jordan no homot�opicamente nulas que podamos
de�nir, pero observemos que si no nos preocupara que el 
ujo fuera diferenciable el
resultado ser��a inmediato, ya que T2

O es homeomorfo al toro (esto se puede ver cor-
tando el toro por una curva no homot�opicamente nula contenida en O y utilizando el
resultado sobre las contracciones en la esfera que hemos presentado en un apartado
anterior de esta secci�on). Desgraciadamente eso no es su�ciente para poder inducir
en O 
ujos diferenciables.

Teorema 5.3.2.1. Un cerrado C sobre el toro con interior no vac��o ser�a transitivo
si y s�olo si O = IntC es conexo y dentro de �el se pueden de�nir dos curvas de Jordan
no homot�opicamente nulas en T2 de manera que intersequen transversalmente en un
s�olo punto.

Observaci�on 5.3.2.2. Intuitivamente se podr��a decir que necesitamos dentro de O
dos curvas de Jordan, una enroll�andose sobre el eje del toro y la otra sobre el c��rculo
medio.

Demostraci�on del teorema: supongamos en primer lugar que C es transitivo y vea-
mos que en O se pueden de�nir las curvas del enunciado. Para ello hacemos notar
que la curva � que genere a C como !-l��mite debe estar siempre contenida en O,
ya que si el 
ujo que hace O transitivo lo denotamos por la letra 	 y la �orbita
recurrente por � = 	(R; x), se tiene que en alg�un instante t0 	(t0; x) = y 2 O.
Si se tuviera que en un instante t0 	(t0; y) = z 62 O, tomando un abierto Uy � O
entonces 	t0(Uy) = Uz 2 O por la invarianza del !-l��mite. Y adem�as por ser 	t0 un
difeomor�smo se tiene que Uz es un abierto y debe estar contenido en O, lo cual es
una contradicci�on con el hecho de que z 62 O.

Una vez demostrado que la �orbita � vive dentro de O mostramos primero que
hay de�nida en O una curva de Jordan no homot�opicamente nula, para ello tomamos
un punto p de � que por lo tanto pertenecer�a a O, un entorno Up � O y una secci�on
transversal(ver la de�nici�on 3.2.3, p�agina 65) dentro de Up. Al ser � positivamente
recurrente, la curva � cortar�a en un punto q de la secci�on transversal tan cerca de p
como se desee. Tomemos la curva de Jordan formada por la restricci�on de � entre
p y q unida con la secci�on transversal entre q y p. La curva � as�� construida es una
curva de Jordan y adem�as no es homot�opicamente nula. Si lo fuera se tendr��a que �
descompone el toro en dos componentes conexas, una de ellas homeomorfa al plano.
Adem�as la curva � quedar��a siempre en una de las dos regiones y ser��a imposible
que el !-l��mite fuera todo C.

Una vez vista la existencia de la curva � no homot�opicamente nula, veamos que
existe otra curva �0 no homot�opicamente nula y que interseca con � en un solo
punto. Para ello tomemos un punto q0 en la secci�on local que antes hemos tomado
de manera que p quede entre q0 y q. La semi�orbita positiva de � que parte de q debe
cortar a la secci�on transversal en un punto q00 entre p y q0. Ahora, por el mismo
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tipo de argumentos que antes, la curva que se obtiene uniendo � entre q y q00 con el
trozo de secci�on transversal determinado por ambos puntos es una curva de Jordan
no homot�opicamente nula. S�olo hace falta modi�car un poco �0 en el entorno Up

para que no interseque con � m�as que en un punto y se acaba esta parte de la
demostraci�on. La �gura 5.4 pretende aclarar geom�etricamente la prueba.

P

Q0

Q00

F , punto de O

� = �j[P;Q0] [ [P;Q0]

�0 = �j[Q0;Q00] [ [Q0; Q00]

�

Figura 5.4: Si � �o �0 son homot�opicamente nulas, entonces F 62 !(�).

Vamos a ver ahora que la condici�on es su�ciente, para ello cortamos la super�cie
por una curva de Jordan contenida en el abierto O y pegamos sendos discos obte-
niendo la super�cie T2

r como ya se ha hecho en repetidas ocasiones encontr�andonos
en la esfera. Pasamos nuestro abierto O a la super�cie N 2 por el difeomor�smo
fN y de aqu�� a T2

r a~nadi�endole a Or los dos discos con los que completamos Nr.
Obs�ervese que el abierto Or junto con los dos discos es conexo por la hip�otesis y por
lo tanto si contraemos las componentes conexas del complementario de O [

S2
i=1Di

en T2
r tenemos un espacio homeomorfo a S1.

Ahora recortamos los discos Di e identi�camos su frontera obteniendo por lo
tanto que TO es homeomorfo al toro y en consecuencia podemos de�nir sobre T0

el 
ujo 	 irracional del toro haci�endolo nulo en los puntos determinados por la
contracci�on de componentes. El 
ujo 	 induce un 
ujo continuo � sobre T2 que se
anula en cada una de las componentes de Oc y que s�olo tiene conjuntos minimales
triviales.

Utilizando ahora el teorema de Guti�errez (ver teorema 4.8.1) se tiene que � es
equivalente a un 
ujo de clase C1, con lo cual introduciendo cartas convenientes
sobre T2 el 
ujo � ser�a de clase C1.

Este teorema se puede enunciar en otros t�erminos teniendo en cuenta el estudio
hecho sobre los abiertos conexos del toro. El enunciado es el siguiente:

Teorema 5.3.2.2. Un cerrado C sobre el toro con interior no vac��o ser�a transitivo
si y s�olo si O = IntC es conexo y no homeomorfo a un abierto del plano.
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5.3.3 !-l��mites con interior no vac��o en super�cies de g�enero

superior.

De la caracterizaci�on de abiertos transitivos en general no tenemos conocimiento
de que haya hecho ning�un estudio, salvo los resultados que dimos en la secci�on 4.10.
Lo que expon��amos all�� era que cualquier super�cie compacta conexa y orientable,
salvo la esfera, era un !-l��mite. Pero nuestro inter�es se centra en caracterizar cu�ales
de los abiertos ser�an transitivos y cu�ales no.

Si nos �jamos en el toro hemos encontrado que un abierto era transitivo si pose��a
dos curvas de Jordan enroll�andose una sobre el eje y la otra sobre el c��rculo medio.
Esta estructura da la su�ciente movilidad como para construir una �orbita densa
en el toro. Pues bien, la misma estructura dar�a la caracterizaci�on para super�cies
orientables de g�enero superior. Nuestro prop�osito es el de probar este resultado.

A partir de ahora, en este apartado M2 denotar�a una super�cie compacta, co-
nexa y orientable de g�enero n, siendo n � 1. Como ya vimos, cualquiera de estas
super�cies es difeomorfa a una esfera con n asas. Recordamos gr�a�camente lo que
se entiende por c��rculos medios y ejes de las asas en la esfera de g�enero n (ver la
�gura 5.5).

eje de la primera asa

c��rculo medio del asa 3

Figura 5.5: C��rculos medios y ejes de la esfera de n asas.

Teorema 5.3.3.1. Un conjunto cerrado C sobre M2 con interior no vac��o ser�a
transitivo si y s�olo si O = IntC es conexo y dentro de �el se pueden de�nir dos curvas
de Jordan no homot�opicamente nulas en M2 de manera que ambas intersequen en
un solo punto.

Observaci�on 5.3.3.1. Esta condici�on nos dice intuitivamente que dentro del abierto
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vamos a tener dos curvas no homot�opicamente nulas, una de ellas enroll�andose
alrededor de uno o varios ejes y la otra alrededor de uno o varios c��rculos medios.

Demostraci�on del teorema: procederemos por inducci�on sobre el g�enero de la super-
�cie. Para g�enero 1 la condici�on es su�ciente por el resultado ya probado en el
teorema 5.3.2.1. Se trata, en el caso general, de introducir un subconjunto abierto
y denso de O en una super�cie de g�enero menor.

Supongamos pues que hemos probado el resultado para super�cies de g�enero n
y queremos demostrarlo para g�enero n + 1. As�� que tenemos una super�cie M2 de
g�enero n + 1 y dentro de ella un abierto O con una estructura como se anuncia en
el enunciado.

Suponemos que en O no existe otra estructura como la del enunciado sin interse-
car a las dos curvas que suponemos existentes de partida. Si existieran, cortar��amos
una (
) como en la proposici�on 5.3.1.3, pegar��amos sendos discos y tendr��amos una
super�cie de g�enero menor con fN (On
) transitivo y por lo tanto tambi�en On
 y O.

Distinguiremos ahora dos casos. En el primero suponemos que en O existe una
curva de Jordan no homot�opicamente nula que no corte a ninguna de las dos del
enunciado. En el segundo caso supondremos que todas las curvas de Jordan simples
de O que podamos de�nir no homot�opicas al elemento neutro del grupo fundamental
de M2 cortan a una de las dos del enunciado.

Situ�emonos en la primera de las posibilidades, tomando la curva de Jordan 

no homot�opica al elemento neutro, cortemos la super�cie por dicha curva y en el
caso que dicha curva no divida a O en dos componentes conexas, peguemos sendos
discos tal y como se hizo en proposici�on 5.3.1.3 obteni�endose as�� la super�cieM2

r de
g�enero n. Seg�un se vio en aquella misma secci�on On
 ser�a difeomorfo a fN (On
),
pero pudiera suceder que On
 quede dividido en dos componentes conexas O1 y
O2 y O1 contiene a las dos curvas que se cortan en un s�olo punto. Como estamos
suponiendo que O2 no tiene ning�un par de curvas de Jordan que se corten en un
s�olo punto, se tiene que O2 es difeomorfo a un abierto del plano.

Pegamos sendos discos igual que antes y en aquel que quede junto a O1 pegamos
una copia difeomorfa de O2 que denotaremos por ~O2. Ahora, por la hip�otesis de
inducci�on O1[ ~O2 es un abierto conexo en las condiciones del teorema y por vivir en
una super�cie de g�enero menor se tiene que es transitivo y por lo tanto O tambi�en
lo ser�a.

En cuanto a la segunda posibilidad, se trata de elegir una curva de Jordan 

no homot�opica al elemento neutro, que no corte a ninguna de las anteriores del
enunciado (por lo tanto no puede estar entera contenida en O). Denotaremos por
O1 a la componente de O que contiene las dos curvas del enunciado y por O2 al
resto. Como O2 es un abierto del plano, podemos meterlo dentro de un disco,
~O2, que pegaremos como antes junto al abierto f(O1). En M2

r, fN (O1) [ ~O2 ser�a
transitivo y por lo tanto O tambi�en.
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Al igual que en el toro, por el estudio que hemos hecho sobre los abiertos conexos
en super�cies compacta, conexas y orientables, este teorema admite una reformula-
ci�on como sigue:

Teorema 5.3.3.2. Un conjunto cerrado C sobre M2 con interior no vac��o ser�a
transitivo si y s�olo si O = IntC es conexo y no es homeomorfo a un abierto del
plano.

5.4 !-l��mites recurrentes con interior vac��o.

5.4.1 Introducci�on.

Vimos en el cap��tulo dedicado al contraejemplo de Denjoy la existencia de !-
l��mites con interior vac��o generados por �orbitas recurrentes sobre el toro. Se trataba
de un caso a�un m�as general pues el conjunto construido no era s�olo un conjunto !-
l��mite sino que se trataba de un conjunto minimal. Estos !-l��mites han permanecido
hasta la d�ecada pasada muy poco estudiados y s�olo antes Markley [Mar69a, Mar78,
Mar66] y Ma��er [Mai43] dedicaron estudios m�as o menos profundos a este tema. Sin
embargo en sus art��culos no se estudia la estructura de estos conjuntos sino que se
trata m�as bien de contar el n�umero de �orbitas recurrentes que puede tener un 
ujo.
Art��culos de �nales de los 80 [Oda89] ten��an objetivos parecidos a los antiguos de
Markley y Ma��er.

S�� sabemos en cambio por el trabajo que se ha hecho hasta ahora qu�e super�cies
no pueden poseer �orbitas recurrentes diferentes de �orbitas peri�odicas. Por supuesto
que por el teorema de Poincar�e-Bendixson generalizado en la esfera no cabe hablar
de este tipo de �orbitas. En cuanto a las super�cies de g�enero uno, por un lado
tenemos el toro donde s�� existen estas �orbitas y por otro se tiene el plano proyectivo
que no puede tener �orbitas recurrentes no peri�odicas por ser su recubridor orientable
doble la esfera.

Si nos �jamos a las super�cies de g�enero mayor o igual a dos orientables es obvio
que pueden tener �orbitas recurrentes pues estas super�cies no son m�as que sumas
conexas de toros, los cuales pueden poseer tales �orbitas. Por ejemplo, si quisi�eramos
construir una �orbita recurrente, no peri�odica con el interior de su !-l��mite vac��o
bastar��a construir el 
ujo en el toro con una �orbita tal y sumar conexamente este
toro con otro constituido s�olo de puntos cr��ticos.

La super�cie no orientable de g�enero dos, en cambio, no puede tener una �orbita
recurrente de�nida sobre ella a menos que �esta sea una �orbita peri�odica. Sin embargo
para las super�cies no orientables de g�enero mayor s�� se da la existencia de �orbitas
recurrentes con el interior de su !-l��mite vac��o. El procedimiento es el mismo que se
ha de�nido para la super�cie orientable de g�enero mayor que uno pues las super�cies
no orientables de g�enero mayor que dos se pueden obtener sumando conexamente el
toro con bandas de M�obius.
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Este tipo de recurrencia ha mantenido en vilo el inter�es por el estudio de las
�orbitas recurrentes en super�cies durante toda la segunda mitad de siglo e incluso
su desconocimiento profundo ha dado lugar a que teoremas como el de estabilidad
estructural de Peixoto [Pei62] se fueran al traste, al menos en las super�cies no
orientables. El art��culo [Gut78b] explica por qu�e y establece dicho teorema para la
super�cie no orientable de g�enero tres, con lo cual el teorema de Peixoto es v�alido
en todas las super�cies orientables y las no orientables de g�enero menor o igual que
tres.

5.4.2 Limitando el n�umero de !-l��mites generados por �orbitas

recurrentes.

Vamos a plasmar los resultados que hemos ido exponiendo r�apidamente durante
toda la introducci�on en este apartado, pero antes introducimos el concepto de �orbita
recurrente no trivial sin interior.

De�nici�on 5.4.2.1 (Orbita recurrente no trivial sin interior). Diremos que
una �orbita � sobre una super�cie M2 ser�a recurrente sin interior si se trata de una
�orbita que cumple:

� � � !(�)

� Int!(�) = ;

� � es una �orbita no peri�odica.

� � no es un punto cr��tico.

Con esta notaci�on se tiene el siguiente resultado sobre las super�cies que admiten
�orbitas recurrentes sin interior.

Proposici�on 5.4.2.1. � Todas las super�cies compactas, conexas y orientables
salvo la esfera poseen un 
ujo con una �orbita recurrente sin interior.

� Todas las super�cies compactas, conexas y no orientables salvo la botella de
Klein y el plano proyectivo poseen 
ujos con �orbitas recurrentes sin interior.

Hemos dicho en esta proposici�on vagamente que estas super�cies poseen 
ujos
sin especi�car si pueden tener buenas propiedades de diferenciabilidad, por ello
queremos hacer notar brevemente que estos 
ujos pueden ser de clase C1 ya que
vamos a poder construirlos con el mismo orden de diferenciabilidad que aqu�el del que
partimos en el toro. Si empezamos con el 
ujo C1 de Cherry [Che38] introducido
en la secci�on 4.7.1 tendremos que los 
ujos construidos en las super�cies de g�enero
superior son de clase C1.
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Otra observaci�on que debemos hacer al enunciado de la anterior proposici�on es
si el n�umero de clausuras de �orbitas recurrentes no triviales sin interior que tenemos
de�nido sobre la super�cie puede ser mayor que uno. En principio el teorema nos
dice que existe una, pero no nos limita el n�umero. El primero en limitar este n�umero
fue Ma��er para las super�cies orientables en [Mai43], posteriormente Markley hizo lo
propio con las super�cies no orientables en [Mar69a]. Pasamos a exponer el trabajo
de ambos.

Proposici�on 5.4.2.2. Si x e y son dos puntos que generan �orbitas recurrentes sin
interior en un 
ujo continuo sobre una super�cie compacta y si y 2 !(�x) entonces
!(�x) = !(�y)

Demostraci�on: como y 2 !(�x) y !(�x) es invariante se tiene que �y � !(�x). La
inclusi�on contraria es bastante m�as complicada y nos remitimos a [Mai43].

Y ahora el prometido teorema que limita el n�umero de !-l��mites diferentes ge-
nerados por �orbitas recurrentes.

Teorema 5.4.2.1. Un 
ujo continuo sobre una super�cie compacta, conexa y orien-
table de g�enero p tiene como mucho p !-l��mites diferentes generados por �orbitas
recurrentes sin interior. Adem�as este n�umero es alcanzado por alg�un 
ujo.

Demostraci�on: se debe a Ma��er y se encuentra en [Mai43]. No conocemos la prueba
de Ma��er, pero este resultado se puede establecer cortando una curva de Jordan no
homot�opicamente nula por cada uno de los !-l��mites generados por �orbitas recurren-
tes sin interior. La curva de Jordan por la que cortamos la super�cie puede que no
est�e construida dentro del !, pero basta con que no interseque a los dem�as conjuntos
!-l��mites que entran en juego. De nuevo, jugando con la reducci�on del g�enero se
obtiene el resultado deseado.

Cuando decimos cortar, se sobrentiende que hay que multiplicar todo el campo
por una funci�on escalar C1 que sea siempre positiva y se anule �unicamente en los
puntos de la curva cerrada considerada antes de quitarla.

En cuanto a ver que se alcanza con alg�un 
ujo la cantidad de p !-l��mites diferentes
se trata de utilizar que la super�cie orientable de g�enero p es la suma conexa de p
toros y el 
ujo de Cherry introducido en el cap��tulo del contraejemplo de Denjoy.

Finalmente, Markley utiliz�o este resultado para las super�cies no orientables, la
t�ecnica consiste en levantar el 
ujo de una super�cie no orientable a una orientable
por el recubridor de dos hojas, aprovechar el resultado anterior y traducirlo mediante
el recubridor a la super�cie no orientable de partida. En [Mar69a] se establece el
siguiente enunciado:

Teorema 5.4.2.2. Un 
ujo continuo sobre una super�cie compacta no orientable
de g�enero p tiene como mucho

�
p�1
2

�
!-l��mites diferentes generados por �orbitas re-

currentes sin interior. Adem�as este n�umero siempre se alcanza por alg�un 
ujo.



124 !-l��mites en superficies.

5.4.3 El teorema de estructura de Guti�errez.

Como hemos dicho en la introducci�on de esta secci�on hasta la d�ecada pasada las
recurrencias sin interior permanecieron sin estudiar en cuanto a su estructura, todos
los estudios iban dirigidos a dar ejemplos de que estas �orbitas exist��an y donde m�as
lejos se lleg�o fue con los resultados que limitaban el n�umero de !-l��mites generados
por estas �orbitas. Fue Guti�errez [Gut86] el primero en dar un teorema de estructura
para 
ujos con �orbitas recurrentes sin interior.

Vamos a reproducir en este apartado su estudio sobre el teorema de estructura.
Antes de exponerlo diremos que efectivamente dicho teorema estudia las propiedades
de los 
ujos que poseen recurrencias no triviales; sin embargo advertimos de la
complejidad no s�olo de la demostraci�on sino del resultado en s��. Vamos a introducir
las de�niciones previas.

De�nici�on 5.4.3.1 (pseudo-rotaci�on del c��rculo). Diremos que una aplicaci�on
E : R=Z ! R=Z es una pseudo-rotaci�on del c��rculo si se cumple:

1. E es inyectiva.

2. E es diferenciable.

3. E est�a de�nida en todo R=Z salvo, a lo sumo, en un conjunto �nito.

4. jE 0(x)j = 1 para todo x de Dom(E).

De�nici�on 5.4.3.2 (Cubrimiento de una pseudo-rotaci�on). Sea E : R=Z !
R=Z una pseudo-rotaci�on y T : R=Z ! R=Z una aplicaci�on continua. Diremos que
T cubre a E si:

1. T es inyectiva.

2. Dom(T ) es un abierto de R=Z.

3. Existe una aplicaci�on mon�otona y continua h : R=Z ! R=Z de grado 1 tal
que:

� h(x) 2Dom(E).

� E Æ h(x) = h Æ T (x) para todo x 2Dom(T ).

De�nici�on 5.4.3.3 (Suspensi�on de una pseudo-rotaci�on). Dadas aplicaciones
continuas T y E de�nidas como antes, denotamos por NE a la super�cie cociente
obtenida del conjunto

R=Z � [�1; 1]nf(R=ZnDom(E))� f1g [ (R=ZnDom(E�1))� f�1gg

identi�cando los puntos (x; 1) y (E(x);�1) para todo x 2Dom(E).

Dado ahora un 
ujo � continuo sobre la super�cie NE diremos que el par (�; NE)
es una suspensi�on de (T;E) si se satisfacen las condiciones:
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1. La curva R=Z � f0g es transversal al 
ujo � y el conjunto de singularidades
de � es o bien vac��o o bien compacto.

2. La aplicaci�on de Poincar�e R=Z ! R=Z inducida por el 
ujo � es (x; 0) !
(T (x); 0):

Una vez introducida la notaci�on anterior podemos ya dar el teorema de estructura
de Guti�errez. La demostraci�on se encuentra en [Gut86] y no la haremos por su
extensi�on y di�cultad. Sin embargo quisiera hacer hincapi�e en que la prueba de
este teorema tiene un marcado corte geom�etrico pero aparecen ya algunas t�ecnicas
anal��ticas a diferencia de los teoremas de las secciones anteriores de este cap��tulo
que tienen casi exclusivamente car�acter geom�etrico. En particular se construyen
varios sistemas din�amicos discretos que luego se pasan a continuos en la prueba de
Guti�errez.

Teorema 5.4.3.1 (de estructura, Guti�errez). Sea ' : R � M2 ! M2 un

ujo continuo sobre una super�cie de clase C1 entonces los conjuntos !-l��mites
generados por �orbitas recurrentes no triviales son dos a dos disjuntos o coincidentes
y los denotaremos por 
1;
2 : : : ;
m. Para cada uno de ellos existe un abierto
conexo Vi �M2 tal que las siguientes condiciones se veri�can:

1. Si i 6= j, Vi \ Vj = ;. Adem�as Vi contiene todas las �orbitas � del 
ujo ' tales
que !(�) = 
i.

2. Cada Vi es una regi�on de recurrencia asociada a 
i, lo que quiere decir que:

(a) Existe un c��rculo Ci � Vi transversal a ' intersecando a 
i y para el
que la aplicaci�on de Poincar�e Ti : Ci ! Ci cubre una pseudo-rotaci�on
Ei : R=Z ! R=Z que tiene todas sus �orbitas densas y que no se puede
extender continuamente.

(b) El par ('jVi; Vi) es topol�ogicamente equivalente a una suspensi�on de (Ti; Ei).

(c) La frontera F(Vi) de Vi s�olo contiene puntos �jos, trayectorias regulares
conectando puntos �jos y una cantidad �nita de segmentos transversales
que conectan puntos �jos.

Adem�as no existe ning�un arco de �orbita de ' en Vi conectando dos puntos
de F(Vi).

3. Si V 0
i es otra regi�on de recurrencia asociada a 
i entonces Vi y V

0
i son homeo-

morfas.

Si tenemos tambi�en que Vi posee un n�umero �nito de singularidades y cualquier
otra regi�on de recurrencia asociada al !-l��mite 
i no tiene el mismo n�umero
de puntos, entonces los 
ujos ('jVi; Vi) y ('jV 0

i
; V 0

i ) son topol�ogicamente equi-
valentes.
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4. Por �ultimo el c��rculo Ci se puede tomar de manera que o bien 
i \ Ci = Ci o
bien Ci \ 
i es un conjunto de Cantor.

Este teorema nos da m�as bien una idea de c�omo es el diagrama de fases de un 
ujo
que admita �orbitas recurrentes no triviales cerca de esas �orbitas. Sin embargo no
sabemos si �jada una super�cie de partidaM2 sobre la que de�nimos una estructura
similar a la anterior tendr�a un 
ujo ' que satisfaga las propiedades del teorema de
estructura, que es lo que pretendemos en nuestro estudio cara a la tesis. Sin embargo
en [Gut86] aparece ya un rec��proco parcial que vamos a enunciar.

De�nici�on 5.4.3.4 (�orbita recurrente no trivial en un S.D.D.). Dada una
aplicaci�on f : R=Z ! R=Z no necesariamente de�nida sobre todo R=Z y un punto
x 2Dom(f), diremos que la �orbita

�(x) = ffn(x) : n 2 Zg

es recurrente no trivial si �(x)� �(x) � �(x)

De�nici�on 5.4.3.5 (conjunto minimal no trivial). Un conjunto no vac��o y
compacto � �Dom(f) se dice minimal no trivial si para todo x 2 � �(x) es no
trivial recurrente y �(x) = �.

Teorema 5.4.3.2 (existencia). Sea E : R=Z ! R=Z una pseudo-rotaci�on que
tiene todas sus �orbitas densas y que no se puede extender. Sea h : R=Z! R=Z una
aplicaci�on mon�otona y continua de grado 1. Denotemos por C(E; h) el conjunto de
aplicaciones continuas que cubren a E mediante h. Entonces:

1. Para todo T 2 C(E; h) existe una suspensi�on de (T;E).

2. Existe T̂ 2 C(E; h) llamada maximal tal que Dom(T̂ ) = h�1(Dom(E)n �(E; h))
donde

�(E; h) = fx 2 Dom(E) : h�1(x) y h�1(E(x)) est�an en biyecci�ong

Adem�as para todo T 2 C(E; h) se veri�ca:

(a) Dom(T ) �Dom(T̂ )

(b) T y T̂ coinciden sobre el conjunto de las �orbitas no triviales recurrentes
de T .

(c) La aplicaci�on T̂ tiene �orbitas recurrentes no triviales si y s�olo si �(E; h)
tiene interior vac��o.

3. Para T 2 C(E; h) son equivalentes:

(a) La aplicaci�on T y cualquiera de las suspensiones de (T;E) tiene �orbitas
no triviales recurrentes.
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(b) h(Dom(T )) contiene un abierto denso de R=Z.

4. Sea T 2 C(E; h), entonces son equivalentes:

(a) La aplicaci�on T y cualquiera de las suspensiones (T;E) tienen conjuntos
minimales no triviales.

(b) La aplicaci�on h no es un homeomor�smo, el conjunto

S = fx 2 R=Z : h�1(x) interseca a Dom(T ) y R=ZnDom(T )g

es a lo sumo �nito y Dom(T ) � h�1(R=ZnS). En particular �(E; h) = ;.

Sea T 2 C(E; h) y sea (�; NE) la suspensi�on de (T;E). Existe un 
ujo ' :
R � ~M ! ~M de clase C1 sobre una variedad ~M de clase C1 y sin frontera
tal que para alg�un conjunto F vac��o o �nito de puntos cr��ticos de ' el par
('j ~MnF ;

~MnF ) es topol�ogicamente equivalente al par (�; NE).

Adem�as, salvo cuando T tiene conjuntos minimales no triviales, el 
ujo se
puede tomar de clase C1.

Estos teoremas poseen bastante informaci�on escondida por varios motivos, uno
de ellos es que a pesar del amplio enunciado se pierde una gran riqueza de resultados
geom�etricos que aparecen en las pruebas. Por otra parte en el resultado del teorema
de estructura se construyen de manera detallada las aplicaciones de Poincar�e Ti :
Ci ! Ci mediante un proceso que ayuda a hacerse una idea bastante clara de los

ujos que estamos manejando. Lo que es sorprendente es que la estructura de estos

ujos no di�ere mucho a la que vimos en el contraejemplo de Denjoy y el ejemplo de
Cherry que se constru��an sobre el toro; es m�as, estos ejemplos son una consecuencia
trivial del teorema de existencia como se pone de mani�esto en [Gut86], secci�on 6,
p�agina 43.

Por otro lado creemos que estos teoremas junto con el teorema de Vinograd
generalizado que hemos dado en la primera secci�on del cap��tulo suponen un �l�on
para investigar la estructura topol�ogica de los !-l��mites.

Y es que por una parte, del teorema de estructura vamos a colegir algunos !-
l��mites de �orbitas recurrentes no triviales sin interior pueden estar generado tambi�en
por �orbitas no recurrentes y por tanto, por el teorema de Vinograd generalizado
tendremos que dicho !-l��mite se trata de la frontera de un abierto conexo por caminos
fronterizos.

El problema para terminar la caracterizaci�on de los !-l��mites ser�an aquellos que
est�an generados �unicamente por �orbitas no recurrentes. Introducimos una de�nici�on
para denotar a este tipo de �orbitas.

De�nici�on 5.4.3.6 (�orbita esencialmente recurrente). Diremos que una �orbita
� de un 
ujo 	 : R�M2 !M2 es esencialmente recurrente si es recurrente y adem�as
no existe ninguna �orbita � no recurrente de ning�un 
ujo � (puede ser � = 	) tal
que !�(�) = !	(�) o ��(�) = !	(�).
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Fijemos de ahora en adelante un 
ujo 	 : M2 ! M2 que posea una �orbita
recurrente no trivial sin interior �, vamos a extraer la informaci�on que posee el
teorema de estructura de Guti�errez.

En primer lugar, por dicho teorema tenemos una curva de Jordan transversal C
que interseca al !-l��mite de la curva � y para el que se tiene el siguiente diagrama
conmutativo:

C
f=T
���! C

h

??y ??yh
A(C) = R=Z

fC=E���! A(C) = R=Z

se puede ver en [Gut86], p�agina 22 y siguientes que f es la aplicaci�on de Poincar�e,
A(C) es la el espacio cociente obtenido de C de�niendo una relaci�on de equivalencia
en la que cada componente conexa de Cn!(�) forman una clase y h es la aplicaci�on
cociente.

Adem�as se ve en la demostraci�on del teorema de estructura que:

1. fC es una pseudo-rotaci�on y f es un cubrimiento de fC .

2. El n�umero de componentes conexas de Cn!(�) es in�nito.

3. f est�a de�nida en todas las componentes de Cn!(�) salvo, a lo sumo, en un
n�umero �nito de ellas.

Debido a que f es inyectiva y a que est�a de�nida para una in�nidad de compo-
nentes de Cn!(�) nos podemos encontrar ante dos posibilidades:

� existe alguna componente (Ai) para la que todos los t�erminos de una de las
sucesiones (fn(Ai))n>j o la (f

�n(Ai))n>j (con j entero arbitrario) son abiertos.
En este caso la �orbita no puede ser esencialmente recurrente.

� Para cualquier componente (Ai) las sucesiones anteriores siempre tienen un
t�ermino que no es abierto y que por tanto se reducir�a a un punto. Por ello
aqu�� el !-l��mite no va a ser la frontera de un abierto conexo, sino la frontera
de la uni�on de una cantidad numerable de abiertos homeomorfos a un disco
cada uno de ellos.

Corolario 5.4.3.1. Supongamos un 
ujo 	 continuo sobre una variedad 2-dimen-
sional compacta orientable y conexa. Supongamos que dicho 
ujo posee una �orbita
� recurrente no trivial y no esencialmente recurrente con Int!(�) = ;. Entonces se
tiene que existe un conjunto conexo por caminos fronterizos O tal que !(�) = FrO.

Si la �orbita � es recurrente sin interior pero esencialmente recurrente, entonces
!(�) es la frontera un abierto no conexo formado por la uni�on de un conjunto
numerable de discos.

Demostraci�on: se deduce de las consideraciones anteriores y del teorema 5.2.1.
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5.5 Estructura topol�ogica de los !-l��mites.

Esta secci�on s�olo tiene por objetivo ensamblar todos los resultados que se han
presentado sobre los !-l��mites para tener una visi�on general de ellos, no ser�a por tan-
to necesario demostrar nada ya que las pruebas se han ido haciendo en las secciones
precedentes. Vamos ya a enunciar el teorema.

Teorema 5.5.1 (estructura topol�ogica de los !). Sea M2 una super�cie com-
pacta, conexa y orientable sobre la que tenemos de�nido un 
ujo 	 continuo. Sea �
una �orbita de 	, entonces ocurre una de las dos posibilidades siguientes:

1. !(
) tiene interior vac��o en cuyo caso existen dos alternativas:

(a) Existe un abierto conexo por caminos fronterizos O tal que !(�) = FrO.

(b) Existe un abierto no conexo O uni�on de una cantidad numerable de discos
sobre M2 tal que !(�) = FrO.

2. !(
) tiene interior no vac��o. En este caso existe un abierto conexo O no
homeomorfo a ning�un abierto del plano tal que !(�) = O.

Rec��procamente, cualquier frontera de un abierto del tipo al enunciado en 1.a va
a ser un !-l��mite de un 
ujo de�nido sobre M2. Y cualquier clausura de un abierto
de los enunciados en 2 va a ser un !-l��mite de un 
ujo de clase Cr donde r es el
grado de diferenciabilidad de la super�cie.

Este teorema da condiciones necesarias y su�cientes sobre la estructura to-
pol�ogica de los !-l��mites salvo en el caso de las �orbitas esencialmente recurrentes.
Por tanto, lo que nos queda pendiente para cerrar este problema es dar condiciones
su�cientes sobre un abierto no conexo uni�on de discos para que sea un !-l��mite.
Dejamos este problema para posteriores estudios.

5.6 Un caso particular: el plano proyectivo (P 2).

Vamos a estudiar en esta secci�on los !-l��mites en el plano proyectivo intentando
utilizar todo lo que se sabe para la esfera, es por ello por lo que dedicamos un apar-
tado especial a esta super�cie. Para llevar a cabo nuestro prop�osito ser�a necesario
levantar los 
ujos del plano proyectivo a su recubridor orientable doble: la esfera
y estudiar all�� las propiedades. Es conveniente tambi�en estar familiarizado con el
plano proyectivo para los resultados que vamos a establecer.

La manera cl�asica de ver a P 2 es una esfera de radio 1 centrada en el origen de
coordenadas de R3 en la que se identi�ca cada punto con su ant��poda, tambi�en lo
podremos ver como una c��rculo en el plano identi�cando la frontera como se pone
de mani�esto en la �gura 5.6.
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a

a

Figura 5.6: Representaci�on plana del plano proyectivo.

Nuestro objetivo aqu�� es establecer un teorema del estilo de 1.6.6, pero antes
de ir tan lejos vamos a establecer el teorema cl�asico de Poincar�e-Bendixson para el
plano proyectivo. Vimos ya en el cap��tulo dedicado al teorema de Schwartz, secci�on
2.5.1, que para 
ujos de clase al menos C2 se ten��a la generalizaci�on de Poincar�e en
los siguientes t�erminos:

Teorema (Poincar�e-Bendixson en super�cies orientables). Sea S un sistema
din�amico de clase C2 de�nido sobre una super�cieM2 de clase C2 compacta, conexa
y orientable. Sea 
 una �orbita de S. Si !(
) no contiene puntos singulares, entonces
!(
) es una �orbita cerrada �o !(
) =M2 y M2= T2.

y

Teorema (Poincar�e-Bendixson en super�cies no orientables). Sea S un sis-
tema din�amico de clase C2 de�nido sobre una super�cie M2 de clase C2 compacta,
conexa y no orientable. Sea 
 una �orbita de S. Si !(
) no contiene puntos singula-
res, entonces !(
) es una �orbita cerrada �o !(
) =M2 y M2= T

2.

Nuestra primera meta va a ser debilitar la hip�otesis C2 y poder imponer �unica-
mente la hip�otesis de continuidad al igual que en el plano.

Teorema 5.6.1. Supongamos que tenemos de�nido un sistema din�amico S de clase
C0 sobre el plano proyectivo con 
ujo asociado:

	 : R � P 2 ! P 2

si � es una �orbita que no posee en su !-l��mite ning�un punto cr��tico, entonces se
tiene que !(�) es una �orbita peri�odica.

Demostraci�on: ser�a necesario para seguir esta demostraci�on los resultados introdu-
cidos en la secci�on 2.3. Para empezar levantamos el 
ujo 	 a la esfera seg�un el
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teorema 2.3.1 y obtenemos el 
ujo:

~	 : R � S
2 ! S

2

Tomamos x 2 � una de las antiim�agenes ~x de x por la aplicaci�on recubridora.
La �orbita �~x cumple

p(!(�~x)) = !(p(�~x)) = !(�x)

por lo tanto !(�~x) no tiene puntos cr��ticos y por el teorema cl�asico de Poincar�e-
Bendixson debe ser una �orbita peri�odica, con lo cual tambi�en lo ser�a !(�) como
quer��amos ver.

Queremos recordar la de�nici�on de conjunto k-realizable en el plano porque a
partir de ahora ser�a fruto de varias consideraciones. Por una parte sabemos que
si un conjunto C es !-l��mite el plano proyectivo entonces levantando el 
ujo del
plano proyectivo a la esfera obtenemos un conjunto !-l��mite ~C en la esfera tal que
p( ~C) = C, siendo p la aplicaci�on recubridora. Sabemos tambi�en que existe un
abierto conexo, simplemente conexo ~O en la esfera tal que Fr ~O=C, por otro lado
ser��a interesante ver que propiedades de conjunto k-realizable se conservan por la
aplicaci�on recubridora. Vamos ahora a investigar las propiedades de p( ~O) y su
relaci�on con C.

De�nici�on 5.6.1. Sea 1 � k � +1, sea G = f(�i; oi)gi una familia de pares de
curvas disjuntas sobre la esfera parametrizadas por una aplicaci�on 'i de clase k
junto con una orientaci�on sobre la curva de manera que oi = ['i]. Sea S � R2

1 un
conjunto disjunto de los �i y denotemos 
= S [ ([i�i). Diremos que (G; S) es un
conjunto realizable de clase k, si existe un abierto conexo, simplemente conexo O
de R2

1 , ;6= O 6= R2
1 que satisface las siguientes condiciones:

1. 
 = FrO.

2. Cada �i es abierto en 
 y est�a incluido en Fr(R2
1n(O [ 
)).

3. (G; S) tiene una orientaci�on compatible respecto a O. Esto quiere decir que si
x = 'i(t) 2 �i, y = 'j(t

0) 2 �j y " es un real positivo arbitrario su�cientemente
peque~no, entonces o bien x+ "N'0i(t), y + "N'0i(t

0) pertenecen los dos a O, o
bien, x� "N'0i(t), y � "N'0i(t

0) est�an los dos en O.

Evidentemente la tercera condici�on de la de�nici�on anterior no tiene sentido en el
plano proyectivo, sin embargo las dos primeras s�� y nos proponemos demostrar que
todo conjunto !-l��mite en el plano proyectivo ser�a la frontera de un abierto conexo
conexo O con complementario conexo. Adem�as demostraremos que si el !-l��mite
posee �orbitas que no sean puntos cr��ticos entonces cada una de esas �orbitas es un
abierto en el !.
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Teorema 5.6.2. Supongamos dado un sistema din�amico S de clase Cr sobre P 2

con 
ujo asociado 	 : R�P 2 ! P 2. Sea �x la �orbita de S que pasa por x, entonces
existe un abierto O conexo con complementario conexo de manera que:

1. !(�x) = FrO

2. Cada �orbita �i de !(�x) es abierta en !(�i).

Demostraci�on: levantamos el 
ujo 	 a la esfera seg�un el teorema 2.3.1 y obtenemos
el 
ujo:

~	 : R � S
2 ! S

2

ahora tomamos ~x como una de las dos antiim�agenes de x por la aplicaci�on recubri-
dora p y para la �orbita �~x se tiene que p(!(�~x)) = !(�x).

Por otra parte, sabemos por el teorema 1.6.6 que existe ~O abierto en S2 conexo,
simplemente conexo tal que !(�~x) = Fr ~O. Elegimos O = p( ~O), que con esta de�ni-
ci�on se tiene que es conexo por ser la imagen continua de un conexo, adem�as habr�a
que ver que P 2nO es conexo y que O es abierto.

Empecemos viendo que O es un abierto, para ello veamos que para cualquier
punto y que elijamos de O se tiene que existe un abierto Vy � O, esto �ultimo es
claro por la de�nici�on de aplicaci�on recubridora. En cuanto a ver que P 2nO es
conexo se basa en dos consideraciones, la primera de ellas es que �x se encuentra
dentro del abierto O, ya que �~x se encuentra en ~O, la segunda ser��a que O es el
abierto que se considera en la prueba de 5:2:1 y por el mismo razonamiento que se
hace all�� P 2nO tambi�en ser��a conexo.

La validez de la �ultima a�rmaci�on queda supeditada todav��a a que se d�e la igual-
dad FrO = !(�x). Por la elecci�on hecha de O se tiene FrO =Fr(p( ~O)), asumiendo
que Fr(p( ~O)) = p(Fr ~O) tenemos

FrO = p(Fr ~O) = p(!(�~x)) = !(�x)

Probemos ahora que Frp( ~O) = p(Fr ~O), la inclusi�on del segundo miembro en el
primero es obvia, la otra inclusi�on es f�acil teniendo en cuenta que cada elemento de
O s�olo tiene dos antiim�agenes.

S�olo queda ya ver que cada �orbita �i que no sea un punto cr��tico es un abierto
de !(�x), pero esto se deduce de la existencia de una �orbita ~�1

i en !(�~x) tal que
p(~�1

i ) = �i y utilizando que ~�1
i es abierta en !(�1

~x). Hay que precisar esto un poco
todav��a porque pudiera suceder que existan (~�2

j)j2N tales que se acumulen en ~�1
i con

lo cual
�
p(~�2

j)
�
j2N

se acumulan en �i y no tendr��amos el resultado.

Suponemos pues que (~�2
j)j2N se acumulan en ~�1

i , con lo cual ~�1
i pertenecer��a al

!-l��mite de la �orbita ~�2 y llegamos a una contradicci�on ya que en el plano las �orbitas
no cr��ticas son abiertos.
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El siguiente objetivo ser��a remodelar la condici�on tercera de conjunto k-realizable
de manera que tenga sentido en P 2 e intentar caracterizar los !-l��mites en el plano
proyectivo de una manera similar, se trata de un trabajo laborioso pues ser��a nece-
sario realizar un estudio similar al que se hace en [BJ96]. Continuaremos en este
trabajo cara a la preparaci�on de la tesis junto con la caracterizaci�on de los !-l��mites
en las dem�as super�cies donde se encuentran los problemas de la recurrencia. Sin
embargo antes de acabar presentamos unos conjuntos que pueden ser !-l��mites por
la caracterizaci�on que dimos en la secci�on 5.2. En principio aquel teorema nos ase-
guraba que pod��an ser !-l��mites pero no dec��a nada de las orientaciones, nosotros
conjeturamos aqu�� que pueden ser !-l��mites con las orientaciones marcadas.
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Figura 5.7: !-l��mites en el plano proyectivo.





Cap��tulo 6

Abiertos transitivos de R
n.

6.1 Introducci�on.

Hasta ahora hemos abarcado aspectos referentes a !-l��mites y �-l��mites en el
plano y en super�cies compactas y conexas. S�olo hemos dado algunos resultados
generales en el primer cap��tulo sobre estos conjuntos, cuales eran la compacidad,
conexi�on y no trivialidad del !-l��mite.

Vimos la existencia de conjuntos !-l��mites con interior no vac��o en las super�cies
cuando expusimos el trabajo de Denjoy y durante el cap��tulo 5 . En R3 y en general
para Rn con n � 3 existe una laguna de resultados sobre el estudio de los 
ujos para
valores del tiempo in�nitamente grandes. Si se intenta extender la prueba o utilizar
las ideas que aparecen en [BJ96] varias di�cultades aparecen.

Por un lado el teorema de la curva de Jordan que utilizamos en el primer cap��tulo
no tiene validez m�as que en R

2 . En segundo lugar el teorema de la aplicaci�on de
Riemann tambi�en se utiliza en [BJ96] de una manera insalvable. Consecuencia de
los dos primeros escollos llega la tercera di�cultad que ser�a la que d�e cuerpo a este
cap��tulo.

Se a�rm�o en el corolario 1.5.1, p�agina 19 que si una �orbita corta a su !-l��mite
en sistemas din�amicos planos, �esta debe ser peri�odica o un punto cr��tico. Hemos
visto que esto no era cierto en el toro y por lo tanto, usando el teorema de Whitney
f�acilmente podemos encontrar un 
ujo en R3 que tenga una �orbita � no peri�odica y
distinta de un punto cr��tico tal que � \ !(�) 6= ;. Este es el el tercer obst�aculo que
se encuetra en una posible generalizaci�on de [BJ96]. A raiz de todo esto se plantea
de manera natural la existencia de !-l��mites en Rn (n � 3) con interior no vac��o.
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Referencias �utiles donde se hable de este tema son los art��culos [Sid68], [Sid73],
[ST88a] y [ST88b]. En particular, en [Sid68] encontramos el teorema siguiente:

Teorema 6.1.1 (Sidorov). Para todo abierto conexo D de Rn (n �) existe un 
ujo
en D topol�ogicamente transitivo de clase C1.

Teorema que puede ser traducido al lenguaje de esta tesina como:

Teorema 6.1.2 (Sidorov�). Para cualquier abierto conexo D de Rn (n � 3) existe
un 
ujo 	 de clase C1 y una �orbita � de 	 tal que !(�)= D.

En todo este cap��tulo, a partir de ahora cada vez que no re�ramos a Rn sobren-
tenderemos que la dimensi�on es mayor o igual a 3.

6.2 Preliminares.

Vamos a introducir en esta secci�on algunas de�niciones que ser�an b�asicas para
la demostraci�on del teorema antes enunciado e igualmente daremos la demostraci�on
de algunos lemas necesarios para el desarrollo del cap��tulo.

Supongamos que en el espacio Rn tenemos dada una curva simple � de clase C1

parametrizada por la aplicaci�on 
 : [0; S]! Rn . Vamos a de�nir ahora la noci�on de
entorno cil��ndrico de � en Rn .

De�nici�on 6.2.1 (entorno cil��ndrico de �). Llamaremos entorno cil��ndrico de
� de radio Æ > 0 (con Æ su�cientemente peque~no) y lo denotaremos por 
(�; Æ) al
subconjunto de puntos x 2 Rn que satisfacen para un s(x) 2 [0; S] las condiciones:

� jx� 
(s(x))j < Æ

� (x� 
(s(x)))
0(s(x)) = 0 (producto escalar).

� Para cada x 2 
(�; Æ) la asignaci�on x ! s(x) es �unica y es una funci�on de
clase C1.

Observaci�on 6.2.1. En principio la de�nici�on anterior puede no estar muy clara
en lo referente a la elecci�on de s(x) y en el porqu�e realmente el entorno cil��ndrico
est�a bien de�nido. La raz�on de que todo ello funcione se basa en el teorema de
la funci�on impl��cita. En particular la funci�on f : Rn � [0; S] ! R de�nida por
f(x; y)= (x � 
(y))
0(y) determina implicitamente la funci�on s : 
(�; Æ) ! [0; S].
La funci�on f cumple adem�as los requisitos (ver [Fer92], p�agina 137 y siguientes)
para que s sea de clase C1.

La noci�on de entorno cil��ndrico extiende a dimensiones superiores la visi�on fa-
miliar que tenemos de un cilindro, siendo adem�as el eje del cilindro la curva � no
necesariamente una recta.

Utilizando la similitud con los cilindros habituales, de�nimos:
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De�nici�on 6.2.2 (base). Dado un entorno cil��ndrico 
(
; Æ) llamaremos base de
dicho entorno a cada una de las bolas n�1 dimensionales de radio Æ y centros s�1(0)
y s�1(S).

De�nici�on 6.2.3 (super�cie lateral). Dado el entorno cil��ndrico 
(
; Æ) llama-
remos super�cie lateral de dicho entorno a la frontera de 
(
; Æ) quitando las bases
del entorno.

Observaci�on 6.2.2. Hacemos notar que un entorno cil��ndrico es un abierto de Rn .

A continuaci�on, dado un abierto conexo D de R
n conteniendo a un entorno

cil��ndrico 
(
; Æ) y su frontera �
(
; Æ) vamos a construir un 
ujo en Rn de clase C1

que contenga a 
 como una de sus trayectorias y puntos cr��ticos fuera del entorno
cil��ndrico 
(
; Æ). Para este 
ujo, cada una de las trayectorias del interior de 
(
; Æ)
tiene como �-l��mite un punto cr��tico de una de las base del entorno cil��ndrico y como
!-l��mite un punto cr��tico de la otra base del entorno. Este resultado se utilizar�a en
repetidas ocasiones en el resto del cap��tulo.

Primeramente de�nimos sobre 
(
; Æ) el campo de vectores ~X : 
(
; Æ)! Rn

dado por ~X(x) = d

ds
(s(x))h(x), donde h es una funci�on de clase C1 sobre Rn que

satisface:

1. h(x) > 0 8x 2 
(
; Æ).

2. h(x) = 0 8x 2 Rnn
(
; Æ).

3. Si denotamos por h(i) a cualquier derivada parcial i-�esima de h, se tiene que
h(i)(x) = 0 8x 2 Rnn
(
; Æ) y para todo i 2 N .

Observaci�on 6.2.3. Teniendo en cuenta que la funci�on g(t) = e�
1
t2 se anula en

0 al igual que todas sus derivadas y que g, 
, s y el producto escalar son C1, una
posible de�nici�on para h ser��a:

h(x) =

�
0 si x 2 R

nn
(
; Æ)
g[(Æ � kx� 
(s(x))k)s(x)(S � s(x))] si x 2 
(
; Æ)

Extendemos el campo ~X a Rn y a dicha extensi�on la denotamos por X : Rn !
R
n . Para cada x 2 
(
; Æ) de�nimos X(x) = ~X(x) y para x 2 R

nn
(
; Æ) X(x) = 0.

Consideramos la ecuaci�on diferencial

dz

dt
(p) = X(p) (6.1)

y el 
ujo asociado a dicha ecuaci�on seg�un se vio en el ejemplo 1.2.2. Dicho 
ujo lo
denotaremos por � y estar�a de�nido en un abierto de R � Rn .

Damos ahora un lema de topolog��a que necesitaremos en la prueba del teorema
de Sidorov.
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Lema 6.2.1. Sea D un abierto conexo de Rn . Supongamos que tenemos dentro de
D un n�umero �nito de entornos cil��ndricos f
(
i; Æi)gi=ki=1 de manera que el extremo
inicial de cada 
(
i; Æi) se encuentra dentro del extremo �nal de un 
(
j; Æj) (j < i)
para i 2 2; 3; : : : ; k cumpli�endose adem�as que las super�cies laterales de dos entornos
cil��ndricos distintos no intersecan.

En estas condiciones se tiene que Dn(
Si=k
i=1 
(
i; Æi)) es conexo.

Demostraci�on: la prueba se basa en la constataci�on de dos hechos b�asicos. Por una
parte D es conexo por caminos por ser conexo y por ser Rn localmente conexo por
caminos. Por otra parte hay que observar que

Sk
i=0

�
(
i; Æi)n
Sk

i=0
(
i; Æi) es conexo
por caminos, lo cual es intuitivamente claro.

Con estos dos hechos constatados es f�acil demostrar que Dn(
Si=k
i=1 
(
i; Æi)) es

conexo por caminos. Ve�amoslo.

Dados dos puntos x e y de Dn(
Si=k
i=1 
(
i; Æi)) vamos a construir un camino co-

nect�andolos. Por ser D conexo por caminos existe una curva en D que une x e y,
llamaremos a dicha curva �. Si � no corta a

Si=k
i=1 
(
i; Æi) habr��amos acabado. En

caso contrario denotamos por x0 e y0 al primer y �ultimo punto de corte de � con
Fr(
Sk

i=0
(
i; Æi)).

Seg�un hemos hecho notar anteriormente, podemos conectar x0 con y0 con una
curva � sobre la frontera Fr(

Sk
i=0
(
i; Æi)). La curva que buscamos ser�a la uni�on

del trozo de � conectando x y x0 con � y con el trozo de � que conecta y0 con y.

Realmente no es este el resultado al que recurriremos en la prueba del teorema de
Sidorov, necesitaremos que el conjuto conexo sea Dn(

Sk
i=0

�
(
i; Æi)), lo cual tambi�en
es cierto:

Lema 6.2.2. En las mismas condiciones que el lema anterior se tiene que Dn(
Si=k
i=1

�
(
i; Æi)) es conexo.

Demostraci�on: se trata de hacer un razonamiento similar al anterior, usando en este
caso, adem�as del lema anterior, los siguientes hechos geom�etricos:

1. Existen Æ0i > Æi tales que los entornos cil��ndricos 
(
i; Æ
0
i) satisface:


(
; Æ) � �
(
; Æ0) � D

2.
Sk

i=0
�
(
i; Æ

0
i)n
Sk

i=0
�
(
i; Æi) es conexo por caminos.

3. la uni�on de los entornos cil��ndricos 
(
i; Æ
0
i) est�an en las mismas condiciones

que en el enunciado del lema 6.2.1
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De�nici�on 6.2.4 (conexo por caminos simples de clase C1 ). Un subconjun-
to A de Rn ser�a conexo por caminos simples de clase C1 si cada dos puntos x e y
de A se pueden conectar con un camino simple de clase C1, siendo la derivada de
dicho camina no nula en todos sus puntos.

Necesitaremos tambi�en que el abierto del lema anterior sea no s�olo conexo por
caminos sino conexo por caminos simples de clase C1.

Proposici�on 6.2.1. Todo abierto A conexo de Rn es conexo por caminos simples
de clase C1.

Demostraci�on: la demostraci�on de este hecho se hace de manera similar a la prueba
de que todo abierto conexo en Rn es conexo por caminos. Lo que permit��a hacer
esa demostraci�on era la conexi�on local por caminos de Rn (ver [Kur68], p�agina 253,
teorema 2). Pero la propiedad local de conexi�on por caminos simples de clase C1

tambi�en la satisface Rn . Con lo cual procediendo de manera similar se obtendr�a el
resultado del enunciado.

S�olo hay que tener en cuenta para reproducir la prueba que no podemos unir ca-
minos preocup�andonos s�olo de la continuidad porque aqu�� juega un papel importante
la diferenciabilidad. Habr�a que reparametrizar eventualmente los caminos para que
en sus extremos no tengamos problemas con la derivabilidad y conservemos la clase
C1.

6.3 El teorema de Sidorov.

Esta secci�on est�a dedicada a la prueba del teorema de Sidorov, la fuente de la
que se ha extra��do es el art��culo [Sid68].

Teorema 6.3.1 (Sidorov). Para todo abierto conexo D de Rn existe un 
ujo �
sobre Rn que posee una �orbita � tal que !(�) = D.

Demostraci�on: consiste en construir la curva � por etapas dando en cada una de las
etapas un 
ujo parcial que contenga al trozo de � construido como �orbita.

Introducimos una sucesi�on de bolas contenidas en D f�kg1k=0 tales que la sucesi�on
de sus radios frkg1k=0 tiende hacia 0 y la sucesi�on de sus centros fCkg1k=0 sea densa
en D.

Si construimos un 
ujo de clase C1 con una trayectoria que interseque a todas
las bolas �k tendremos el teorema demostrado. A partir de ahora, para probar esto
procederemos por inducci�on sobre k:

Para k = 1 tomamos una curva 
1 de clase C
1 uniendo en D los centros C0 y C1

con trozos de extremos rectil��neos. Esta construcci�on es posible ya que por el lema
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6.2.1 D es conexo por caminos simples de clase C1. S�olo quedar��a el problema de
los extremos rectil��neos, lo cual se puede arreglar construyendo antes los extremos
rectil��neos y luego conectando por una curva de clase C1 dichos segmentos.

Tomemos ahora Æ1 > 0 su�ciente peque~no de manera que:

1. Æ1 < minfr0; r1g

2. �
(
1; Æ1) � D

Construimos para 
1 y el entorno cil��ndrico 
(
1; Æ1) un sistema diferencial de�-
nido de manera an�aloga a 6.1:

dz

dt
(x) = X1(x) (6.2)

De entre todas las trayectorias del 
ujo asociado al sistema anterior 6.2 tomamos
un subconjunto abierto M1 de trayectorias que intersecan �0 y �1 y cuyos trozos
iniciales y �nales son rectil��neos, entre ellas debemos coger tambi�en a la trayectoria
que coincide con la imagen de 
1. Hemos construido en este primer paso una �orbita
l1 (la imagen de 
1) que interseca a �0 y �1 y que es una �orbita de un 
ujo sobre
R
n , lo cual concluye el primer paso de la inducci�on.

Supongamos ahora que despu�es de m pasos hemos construido:

1. las curvas 
i en D para i = 1; 2; : : : ; m con trozos de extremos rectil��neos.

2. los entornos cil��ndricos 
(
i; Æi) con clausuras contenidas en D y tales que
Dn
Sm
i=0

�
(
i; Æi) es un dominio conexo por caminos simples de clase C1.

3. los 
ujos de clase C1 asociados a los entornos 
(
i; Æi) de manera an�aloga a
6.2 de�nidos por:

dz

dt
(x) = Xi(x) para i 2 f1; 2; : : : ; mg (6.3)

Cumpli�endose adem�as las propiedades:

1. Dos extremos cil��ndricos no pueden intersecar nada m�as que en sus extremos,
donde el 
ujo ser�a rectil��neo. Adem�as los radios Æi forman una sucesi�on de
reales positivos extrictamente decreciente.

2. El extremo rectil��neo �nal de 
(
i; Æi) interseca con el extremo inicial de

(
i+1; Æi+1) o de 
(
1; Æ1), siendo los 
ujos Xi y Xi+1 o Xi y X1 paralelos
en dicha intersecci�on.

3. Para i � 2 el extremo rectil��neo inicial de 
(
i; Æi) interseca con el extremo �nal
de 
(
j; Æj) con j < i y los 
ujos Xi y Xj son paralelos en dicha intersecci�on.
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4. Para el 
ujo
dz

dt
(x) =

mX
i=0

Xi(x) (6.4)

la frontera de
Sm

i=0
(
i; Æi) se compone de puntos cr��ticos, mientras que las tra-
yectorias que pasan por puntos del interior de

Sm
i=0
(
i; Æi) son topol�ogicamen-

te uniones de un n�umero �nito de trayectorias de los 
ujos de�nidos en 6.3 con
!-l��mite un punto cr��tico de la base de un 
(
i; Æi) y con �-l��mite un punto de
la base de 
(
1; Æ1).

5. La trayectoria lm del 
ujo 6.4 que comienza con 
1, contiene a las trayectorias

i e interseca a �0; �1; : : : ; �m

6. Mm es un conjunto abierto de �orbitas del 
ujo 6.4 que contiene a lm.

Nuestro objetivo es construir una trayectoria lm+1 que contenga a lm e interseque
a �0; �1; : : : ; �m+1. No s�olo eso, sino que lm+1 debe estar construida de la misma
manera que lm a base de entornos cil��ndricos que satisfagan las mismas condiciones
que antes para i = m+ 1.

Se plantean ahora dos posibilidades (eligiendo una reducci�on de la bola �k+1 si
fuera preciso):

� �m+1 \
�Sm

i=0
�
(
i; Æi)

�
= ;

� �m+1 � 
(
i; Æi) para alg�un i 2 f1; 2; : : : ; mg

La construcci�on de lm+1 es similar en ambos casos, con lo cual nos situamos en
el segundo:

�m+1 � 
(
i; Æi) para alg�un i 2 f1; 2; : : : ; mg

Ahora caben otra vez dos casos, el primero de ellos es que lm interseque a �m+1.
Ante tal eventualidad extraemos un subconjunto abierto Mm+1 � Mm de �orbitas
del 
ujo de�nido por 6.4 y que contenga a lm. Elegimos 
m+1 = ;, Xm+1 = 0 y
lm+1 = lm.

En el segundo caso se tiene que lm\�m+1 = ;. Elegimos un subconjunto abierto
de �orbitas de Mm conteniendo a lm y que no pasen por la bola de centro Cm+1 y
radio rk

2
y que denotaremos todav��a por Mm+1. Tomamos tambi�en un subconjunto

abierto de �orbitas �m+1 de 6.4 que contengan aquella que pasa por Cm+1, que no
corte aMm+1 y que no contenga puntos comunes con las fronteras laterales de ning�un

(
i; Æi). A la �orbita que pasa por Cm+1 la denotamos por l

0
m+1.

Construimos la curva 
m+1 en Dn
Sm
i=0
(
i; Æi) cuyo tramo rectil��neo inicial coin-

cide con el tramo rectil��neo �nal de lm y cuyo tramo rectil��neo �nal coincide con el
tramo rectil��neo inicial de l0m+1 que est�a en la base de 
(
1; Æ1). Elegimos Æk+1

cumpliendo:
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� 0 < Æk+1 < Æk.

� Æk+1 es su�cientemente peque~no para de�nir el entorno 
(
m+1; Æm+1).

� el tramo inicial de �
(
m+1; Æm+1) pertenece al tramo �nal de Mm.

� el tramo �nal de �
(
m+1; Æm+1) pertenece al tramo inicial de �m+1.

� �
(
m+1; Æm+1) no tiene puntos comunes con
Sm

i=0
(
i; Æi) m�as que en los ex-
tremos de uno o dos entornos cil��ndricos.

Construimos ahora el 
ujo (m+1)-�esimo de�nido a partir del sistema diferencial:

dz

dt
(x) =

m+1X
i=0

Xi(x) (6.5)

donde Xm+1 es un campo de vectores de�nido similarmente a 6.2. Como trayectoria
lm+1 tomamos la trayectoria de 6.5 que contiene a lm y que ser�a, seg�un nuestra
construcci�on, la uni�on lm [ 
m+1 [ l0m+1. Tomamos ahora un abierto Mm+1 formado
por �orbitas soluciones de 6.5 conteniendo a lm+1.

Estas de�niciones justi�can el paso inductivo del 
ujo m al 
ujo m+1, que est�a
en las mismas condiciones que se satisfac��an para m. Por lo tanto obtenemos un

ujo sobre Rn de�nido por:

dz

dt
(x) =

1X
i=0

Xi(x) (6.6)

El 
ujo 6.6 posee una �orbita con soporte
S1

i=0 lm que corta a todas las bolas �k,
como quer��amos demostrar.

Hacemos notar antes de terminar que la serie anterior est�a bien de�nida porque
cada x 2 Rn s�olo puede pertenecer simult�aneamente a dos entornos cil��ndricos, lo
cual justi�ca tambi�en que la suma sea de clase C1.

6.4 Una caracterizaci�on de !-l��mites generados por

�orbitas no recurrentes.

El objetivo de esta tesina es caracterizar los conjuntos !-l��mites, o al menos,
decir todo aquello que conocemos sobre estos conjuntos. Ya hemos hablado de las
di�cultades que entra~nan dimensiones superiores a 2. Conscientes de la di�cultad
que conlleva un resultado general del estilo al de Vinograd y por otro lado animados
a dar un resultado del mismo tipo vamos a limitar nuestro �ambito a �orbitas no
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recurrentes. Dejaremos el estudio de las recurrentes para la siguiente secci�on donde
utilizaremos el resultado anteriormente demostrado de Sidorov.

Es necesario recordar la de�nici�on de abierto conexo por caminos fronterizos y
de entorno de la frontera para dar el teorema de estructura:

De�nici�on 6.4.1 (entorno de la frontera). Dado un abierto conexo O de un
espacio m�etrico X, denotaremos por OÆ al conjunto:

fx 2 O : distancia(x;FrO) < Æg

Y por CÆ denotaremos a una componente conexa de OÆ.

De�nici�on 6.4.2 (abierto conexo por caminos fronterizos). Dado un abierto
conexo O de un espacio m�etrico X, diremos que es conexo por caminos fronterizos
si existe una sucesi�on de componentes conexas (CÆn)n2N � (OÆn)n2N tales que:

1. La sucesi�on (Æn)n2N es estrictamente decreciente.

2. CÆj � CÆi si j > i

3. limn!+1 Æn = 0.

4. FrCÆj �FrO.

Observaci�on 6.4.1. Esta de�nici�on de abierto conexo por caminos fronterizos deja
todav��a un amplio campo de estudio sobre su caracterizaci�on, digamos al menos que
cualquier bola de Rn es un abierto conexo por caminos fronterizos.

Teorema 6.4.1 (Vinograd generalizado). Dado un sistema din�amico continuo
sobre Rn1 de�nido por un sistema diferencial de clase Ck (k 2 f0; 1; : : : ;1g) y dada
una �orbita no recurrente � de dicho sistema, se tiene que !(�) es la frontera de un
abierto conexo por caminos fronterizos.

Rec��procamente, dado un abierto conexo por caminos fronterizos O podemos de-
�nir un sistema din�amico continuo derivado de un sistema diferencial de clase C1

en R
n
1 con una �orbita � tal que !(�) = FrO.

Observaci�on 6.4.2. Por un sistema diferencial de clase C0 entenderemos aquel que
est�e de�nido por funciones continuas y localmente lipschitzianas.

No tenemos ninguna referencia para este teorema, pero su prueba en lo referente
a la implicaci�on directa est�a inspirada en el teorema principal del art��culo [BJ96].
En cuanto a la rec��proca sigue argumentos similares al teorema de Sidorov.

Demostraci�on: veamos la primera a�rmaci�on. Sabemos por las propiedades genera-
les que vimos en el primer cap��tulo, que !(�) es conexo, compacto y no vac��o, por
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lo tanto A = R
n
1n!(�) es abierto. Si lo descomponemos en componentes conexas se

tiene:
A =

[
i2I

Oi

Por los resultados generales de topolog��a, se tiene que Ok son conjuntos abiertos de
Rn1 . De entre ellos, habr�a un Oj que contenga a la �orbita � ya que !(�) \ � = ;.
Dicha componente conexa ser�a nuestro O.

Comprobemos que efectivamente O es un conexo por caminos fronterizos. Por la
elecci�on que hemos hecho ya es conexo, por otro lado tomando la sucesi�on num�erica
Æn =

1
n
y asoci�andole a cada Æi la componente conexa CÆi que contiene a � a partir

de un cierto instante de tiempo, construimos la sucesi�on (CÆn)n2N que busc�abamos.

Vamos a demostrar ahora la segunda parte del teorema, para ello supongamos
�jado el abierto conexo por caminos fronterizos O. Seg�un la proposici�on 6.2.1 te-
nemos que O es conexo por caminos simples de clase C1. Emulando las ideas de
Sidorov y en parte las de [BJ96] tomamos un conjunto numerable de puntos en O,
que denotaremos por fPigi2N y un conjunto de bolas de centros Pi y radios ri, que
denotaremos por �i. Estos elementos deben satisfacer adem�as:

� La sucesi�on (dist(Pi;FrO))i2N es mon�otona estrictamente decreciente y con
l��mite 0.

� fPigi2N = FrO.

� �i � O para todo i.

� La sucesi�on de los radios de las bolas �i es estrictamente decreciente y tiende
hacia 0.

Para la prueba del teorema bastar�a con construir un 
ujo que contenga una
�orbita intersecando a todas las bolas �i. Este proceso de construcci�on es similar al
del teorema de Sidorov y se hace por inducci�on.

Para comenzar construimos una �orbita 
1 simple de clase C
1 en O uniendo los

puntos P0 y P1 con extremos rectil��neos. A partir de ella construimos el entorno
cil��ndrico 
(
1; Æ1) de manera que Æ1 < r1 y el 
ujo asociado al sistema diferencial
que se de�ne igual que en 6.2.

Supongamos que despu�es de m pasos hemos construido las curvas 
1; 
2;: : : ;
m,
sus entornos cil��ndricos asociados 
(
i; Æi) y los campos de vectores Xi tal y como se
hizo en 6:2, siendo la intersecci�on de dos cilindros vac��a o como mucho los extremos
rectil��neos. Adem�as la sucesi�on �nita de Æi estrictamente decreciente y de manera
que la uni�on

Sm
i=0 
i sea una �orbita del sistema din�amico de�nido por:

dz

dt
(x) =

mX
i=0

Xi(x)
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La �orbita
Sm

i=0 
i interseca a las bolas �0; �1; : : : ; �m, su �-l��mite pertenece a la
base de 
(
1; Æ1) y su !-l��mite a la de 
(
m; Æm).

Procedamos a la construcci�on de 
m+1 y del sistema din�amico que posea una
�orbita conteniendo a

Sm
i=0 
i y 
m+1, de manera que interseque adem�as a �m+1.

Para ello construimos una curva uniendo el extremo �nal de 
0m+1 con el punto
Pm+1, de manera que el sus extremo �nal sea rectil��neo. Por otra parte exigimos que
la curva 
m unida a 
0m+1 sea una curva simple de clase C

1. De�nimos ahora 
m+1

como la curva que se obtiene de unir el extremo rectil��neo �nal de 
m con 
0m+1.

Elegimos Æm+1 un real positivo menor que Æm de manera que est�e bien de�nido el
entorno cil��ndrico 
(
m+1; Æm+1) y que est�e contenido en O. De�nimos el campo de
vectores Xm+1 como en 6.2 y el 
ujo (m+ 1)-�esimo dado por el sistema diferencial:

dz

dt
(x) =

m+1X
i=0

Xi(x)

el cual tendr�a a
Sm+1

i=0 
i como �orbita. Hemos dado satisfactoriamente el paso m-
�esimo de la inducci�on, con lo cual tiene sentido plantearse el sistema diferencial
C1:

dz

dt
(x) =

1X
i=0

Xi(x)

que tendr�a una �orbita formada por la uni�on
S1

i=0 
i que concluye el teorema.

Hacemos notar que la condici�on de la cadena de la de�nici�on de abierto conexo
por caminos fronterizos se ha usado impl��citamente. Dicha condici�on es necesaria
para que la �orbita que vamos construyendo inductivamente no tenga puntos de
acumulaci�on fuera de FrO.

Un problema que sale de este teorema ser��a ver si los abiertos conexos por cami-
nos fronterizos son abiertos conexos con complementario conexo. La intuici�on nos
dice que la respuesta es a�rmativa, pero todav��a no hemos encontrado una prueba
satisfactoria. En cambio en el plano s�� que se da este resultado, pero all�� es una
consecuencia trivial del teorema de la aplicaci�on de Riemann.

Recordamos que en el cap��tulo anterior apel�abamos a esta demostraci�on en la
parte referente a la construcci�on del 
ujo y dec��amos que se pod��a repetir exacta-
mente en el contexto de las super�cies. Esto es posible hacerlo ya que las super�cies,
al igual que Rn son localmente conexas por caminos fronterizos.

Corolario 6.4.1. S1 es el !-l��mite de una �orbita soluci�on de un sistema diferencial
aut�onomo de clase C1 de�nido en R3 .

Demostraci�on: es una consecuencia inmediata del teorema anterior y la observaci�on
6.4.1.
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Corolario 6.4.2. R2 es el !-l��mite de una �orbita soluci�on de un sistema diferencial
aut�onomo de�nido en R

3 .

Demostraci�on: tenemos la posibilidad de hacerla directamente repitiendo los mis-
mos pasos que la demostraci�on del teorema de Vinograd generalizado o utilizar la
proyecci�on estereogr�a�ca f : S3 ! R3 para pasar R2 a S3, utilizar all�� el teorema
anterior y pasar el sistema a R3 mediante f .

6.5 Una caracterizaci�on de !-l��mites generados por

�orbitas recurrentes.

En esta secci�on se trata de dar un teorema de estructura similar al teorema
6.4.1 sobre los conjuntos !-l��mites generados por �orbitas tales que � \ !(�) 6= ;.
Desgraciadamente no podemos decir nada para el caso en el que el !-l��mite sea
de interior vac��o y nuestro teorema s�olo va a abarcar el caso de interior no vac��o.
Enunci�emoslo ya:

Teorema 6.5.1 (estructura del !-l��mite con interior no vac��o). Dado un
sistema din�amico continuo sobre Rn de�nido por un sistema diferencial de clase Ck

(k 2 f0; 1;. . . ,1g) y dada una �orbita recurrente � de dicho sistema que satisfaga
Int(!(�)) 6= ;, se tiene que !(�) es la clausura de un abierto conexo.

Rec��procamente, dado un abierto conexo O podemos de�nir un sistema din�amico
continuo derivado de un sistema diferencial de clase C1 en Rn con una �orbita � tal
que !(�) = ClO.

Demostraci�on: La segunda a�rmaci�on no es m�as que el teorema de Sidorov, que se
prob�o anteriormente en la secci�on 6.3.

En cuanto a la primera, tomemos O=Int!(�). La curva � debe encontrarse
forzosamente en O y por ser !(�) cerrado, se tendr�a �O� !(�). Y por otro lado
!(�) = � � O.
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