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Introducción

Sistemas dinámicos continuos

La forma de abordar la teoría de ecuaciones diferenciales ordinarias sufrió una
revolución a finales del siglo XIX como consecuencia del artículo “Memoire sur les
courbes définiés par une équation différentielle” publicado por Henri Poincaré entre
1881 y 1886, [Poi81, Poi82, Poi85, Poi86]. Esta revolución ha influido decisivamente
a la hora de abordar problemas relacionados con las ecuaciones diferenciales y ha
dado lugar al nacimiento de los sistemas dinámicos.

Cuando Poincaré empieza a interesarse por el estudio de las funciones definidas
por ecuaciones diferenciales, la tendencia que se seguía era la de construir funciones
soluciones de una ecuación diferencial por desarrollos en serie en entornos de los
puntos singulares de la ecuación diferencial. Esta forma de abordar el problema in-
troducida por Cauchy tenía sentido una vez que se habían demostrado los teoremas
de existencia y unicidad de Peano, Picard y el propio Cauchy. A este acercamiento
a las ecuaciones diferenciales sumaron sus esfuerzos matemáticos como Briot, Bou-
quet e incluso Wierstrass y Jordan que probaron por separado nuevos teoremas de
existencia de soluciones cuando ya había aparecido el trabajo de Poincaré, incluso el
trabajo de Jordan se hizo más de veinte años después de la aparición del de Poincaré.

Las nuevas ideas de Poincaré fueron revolucionarias, aunque no supusieron el
abandono tajante de otro tipo de ideas, incluso el mismo Poincaré se ocupó al
principio de mejorar los resultados sobre desarrollo en serie de soluciones de Briot
y Bouquet.

En cuanto a las ideas renovadoras que aparecen en [Poi81, Poi82, Poi85, Poi86]
se pueden resumir en tres direcciones:

� Se decide estudiar las soluciones de forma global y no en torno sólo de los
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puntos singulares. Es decir, hay un interés por conocer todo lo posible sobre
el diagrama de fases de una ecuación diferencial.

� Hay un abandono de las soluciones que son funciones de variable compleja y
un interés por aquellas que son funciones reales de variable real.

� Aparece una geometrización del problema.

El propio Poincaré considera utópico el describir el carácter asintótico de to-
das las soluciones de una ecuación. No obstante considera que la utilización de la
geometría del espacio de fases es suficiente para estudiar ciertos aspectos cualita-
tivos relevantes de las soluciones de un problema. Más de un siglo después de la
calificación de utopía de Poincaré y después de cientos de artículos sobre el tema
no podemos más que darle la razón: son muchos los aspectos que conocemos del
diagrama de fases de un sistema, pero no su descripción global. En ese sentido, la
presente memoria intenta desvelar la estructura asintótica de soluciones individuales
de una ecuación diferencial y lo consigue para variedades compactas y conexas de
dimensión dos y para variedades de dimensión mayor sólo cuando las órbitas son no
recurrentes o algún tipo concreto de recurrencias.

A pesar de ser considerado Poincaré el pionero del estudio cualitativo de ecuacio-
nes diferenciales, es conveniente hacer notar que ya en 1836 J. C. F. Sturm publicó un
artículo sobre las ecuaciones lineales de segundo orden haciendo argumentos de tipo
cualitativo. En 1833 dejó constancia en su memoria de la importancia del estudio
cualitativo de ecuaciones:

Sólo sabemos integrar ecuaciones diferenciales lineales en un pequeño
número de casos particulares, fuera de los cuales no somos capaces ni de
calcular una integral primera; e incluso cuando conocemos una función
que verifica tales ecuaciones, sea una expresión analítica, desarrollo en se-
rie o en forma de integrales definidas o indefinidas, lo más normal es que
es que en esta expresión sea difícil de evaluar o conocer sus propiedades
características. Así, por ejemplo, no podemos ver si en un intervalo dado
se anula o tiende hacia infinito, si cambia de signo, o si tiene máximos
y mínimos. Sin embargo, el conocimiento de estas propiedades contie-
nen la información más importante que pueden presentar los numerosos
fenómenos físicos y dinámicos a los que se refieren éstas. Si importa po-
der determinar el valor de la función desconocida para un valor aislado
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cualquiera, no es menos necesario conocer las características de ésta1,
o en otros términos, examinar la forma o las sinuosidades de la curva
definida por la función. Sin embargo se puede llegar a este fin por la sola
consideración de las ecuaciones diferenciales en si mismas, sin que haya
necesidad de su integración.

De todas formas, debido a la novedad, variedad de herramientas, conceptos y
nuevos métodos introducidos por Poincaré, así como la trascendencia de su obra, se
considera unánimemente a éste como el punto de partida de los sistemas dinámicos
cuyo estudio articuló en torno a cuatro aspectos principales:

� La teoría cualitativa de ecuaciones diferenciales.

� La estabilidad global de conjuntos de órbitas.

� Las bifurcaciones y las ecuaciones diferenciales dependientes de parámetros.

� La introducción de conceptos probabilísticos en la dinámica.

En cuanto a los objetos geométricos que Poincaré introduce se encuentran los ar-
cos o ciclos sin contacto (curvas que no son tangentes a ninguna trayectoria solución
de la ecuación diferencial en estudio) y ciertos conjuntos de curvas con propiedades
especiales, formados por la unión de trayectorias y donde la dinámica es “sencilla”.
Entre estos conjuntos destacan las trayectorias de tipo centro, los ciclos límite y
las variedades estables e inestables de puntos singulares. No obstante la definición
precisa y rigurosa de estos conceptos, así como las condiciones exactas para que el
espacio de fases quede perfectamente determinado por ellos se deben a Markus y
Newman, ver [Mar54, Neu75].

Uno de los resultados fundamentales2 de Poincaré estudia la estructura asintótica
de algunas órbitas de una ecuación diferencial y se puede enunciar, sin utilizar
definiciones que se introducen más tarde, como sigue:

Teorema (Poincaré, [Poi85]). Las órbitas acotadas de una ecuación diferencial
analítica sobre el plano que no acaban en un punto singular se dividen en dos tipos:

órbitas periódicas y
1Nota por eliminar: buscar la traducción de marche del francés
2En el artículo histórico [AD02] se considera como la aportación fundamental del trabajo de

Poincaré en el campo de ecuaciones diferenciales
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órbitas que tienden asintóticamente hacia una órbita periódica.

Este teorema fue generalizado 15 años más tarde por Ivar Bendixson en [Ben01].
El resultado probado por éste es el mismo que el de Poincaré, pero sólo pidiendo a
la ecuación diferencial que sea de clase C1:

Teorema (Poincaré-Bendixson, [Poi85, Ben01]). Las órbitas acotadas de una
ecuación diferencial de clase C1 sobre el plano que no acaban en un punto singular
se dividen en dos tipos:

órbitas periódicas y

órbitas que tienden asintóticamente hacia una órbita periódica.

Éste resultado es el célebre teorema de Poincaré-Bendixson y ha dado lugar a
una rama importante de investigación en sistemas dinámicos, la teoría de Poincaré-
Bendixson, que intenta desvelar la estructura asintótica de cada una de las órbitas
de un sistema. Por supuesto que la formulación del teorema anterior no es la que
ahora utilizamos, antes de dar una expresión más moderna preferimos hacer algunos
comentarios sobre la aparición de la notación que ahora utilizamos, las definiciones
precisas y finalmente la reformulación con la nueva notación.

La definición abstracta de sistema dinámico no aparece hasta los años treinta
cuando la introdujeron independientemente Andrei Andreievich Markov (1903-1979)
y Hassler Whitney (1907-1989), ver [Mar31, Whi32a, Whi32b] y [Cie01, sección 7].
Esta definición abstracta generaliza los sistemas que se estaban considerando, que
eran básicamente los que provenían de ecuaciones diferenciales y la podemos enunciar
de la siguiente manera.

Definición (sistema dinámico continuo). Dado un espacio métrico X, un un
sistema dinámico continuo sobre X es una terna (X,R,Φ), donde Φ : R×X → X

es una aplicación continua que verifica:

1. Φ(0, x) = x para todo x ∈ X.

2. Φ(t+ s, x) = Φ(t,Φ(s, x)) para todo t, s ∈ R y x ∈ X.

Llamaremos flujo a la aplicación Φ, espacio de fases al espacio métrico X y para cada
x ∈ X la curva Φ(R× {x}) (y a veces también su parametrización γx(t) = Φ(t, x))



Teoría de Poincaré-Bendixson 5

será la órbita de x. Cuando la órbita de un punto x está formada sólo por dicho
punto se dice que x es singular y cuando existe un número real T > 0 tal que
Φ(T, x) = x y x /∈ Φ((0, T ) × {x}) se dice que la órbita de x es periódica.

Todavía se necesita introducir otra noción para dar el enunciado usual del teo-
rema de Poincaré-Bendixson, ésta es la de conjunto ω-límite. Aunque la idea del
conjunto ω-límite ya está en los trabajos de Poincaré y en los de Bendixson, la defi-
nición de este concepto, y también el de α-límite, se debe a George David Birkhoff
(1884-1944) que la introdujo en [Bir27, capítulo 7, sección 6], ver también [Cie01,
sección 4]. Por lo tanto la definición de estos conjuntos es anterior a la definición
abstracta de sistema dinámico. Esto es así porque Birkhoff, que es considerado en al-
gunos libros como el creador de la teoría de sistemas dinámicos [BS70, introducción,
página 2], sólo trabajaba con este tipo de sistemas ligados a ecuaciones diferenciales.

Definición (conjuntos α-límite y ω-límite). Dado un espacio métrico X, un
flujo Φ : R×X → X y un punto x ∈ X, se define el conjunto ω-límite del punto x
como:

ωΦ(x) = {y ∈ X : existe (tn)n∈N → +∞ tal que (Φ(tn, x))n∈N → y}

y el conjunto α-límite de x:

αΦ(x) = {y ∈ X : existe (tn)n∈N → −∞ tal que (Φ(tn, x))n∈N → y}.

Teoría de Poincaré-Bendixson

Con la notación introducida el teorema de Poincaré-Bendixson admite una for-
mulación a la que estamos más acostumbrados en la literatura actual:

Teorema (Poincaré-Bendixson). Dado un flujo Φ : R × S2 → S2 de clase C2

y un punto x ∈ S2. Entonces si ωΦ(x) no contiene puntos singulares es una órbita
periódica.

Así que el teorema da una descripción precisa de los ω-límite que no contienen
puntos singulares en la esfera, desde los puntos de vista topológico y dinámico:

(i) desde el punto de vista topológico nos dice que este conjunto es un círculo3

3Un círculo es cualquier espacio homeomorfo a S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.
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(ii) y desde el dinámico nos dice que es una órbita periódica.

A partir de este teorema es natural plantearse varios problemas cuya resolución
han ido conformando la teoría de Poincaré-Bendixson. Entre otros nos parecen de
interés citar los que siguen, cuya respuesta a veces se ha articulado a través de otra
serie de problemas, algunos de ellos todavía sin resolver.

1. Extensiones del teorema de Poincaré-Bendixson:

a) en la esfera para flujos continuos y de clase C1,

b) en superficies4,

c) en variedades de dimensión mayor o igual a 3.

2. Caracterizaciones topológicas de los conjuntos ω-límite sin restricción sobre el
número de puntos singulares existentes en el dicho conjunto:

a) en la esfera,

b) en superficies,

c) en variedades de dimensión mayor o igual a 3.

3. Caracterizaciones dinámicas de los conjuntos ω-límite.

Antes de seguir avanzando sobre el estado de los problemas anteriores en cuanto
a su resolución y autor o autores de la misma y sobre todo para fijar ideas, conviene
indicar que la aportación de esta memoria se centra en el segundo problema de los
tres anteriores. Esta aportación será descrita en la tercera parte de esta introducción.
También es pertinente decir que los tres problemas anteriores no son independientes,
siendo la relación entre ellos estrecha.

4 El cambio de la esfera por otros espacios de fases hace que la dinámica se pueda complicar, en
concreto pueden aparecer flujos Φ : R×M → M con puntos recurrentes no triviales, aquellos puntos
x tales que x ∈ ωΦ(x) y además no son ni puntos singulares ni pertenecen a órbitas periódicas.
Separamos el estudio de variedades de dimensión mayor que dos del de superficies puesto que en las
primeras siempre existen puntos recurrentes no triviales mientras que en las segundas no siempre
es así.
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Extensiones del teorema de Poincaré-Bendixson

Este problema ha ocupado a un gran número de matemáticos del siglo XX puesto
que restringe bastante el comportamiento de un sistema dinámico. Sin embargo su
validez en espacios distintos de la esfera es muy limitada. En cuanto a las vías para
generalizar el resultado se han seguido dos caminos dependiendo de si estamos ante
flujos derivados de ecuaciones diferenciales autónomas o flujos generales.

Para flujos derivados de ecuaciones diferenciales en 1932 Arnold Denjoy, ver
[Den32], puso de manifiesto la existencia de flujos de clase C1 sobre el toro sin
puntos fijos ni órbitas periódicas, lo que implica que dicho teorema no es válido en
el toro. La validez del teorema para flujos de clase C2 sobre superficies compactas y
conexas quedó pendiente de resolución hasta su consecución en 1963 por A. Schwartz
en [Sch63]. Conviene decir que hasta la prueba de Schwartz el problema no quedó
olvidado sino que hubo intentos fallidos para probar el teorema, como los de Felix
Haas [Haa53, Haa54]5.

Por otro lado la generalización del teorema o la consecución de un contraejemplo
para la esfera n-dimensional es un problema que también estuvo abierto durante
bastante tiempo. En concreto, H. Seifert conjeturó en [Sei50] que cualquier flujo de
clase C1 sobre S3 debe tener órbitas periódicas o puntos singulares. Un contraejem-
plo a la conjetura de Seifert supondría que la extensión de Poincaré-Bendixson no
es posible para la esfera de dimensión 3, este contraejemplo se consiguió 24 años
después de que Seifert lanzara su conjetura. En concreto P. A. Schweitzer consi-
guió contraejemplos a la conjetura de clase C1 en cualquier variedad de dimensión
3 en [Sch74], también es conveniente destacar que se han conseguido contraejemplos
analíticos en cualquier variedad de dimensión mayor que 2 por G. Kuperberg y K.
Kuperberg en [KK96].

La otra vía de extensión del resultado de Poincaré y Bendixson consistiría en
rebajar la hipótesis de la clase de diferenciabilidad y plantearse si el teorema se
satisface para flujos continuos que no derivan de la resolución de ecuaciones diferen-
ciales. Esta extensión ha sido posible mediante la demostración de resultados para
flujos generales que estaban en el germen de la demostración del teorema para flujos
derivados de ecuaciones diferenciales. Por supuesto que las pruebas de estos resul-
tados se han tenido que hacer específicamente para flujos generales. Conviene citar

5M. M. Peixoto encontró una errata en la demostración propuesta por F. Hass según puso de
manifiesto en [Pei62].
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aquí los siguientes progresos parciales que han permitido la extensión del teorema
de Poincaré-Bendixson:

H. Whitney y M. Bebutov definieron y probaron la existencia de secciones
transversales (generalización del concepto de ciclos sin contacto de Poincaré)
para flujos definidos sobre espacios métricos [Whi33, Beb39].

H. Bohr y W. Fenchel demostraron en 1936 que en el plano no existen puntos
recurrentes no triviales para flujos continuos [BF52].

O. Hajek desveló la estructura topológica de las secciones transversales de
flujos continuos sobre superficies [Haj65a].

El mismo O. Hajek consiguió finalmente la generalización del teorema de Poincaré-
Bendixson para flujos continuos en [Haj68].

Para acabar este apartado conviene decir que todo el trabajo anterior hubiera
sido papel mojado para esta generalización si hubiésemos dispuesto del artículo de
C. Gutierrez[Gut86]; en él se prueba que todo flujo continuo sobre una superficie
compacta es topológicamente equivalente a un flujo de clase C1 y si la superficie es
la esfera S2, el plano proyectivo P2 o la botella de Klein B2 el flujo se puede obtener
de clase C∞. Por lo tanto, aplicando simultáneamente el resultado de Gutierrez y el
de Schwartz, el teorema de Poincaré-Bendixson tiene validez para flujos continuos
en estas tres últimas superficies. Además para el resto de superficies, en el teorema
de Schwartz no se puede debilitar la clase de diferenciabilidad del flujo, pues es
posible modificar el flujo de Denjoy para obtener ejemplos de flujos de clase C1 y
puntos para los que el ω-límite no es una órbita periódica y tampoco contiene puntos
singulares.

Caracterizaciones topológicas y dinámicas de los conjuntos ω-
límite

Como hemos comentado antes el teorema de Poincaré-Bendixson da la estructura
del conjunto ω-límite sólo cuando este no tiene puntos singulares, además Bendixson
dio también algunas caracterizaciones para conjuntos ω-límites que contienen sólo
un número finito de puntos singulares que se pueden seguir en [ABZ96, capítulo 2,
sección 3].
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El trabajo de Bendixson influyó decisivamente en los de J. K. Solntzev y R. E.
Vinograd, que dieron descripciones sobre sobre los conjuntos ω-límites sin restric-
ciones sobre el número de puntos singulares. En concreto sus resultados se pueden
reformular, usando el teorema de Gutierrez, como sigue:

Teorema (Solntzev [Sol45] y Vinograd [Vin52]). Sea Φ : R×S2 → S2 un flujo
continuo, x ∈ S2 y S el conjunto de puntos singulares contenidos en Ω = ωΦ(x).

(a) Si S = ∅ entonces Ω es una órbita periódica.

(b) Si S �= ∅ y definimos la relación de equivalencia u ∼ v si y sólo si existe una
componente conexa de S que contiene tanto a u como a v, entonces existe
una aplicación continua sobreyectiva g : S1 → Ω/ ∼ tal que g|g−1(Ω\S) es un
homeomorfismo.

En concreto Ω contiene un cantidad numerable de órbitas regulares (no sin-
gulares), además si u es un punto regular (no singular) de ωΦ(x) entonces
ωΦ(u), y también αΦ(u), es un punto de S.

Por otro lado Vinograd dio una primera caracterización topológica global de los
conjuntos ω-límite sobre la esfera.

Teorema (Vinograd, [Vin52]). Sea Φ : R× S2 → S2 un flujo continuo y sea u ∈
S2. Entonces ωΦ(u) es la frontera de una región simplemente conexa O, ∅ � O � S2.

Recíprocamente, si Ω es la frontera de una región simplemente conexa, ∅ � O �

S2, entonces existe un flujo suave Φ : R × S2 → S2 y un punto u ∈ S2 tal que
Ω = ωΦ(u).

Estos dos teoremas abren vías de investigación, en concreto la generalización del
primero nos llevaría a dar respuestas al tercer problema antes planteado, mientras
que la extensión del segundo teorema supondría resolver las cuestiones agrupadas
en el segundo problema.

El problema tercero, al menos en el caso de la esfera, se resolvió satisfactoriamente
en [BJ98]. Presentamos una reformulación del resultado de F. Balibrea Gallego y V.
Jiménez López, para ello fijamos un flujo continuo Φ : R×S2 → S2, un punto u ∈ S2,
el conjunto de puntos singulares S de ωΦ(u), una región simplemente conexa O ⊂ S2

tal que BdO = ωΦ(u) (usando el teorema de Vinograd) y la componente conexa U
de S2\S que contiene a O. Ahora definimos la relación de equivalencia u ≈ v si y
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sólo si u = v o una misma componente conexa de S2\U contiene simultáneamente a
u y a v. Podemos enunciar ya la caracterización.

Teorema (Balibrea Gallego-Jiménez López). S2/ ≈ es homeomorfo a S2. Ade-
más el conjunto formado por las clases de equivalencia de ωΦ(u) es la frontera de la
unión de una dendrita6 D y una cantidad numerable de discos cerrados {Dn}n tales
que:

(i) D ∩Dn es un arco para cada n;

(ii) Dn ∩Dm es a lo sumo un punto para cada n �= m;

(iii) los diámetros de los discos Dn tienden a 0 si el conjunto {Dn}n es infinito;

(iv)
⋃

nDn es denso en D.

En cuanto al segundo problema cabe decir que hasta el año 2000 no han apare-
cido nuevas caracterizaciones topológicas del conjunto ω-límite en espacios de fases
diferentes de S2. Incluso D. V. Anosov en [Ano95] hizo notar que la caracterización
topológica de Vinograd en S2 no servía para describir a los conjuntos ω-límite en
P2, en el citado artículo se propone estudiar caracterizaciones topológicas para estos
conjuntos en P2. El hecho de sugerir el estudio concretamente en P2 es consecuencia
de que en este espacio de fases no existen órbitas recurrentes no triviales7, siendo en
principio más fácil encontrar las caracterizaciones.

En este trabajo de investigación hemos buscado respuestas al problema de Ano-
sov, pero no sólo nos hemos limitado a dar caracterizaciones en el plano proyectivo
sino que hemos obtenido una caracterización global de los ω-límites en superficies
compactas y conexas. Por supuesto que la tarea en estas superficies es mucho más
sencilla que en variedades compactas y conexas de dimensión arbitraria, pues en
estas últimas no existe un teorema de clasificación mientras que en las primeras
sí. Además se han estudiado algunos tipos de conjuntos ω-límites (aquellos cuyo
interior es no vacío) en variedades arbitrarias no necesariamente compactas. En la

6Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene círculos.
7Las superficies compactas que no admiten órbitas recurrentes no triviales son S2, P2 y B2. La

prueba de esta afirmación se debe a Bendixson [Ben01] para el caso de la esfera, a Kneser [Kne23]
para flujos sobre B2 sin puntos singulares y a Markley y Aranson [Mar69b, Ara69] para flujos sobre
B2 con puntos singulares. El resultado en P2 es una simple consecuencia del de la esfera por ser
ésta el recubridor orientable doble del plano proyectivo.
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siguiente sección de esta introducción resumimos los resultados que demostramos en
esta memoria.

Antes de acabar este apartado nos gustaría dejar claro, que aunque no se haya
avanzado mucho en cuanto a la caracterización de conjuntos ω-límites en superficies
en general hasta hace poco, el problema del estudio de algunas propiedades de estos
conjuntos no ha estado olvidado. En concreto el estudio de órbitas recurrentes sobre
superficies captó la atención de, entre otros, T. M. Cherry, S. Kh. Aranson, A. G.
Măıer y N. G. Markley. Recopilamos a continuación los resultados más relevantes, en
todos ellos S será una superficie compacta y conexa y Φ : R×S → S un flujo definido
sobre ella. Empezamos por un teorema de Cherry que demuestra la existencia de
órbitas recurrentes en ambos sentidos del tiempo en el ω-límite de puntos recurrentes
no triviales:

Teorema (Cherry,[Che37]). Si u ∈ S es un punto recurrente no trivial para el
flujo Φ entonces Ω = ωΦ(u) contiene a un subconjunto compacto y conexo R tal que
si v ∈ R entonces:

Ω = ωΦ(v) = αΦ(v).

El siguiente enunciado nos da un criterio de existencia de órbitas recurrentes
para el flujo Φ.

Teorema (Măıer, [Mai39]). Sea u ∈ S un punto que no pertenece a una órbita
periódica y tal que:

(i.) ωΦ(u) contiene puntos regulares;

(ii.) u ∈ ωΦ(v) para algún v ∈ S;

entonces u es un punto recurrente.

Es importante observar que el recíproco del teorema anterior es también cierto
según se deduce del teorema previo de Cherry. Acabamos este apartado con un
teorema que limita el número máximo de ω-límites diferentes, de puntos recurrentes
no triviales, que puede tener el flujo Φ.

Teorema (Aranson-Măıer-Markley). (i.) Si u y v son puntos recurrentes para
Φ tales que v ∈ ωΦ(u), entonces ωΦ(u) = ωΦ(v), [Mai43].
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(ii.) Si S es una superficie orientable de género g entonces el número máximo de
conjuntos ω-límites diferentes de órbitas recurrentes no triviales para Φ es
g. Además esta cota superior se alcanza para algún flujo definido sobre S,
[Mai43].

(ii.) Si S es una superficie no orientable de género g entonces el número máximo
de conjuntos ω-límites diferentes de órbitas recurrentes no triviales para Φ es[

g−1
2

]
. Además esta cota superior se alcanza para algún flujo definido sobre S,

[Ara69, Mar69a].

Nuestra contribución a la teoría de Poincaré-Ben-

dixson

Esta sección resume nuestra aportación al estudio de los conjuntos ω-límite, la
exposición que aquí hacemos sigue la presentación hecha en [JS04b].

Notación

Para una exposición precisa de los resultados que hemos obtenido fijaremos la
notación y definiciones necesarias para enunciarlos:

M denotará una variedad conexa de dimensión n, topológica o de clase C∞

(suave) y que puede tener frontera combinatoria denotada por ∂M .

Cuando n = 2 entonces M recibe el nombre de superficie y se suele denotar
por S.

dist denotará una distancia fija sobre M y distH será la distancia de Hausdorff
correspondiente.

Un arco es un espacio topológico homeomorfo a [0, 1].

Un anillo es un espacio topológico homeomorfo a R2 \ {(0, 0)}. Cuando la
frontera de un anillo tiene dos componentes conexas diremos que estamos ante
un anillo regular.

Cuando digamos que [x; y] es un arco, querremos decir que es un arco que tiene
a x y a y como puntos finales.
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Una curva es o bien un círculo o bien la imagen de una aplicación continua e
inyectiva cuyo dominio es R.

IntA, ClA, BdA y diamA denotan respectivamente el interior, la clausura,
la frontera topológica y el diámetro del conjunto A.

La estructura topológica del conjunto ω-límite depende mucho de la naturaleza
dinámica del punto que estemos considerando: no recurrente, recurrente trivial, re-
currente no trivial con conjunto ω-límite con interior vacío o recurrente no trivial
con conjunto ω-límite con interior no vacío. A la hora de estudiar la estructura asin-
tótica de las órbitas hemos tenido que hacer distinciones en cuanto a su naturaleza
dinámica. En este resumen también las las haremos.

Órbitas no recurrentes

Este ha sido el caso más sencillo de estudiar, para él hemos obtenido cinco
caracterizaciones distintas: una general para cualquier tipo de superficie compacta y
conexa, dos para los casos de flujos definidos en P2 y B2 (puesto que en estos casos no
existen órbitas recurrentes no triviales y el ω-límite de las recurrentes triviales tiene
el mismo comportamiento que el de órbitas no recurrentes), una para variedades
compactas y conexas de dimensión arbitraria y finalmente una para el caso concreto
de la esfera de dimensión n, Sn. El capítulo 2 de esta memoria está dedicado a los
tres primeros casos, mientras que el capítulo 5 se ocupa, entre otras cosas, de los
dos últimos.

Empezamos enunciando el teorema general que caracteriza los ω-límites de pun-
tos no recurrentes sobre cualquier superficie compacta y conexa.

Teorema ([JS04a] o capítulo 2). Sea S una superficie compacta y conexa, Φ :

R×S → S un flujo continuo y u ∈ S. Supongamos que u es un punto no recurrente
o que IntωΦ(u) = ∅ y S\ωΦ(u) tiene un número finito de componentes. Entonces
ωΦ(u) es una componente de la frontera de un anillo regular de S.

Recíprocamente, si Ω es una componente de la frontera de un anillo regular de S
entonces existe un flujo suave, Φ : R×S → S, y un punto u ∈ S tal que Ω = ωΦ(u).

Para superficies compactas y conexas que no admiten flujos con recurrencias no
triviales, es decir S2, P2 y B2, el teorema enunciado da una caracterización global de
los conjuntos ω-límites. No obstante, en el caso de la esfera hemos visto que éstos
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fueron descritos en una forma más sencilla por Vinograd (como fronteras de regiones
simplemente conexas). Para el caso de P2 y B2, probamos con anterioridad al teorema
precedente otras caracterizaciones dadas en [JS01] y [Sol03a]. Introducimos ahora
esos resultados

Teorema ([Vin52, JS01, Sol03a] o capítulo 2). Sean S = S2, P2 o B2 y Ω ⊂ S.
Entonces Ω es el conjunto ω-límite para algún flujo continuo (o, equivalentemente,
para algún flujo suave) si y sólo si es la frontera de una región ∅ � O � S tal que:

(a) O es simplemente conexo (en el caso S = S2);

(b) S \O es conexo (en el caso S = P2);

(c) S \ O es conexo y o O es simplemente conexo o existe un círculo no homotó-
picamente nulo C ⊂ O tal que Ω está contenido en la frontera de una de las
componentes de O \ C (en el caso S = B2).

Puesto que en S2 las regiones simplemente conexas son aquellas que tienen com-
plementario conexo, entonces el apartado (a) se puede reescribir como el (b). Sin
embargo esto no es cierto en P2 ya que el plano proyectivo menos un punto es una
región conexa con complementario conexo y que sin embargo no es simplemente
conexa.

La caracterización de los conjuntos ω-límites para variedades de dimensiones
arbitrarias es más complicada y sobre todo en el caso de órbitas recurrentes. Sin
embargo es importante reseñar que en la esfera de dimensión n, si nos limitamos a
conjuntos ω-límites de órbitas no recurrentes su caracterización es análoga a la del
plano proyectivo:

Teorema ([JS03, Sol05] o sección 5.3). Sea Φ : R× Sn → Sn un flujo continuo
sobre Sn y sea x ∈ Sn un punto no recurrente del flujo. Entonces ωΦ(x) es la frontera
de una región O, ∅ � O � Sn, cuyo complementario es conexo.

Recíprocamente, si Ω es la frontera de una región O, ∅ � O � Sn, con comple-
mentario conexo, entonces existe un flujo Φ : R× Sn → Sn sobre Sn y un punto no
recurrente x ∈ Sn para el flujo Φ tal que Ω = ωΦ(x).

Hacemos notar que el flujo suave de la parte recíproca del teorema se refiere a
cualquier estructura diferencial sobre Sn aunque la prueba que hicimos en [JS03]
se refiere sólo a la estructura diferencial usual. La generalización para cualquier
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estructura se obtuvo en [Sol05] como un corolario del teorema principal del artículo
que caracterizaba los conjuntos ω-límite de órbitas no recurrentes sobre variedades
compactas y conexas. Exponemos esta caracterización.

Definición (conjunto ω-conexo). Dada una variedad compacta y conexa y dado
un conjunto conexo y abierto O de una variedad compacta y conexa de dimensión
n se dice ω-conexo si y sólo si para todo ε > 0 existe una región Oε ⊂ {x ∈ O :

d(x,BdO) < ε} tal que BdO ⊂ BdOε

Teorema ([JS03, Sol05] o sección 5.3). Sea M una variedad topológica (respec-
tivamente suave) compacta, conexa, sin frontera combinatoria y de dimensión m,
entonces se verifican los siguientes resultados.

1. Dado un flujo continuo Φ : R ×M → M y un punto no recurrente u ∈ M ,
entonces ωΦ(u) es la frontera de un conjunto ω-conexo O, ∅ � O �M .

2. Recíprocamente, si Ω es la frontera de un conjunto ω-conexo O, ∅ � O � M ,
entonces existe un un flujo continuo (respectivamente suave) Φ : R×M →M

y un punto no recurrente u ∈M tal que Ω = ωΦ(u).

Órbitas recurrentes generando ω-límites con interior no vacío

Dentro de las órbitas recurrentes existen dos grandes tipos: aquellas que generan
ω-límites con interior vacío y las que los generan con interior vacío. En esta sección
damos las caracterizaciones obtenidas para las segundas. El estudio de éstas está
estrechamente ligado a la noción de transitividad.

Una variedad (resp. variedad de clase C∞) es transitiva (resp. transitiva de clase
C∞) si admite un flujo continuo (resp. de clase C∞) con una órbita densa. Se verá
que la conexión entre transitividad y el estudio de conjuntos ω-límite es la siguiente:
un conjunto Ω ⊂ M con interior no vacío es un conjunto ω-límite para un flujo
continuo (resp. de clase C∞) sobre M si y sólo si es la clausura de una subvariedad
transitiva (resp. subvariedad transitiva de clase C∞) de M .

Es importante señalar que el estudio de superficies y variedades transitivas ha
tenido una larga tradición. En superficies compactas y conexas se sabe que S2, P2 y
B2 no son transitivas por no admitir flujos con puntos recurrentes no triviales, mien-
tras que el resto de superficies compactas y conexas sí son transitivas de clase C∞,
ver por ejemplo [ST88b]. Además en este artículo se propone el problema de estudiar
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qué superficies, no necesariamente compactas, son transitivas. Aquí damos respuesta
al problema planteado por Smith y Thomas, pero para superficies orientables fue
resuelto anteriormente y de forma independiente en los trabajos [Ben98, Sol01b].

En cuanto a variedades de dimensión n ≥ 3 existen trabajos ya en 1941, de
Oxtoby y Ulam, donde se prueba que cualquier poliedro compacto y conexo es tran-
sitivo para flujos continuos, [OU41]. En [Sid68] se demuestra que cualquier región de
Rn es transitiva para un flujo de clase C∞ para la estructura diferencial estándar de
Rn. Más tarde Anosov [Ano74] demuestra que cualquier variedad compacta y conexa
de dimensión n es transitiva de clase C∞, en realidad admite flujos ergódicos suaves.
Finalmente podemos decir que en [ST88a] se simplificó la demostración de Anosov,
pero dejaron pendiente dar una clasificación de qué variedades son transitivas.

En los capítulos 4 y 5 del presente trabajo se caracterizan respectivamente las
superficies y variedades transitivas. En particular se responden con estas caracteri-
zaciones a las cuestiones aludidas en los dos párrafos precedentes. Cuando n ≥ 3 la
clasificación de variedades transitivas es muy sencilla:

Teorema ([JS04d] o capítulo 4 y sección 5.4). Sea M una variedad conexa de
dimensión n (respectivamente una variedad conexa de dimensión n y suave), n ≥ 3.
Entonces M es transitiva (respectivamente transitiva de clase C∞).

En contraste con las variedades, la situación en superficies no es tan fácil de
describir. Necesitamos para ello dar una nueva noción.

Definición. Sean C,D ⊂ S círculos orientables. Diremos que C y D se cruzan si
se verifican:

1. C y D intersecan exactamente en un punto p.

2. Si A y B son arcos suficientemente pequeños en C y D que contienen a p, pero
no lo tienen como un punto de sus extremos, entonces las dos componentes de
B \ {p} (resp. A \ {p}) están incluidas en lados opuestos de C (resp. D).

Teorema ([JS04d] o capítulo 4). Sea S una superficie (resp. una superficie orien-
table). Entonces son equivalentes las siguientes condiciones:

(i) S es transitiva de clase C∞;

(ii) S es transitiva;
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(iii) S no es homeomorfa a S2, P2, ni a ninguna subsuperficie de B2 (resp. no es
homeomorfa a ninguna subsuperficie de S2);

(iv) S tiene dos círculos que se cruzan.

Para acabar este apartado resaltamos que los resultados técnicos conducentes a
probar el teorema de clasificación de variedades transitivas nos han permitido dar
respuesta al problema planteado por P. Nykos en la “Spring Topology Conference”
de 1998. En concreto, éste planteó la siguiente cuestión ¿Contiene toda variedad
conexa de dimensión n un subconjunto denso homeomorfo a Rn?

En 2003 A. Shibakov respondió afirmativamente a esta pregunta en el artículo
[Shi03]. Usando la proposición 5.2.A es fácil responder también afirmativamente a la
cuestión de Nykos, nuestra forma de abordar este problema es alternativa y anterior
a la de Shibakov, [JS04d].

Órbitas recurrentes generando ω-límites con interior vacío

Completamos la descripción de los conjuntos ω-límite en superficies compactas
sin frontera combinatoria. Para ello es necesario dar una caracterización de los con-
juntos de este tipo con interior vacío y generados por órbitas recurrentes, pero que no
pueden ser generados por órbitas no recurrentes. El enunciado del resultado obtenido
requiere de varias definiciones previas, la demostración se hará en el capítulo 3.

Definición (familia de curvas regular en el sentido de Whitney). Sea B una
familia de curvas en S, p ∈ B ∈ B y O un entorno de p. Diremos que O es un
entorno regular de Whitney del punto p si para cada ε > 0 existe un número real
δ > 0 tal que:

(a) si [p′; q′] ⊂ O∩B′ para algún B′ ∈ B y dist(p′, q′) < δ, entonces diam([p′; q′]) < ε;

(b) si [p; q] ⊂ O ∩B, p′ ∈ O ∩ B′ para algún B′ ∈ B y dist(p, p′) < δ, entonces hay
algún [p′; q′] ⊂ O ∩B′ tal que dH([p; q], [p′; q′]) < ε.

Diremos que B es regular en el sentido de Whitney si todos los puntos de todas las
curvas B ∈ B tienen un entorno regular de Whitney.

Definición (superficies de giro). Sea R ⊂ S una superficie y C ⊂ S un círculo
orientable no homotópicamente nulo. Diremos que R gira alrededor de C si existe
un embebimiento φ : [0, 1] × [0, 1] → R tal que:
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(i) φ((0, 1) × (0, 1)) ⊂ R \ (∂R ∪ C);

(ii) φ([0, 1] × {0, 1}) ⊂ ∂R;

(iii) φ({0, 1} × [0, 1]) ⊂ C;

(iv) si ε > 0 es suficientemente pequeño entonces φ((0, ε]×[0, 1]) y φ([1−ε, 1)×[0, 1])

están en lados opuestos de C.

El conjunto φ([0, 1] × [0, 1]) recibe el nombre de sección de giro de R y el conjunto
φ([0, 1] × {0, 1}) es su frontera de giro. También denotaremos al conjunto unión de
todas las secciones de giro de R por Υ(R) y a la unión de todas las fronteras de giro
por Υ(∂R).

Las definiciones previas dependen del círculo C, así que siempre deberá estar
claro a qué círculo nos estamos refiriendo para que no haya confusión.

Definición (familia realizable). Sea {Rn}∞n=1 una familia de superficies simple-
mente conexas sobre S disjuntas dos a dos. Sea C ⊂ S un círculo orientable no
homotópicamente nulo. Diremos que {Rn}∞n=1 es una familia realizable respecto a C
si se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) todas las superficies Rn giran alrededor del círculo C y para cada índice m, el
conjunto Rm ∪ Cl (

⋃
n Υ(Rn)) es un entorno de ∂Rm;

(ii) la familia de las componentes de todas las fronteras combinatorias ∂Rn es re-
gular en el sentido de Whitney;

(iii) para cada u, v ∈ ⋃n BdRn y ε > 0 existe un arco A en
⋃∞

n=1 ∂Rn que satisface
dist(u,A) < ε, dist(v, A) < ε.

Enunciamos ya el teorema que caracteriza los conjuntos ω-límites con interior
vacío de puntos recurrentes no triviales.

Teorema ([JS04c] o capítulo 3). Sea S una superficie compacta y conexa y Ω ⊂ S

tal que Int Ω = ∅.

(i) Supongamos que Ω es el conjunto ω-límite de un punto recurrente de algún
flujo definido sobre S pero no es el ω-límite de ningún punto no recurrente de
ningún flujo definido sobre S. Entonces existe una familia realizable {Rn}∞n=1

para alguna curva C tal que Ω = Bd
⋃

nRn.



Nuestra contribución a la teoría de Poincaré-Bendixson 19

(ii) Asumamos que existe una familia realizable {Rn}∞n=1 para alguna curva C con
Ω = Bd

⋃
nRn. Entonces existe un flujo definido sobre S (topológicamente

equivalente a un flujo suave definido sobe S) que tiene a Ω como el conjunto
ω-límite de uno de sus puntos recurrentes. Sin embargo, no existe ningún flujo
definido sobre S que tiene a Ω como el conjunto ω-límite de alguno de sus
puntos no recurrentes.

Para acabar esta introducción podemos dar un corolario que caracteriza com-
pletamente los conjuntos ω-límites sobre superficies compactas sin frontera combi-
natoria. Este resultado recoge todos los enunciados anteriormente sobre superficies
compactas sin frontera combinatoria.

Corolario ([JS04b]). Sea S una superficie compacta sin frontera combinatoria y
sea Ω ⊂ S. Entonces Ω es un ω-límite para algún flujo continuo sobre S si y sólo si
ocurre una de las siguientes alternativas:

(i) Ω es una de las componentes de la frontera de un anillo regular;

(ii) Ω es la clausura de una región que contiene a dos círculos que se cruzan

(iii) Ω es la frontera de la unión de los conjuntos de una familia realizable.





Capítulo 1

Definiciones básicas y resultados
técnicos

1.1. Variedades topológicas y diferenciables. Espa-

cio tangente

Esta sección está dedicada a presentar y estudiar los espacios sobre los que vamos
a trabajar, así como las aplicaciones que se pueden definir entre dichos espacios, para
más detalles sobre estos conceptos se puede seguir el primer capítulo de [Hir88].

1.1.1. Variedades

Definición 1.1.1 (variedad topológica de dimensión n). Una variedad topoló-
gica de dimensión n es un espacio topológico M , segundo axioma de numerabilidad1,
Hausdorff y que además es localmente homeomorfo a un abierto de Rn (localmente
euclídeo). Es decir, para cada punto x ∈ M existe un conjunto abierto conteniendo
a x, Ux ⊂M , un conjunto abierto Vx ⊂ Rn, y un homeomorfismo φx : Ux → Vx.

1Un espacio X es segundo axioma de numerabilidad cuando posee una base numerable, esto es,
un conjunto numerable de abiertos {On}n∈N tales que cualquier abierto de X se puede expresar
como una unión de conjuntos de {On}n∈N.
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La dimensión de la variedad M se denota normalmente por dimM y es igual a
n.

Algunos autores no piden en la definición de variedad que ésta sea segundo
axioma de numerabilidad o Hausdorff. Queremos dejar claro que estas definiciones
alternativas no son equivalentes a nuestra definición. Existen varios ejemplos que
constatan esto. En [Con93, página 1] se pueden encontrar espacios localmente eu-
clídeos y segundo axioma de numerabilidad que no son Hausdorff. También existen
ejemplos de espacios localmente euclídeos y Hausdorff que no son segundo axioma
de numerabilidad como se puede ver en [Spi79, apéndice A]. No obstante, cuan-
do un espacio es compacto, ambas definiciones son equivalentes2. Por otro lado, al
exigirle a una variedad que sea localmente euclídea y Hausdorff se tiene que debe
ser regular3, ver [Con93, sección 1.1, ejercicio 5] y usando el teorema de Urysohn y
que la variedad tenga una base numerable obtenemos que es metrizable, ver [Kur66,
capítulo 2, sección 22.II]. Denotaremos por

dist : M ×M −→ [0,+∞[

(x, y) → dist(x, y)

a una distancia definida sobre la variedad y compatible con la topología de ésta.

Definición 1.1.2 (atlas, carta). Dada una variedad de dimensión n, M , se sigue
de la anterior definición la existencia de un cubrimiento abierto de M , U = {Ui}i∈I ,
de manera que para cada i ∈ I existe un homeomorfismo φi entre Ui y un conjunto
abierto Vi de Rn.

Para cada i ∈ I, el par (φi, Ui) se llama carta o sistema de coordenadas. El
conjunto de todas las cartas Φ = {(φi, Ui)}i∈I recibe el nombre de atlas.

Entre variedades topológicas sólo se pueden definir funciones continuas. Si quere-
mos introducir la noción de aplicación diferenciable debemos introducir previamente
una estructura diferenciable en las variedades. Esto se consigue pidiéndole propie-
dades adicionales a los atlas anteriormente introducidos.

Definición 1.1.3 (atlas de clase Cr, 0 ≤ r ≤ ∞). Un atlas Φ = {(φi, Ui)}i∈I

sobre una variedad M se dice que es de clase Cr si para cada par de cartas (Ui, φi),
2Nota por eliminar: dar una referencia precisa sobre esta afirmación, si es que es cierta
3 Un espacio regular es aquél en el que para cada punto p y cada cerrado C existen abiertos,

Up  p y VC ⊃ C, tales que Up ∩ VC = ∅. Recordamos también que un espacio regular y T1 (cada
punto es un conjunto cerrado) es por definición un espacio T3.
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(Uj , φj) tales que Ui ∩ Uj �= ∅ se tiene que

φj ◦ φ−1
i : φi(Ui ∩ Uj) → φj(Ui ∩ Uj) (1.1.1)

es una aplicación de clase Cr.

Cualquier atlas de clase Cr, Φ, se puede extender a un atlas maximal, Ψ, de una
única forma. Este atlas se puede construir añadiendo a las cartas de Φ todas las
cartas posibles que verifican la condición (1.1.1).

Definición 1.1.4 (variedad diferenciable de clase Cr, 0 ≤ r ≤ ∞). Una
variedad M se dice que es una variedad diferenciable de clase Cr si admite un atlas
de clase Cr. En este caso cada atlas maximal define una estructura diferenciable
sobre M .

Escribiremos (M,Φ) para referirnos a la variedad diferenciable M provista de la
estructura diferenciable definida por Φ. Cuando r = 0 M es simplemente una varie-
dad topológica como en la definición 1.1.1 y no usaremos el término “diferenciable’.

Definición 1.1.5 (variedad suave). Llamaremos variedad suave a cualquier va-
riedad diferenciable de clase C∞.

Ejemplo 1.1.1. Cualquier conjunto abierto U ⊂ Rn es una variedad suave con el
atlas Φ = {(U, Id : U → U) : U es un conjunto abierto de Rn}, donde Id(u) = u

para cada u ∈ U . Por tanto Rn es una variedad suave.

Ejemplo 1.1.2 (esfera de dimensión n). Para todo n ∈ N, la esfera de dimensión n,
Sn, admite un atlas de clase C∞.

Empezamos dando la definición topológica de Sn. Usamos en Rn+1 la norma
‖x‖ = (

∑n
i=1 x

2
i )

1/2. Entonces Sn = {x ∈ Rn+1 : ‖x‖ = 1} y definimos para cada
j ∈ {1, 2, . . . , n + 1} los siguientes conjuntos abiertos (hemisferios):

U2j−1 = {x ∈ Sn : xj > 0}

U2j = {x ∈ Sn : xj < 0}.

Seguidamente introducimos las cartas sobre Sn. On denotará el disco unidad en
Rn, es decir, On = {x ∈ Rn : ‖x‖ < 1}. (x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1) denota el vector
de Rn que se obtiene quitando la componente i-ésima de (x1, . . . , xn+1). Para cada
i ∈ {1, 2, . . . , n+ 1} definimos:
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φj : Uj −→ On

x −→ (x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1)
, si j = 2i o j = 2i− 1 y 1 ≤ i ≤ n + 1.

Es fácil mostrar que Φ = {(Ui, φi)}2n+2
i=1 es un atlas de clase C∞ que induce una

estructura diferenciable suave sobre Sn, la estructura diferencial estándar.

Para acabar introducimos las condiciones para que un subconjunto N de una
variedad de dimensión m y clase Cr, (M,Φ), reciba el nombre de subvariedad de
dimensión n, n < m. Estas subvariedades también serán variedades.

Definición 1.1.6 (subvariedad). Sea (M,Φ) una variedad de dimensión m y clase
Cr. Diremos que un subconjunto N es una subvariedad de dimensión n y clase Cr de
(M,Φ) (o simplemente una subvariedad de M cuando no haya ambigüedad posible)
si para cada punto x ∈ N existe una carta (φx, Ux) ∈ Φ tal que:

1. Ux ∩N = φ−1
x (Rn × {0m−n}) (0m−n denota el vector nulo de Rm−n).

2. {(φx|Ux∩N : Ux ∩N → Rn, Ux)}x∈N es un atlas de clase Cr de N .

Ahora se puede ver que Sn con la estructura diferencial estándar dada en el
ejemplo 1.1.2 es una subvariedad de Rn+1 considerando en este espacio la estructura
diferencial usual (introducida en el ejemplo 1.1.1).

1.1.2. Variedades con frontera combinatoria

La definición de variedad dada excluye muchos espacios que tienen interés en
geometría y para nuestro trabajo. Es por eso por lo que se puede extender la defi-
nición para tener una cantidad mayor de objetos de estudio. Hagamos la extensión
de la definición de variedad.

Definición 1.1.7 (semiespacio). Llamaremos semiespacio de Rn al subconjunto
de Rn definido por :

H = {(xi)
n
i=1 ∈ Rn : x1 ≥ 0}

Ahora definimos la noción de carta generalizada de clase Cr que servirá para
extender sistemáticamente las definiciones de atlas de clase Cr a atlas generalizado
de clase Cr, de estructura diferencial de clase Cr a estructura diferencial de clase



1.1 Variedades topológicas y diferenciables. Espacio tangente 25

Cr generalizada y de variedad de clase Cr a variedad con frontera (combinatoria)
de clase Cr tal y como las introdujimos anteriormente con la noción de carta. Es
necesario precisar que en todas estas extensiones se habla de funciones de clase Cr

definidas en conjuntos de Rn que no son abiertos, mientras que la noción habitual
de diferenciabilidad está ligada a funciones definidas sobre abiertos. Por ello es con-
veniente decir que las funciones definidas sobre conjuntos no abiertos de Rn serán
de clase Cr cuando sean la restricción de una función de clase Cr definida sobre un
abierto, ver [Con93, definición 3.5.7].

Definición 1.1.8 (extensión del concepto de carta). Una carta generalizada
sobre el espacio M es una aplicación φ : U → Rn de tal manera que envía U ⊂ M

homeomorficamente sobre:

1. o un subconjunto abierto de Rn,

2. o H .

Definición 1.1.9 (atlas generalizado). Un conjunto de cartas generalizadas Φ =

{(φi, Ui)}i∈I recibe el nombre de atlas generalizado si existe algún i ∈ I que envía
homeomorficamente Ui sobre H .

Cuando digamos que M es una variedad siempre estaremos suponiendo que es
una variedad que sólo tiene cartas como las de la definición 1.1.2. Para enfatizarlo
podremos decir que estamos ante una variedad sin frontera combinatoria o variedad
sin ∂-frontera.

A partir de ahora si C es un subconjunto de M , BdC denotará a la frontera
topológica del conjunto C.

Definición 1.1.10 (frontera de una variedad). Sea (M,Φ) una variedad di-
ferenciable de clase Cr y supongamos que (φ, U) ∈ Φ y φ(U) = H . Entonces, si
x ∈ φ−1(BdH) diremos que x es un punto de la frontera combinatoria de M . La
frontera combinatoria de la variedad M se denota por ∂M .

Observación 1.1.1. Obsérvese que la definición de punto de la frontera de una va-
riedad M no depende de la carta gracias al teorema de invarianza de dominio que
asegura que cualquier subconjunto de Rn es abierto si es homeomorfo a un conjunto
abierto de Rn, véase [HW48].

Para distinguir las fronteras topológicas y combinatoria (cuando M ⊂ Rm),
usaremos para la primera la notación BdM y para la segunda ∂M . Es fácil demostrar
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que ∂M es una variedad de dimensión (n − 1), ver por ejemplo [Hir88, capítulo 1,
sección 4].

Observación 1.1.2. Por supuesto la frontera combinatoria de una variedad no siem-
bre coincide con la frontera topológica. Por ejemplo, si tomamos la variedad M =

{(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1} entonces ∂M = ∅ �= S1 = BdM .

1.1.3. Espacio tangente

Vamos a introducir la noción de espacio tangente, la cual nos permitirá definir
aplicaciones diferenciables entre variedades. Para ello también necesitaremos la no-
ción clásica de diferencial de una aplicación f : Rm → Rn en un punto a ∈ Rm, se
puede recordar esta noción y sus propiedades por ejemplo en [Fer92, capítulo 4].

A partir de ahora denotaremos a la aplicación diferencial de f en el punto a

por dfa : Rm → Rn. Para introducir el concepto de espacio tangente fijamos una
variedad diferenciable de clase Cr+1 (0 ≤ r ≤ ∞) y dimensión n, M . La aritmética
para r es la definida por la aritmética de los números naturales añadiendo la fórmula
∞ + 1 = ∞. Fijamos un atlas de clase Cr+1, Φ = {(φi, Ui)}i∈I , y definimos sobre
M × I ×Rn la relación:

(x, i, a) ∼ (y, j, b) si y sólo si

x = y y d(φj ◦ φ−1
i )φi(x)(a) = b.

Usando las reglas básicas de la diferencial se puede demostrar que la relación intro-
ducida es de hecho una relación de equivalencia.

Definición 1.1.11 (vector tangente, espacio tangente). Cada uno de los ele-
mentos de M × I ×Rn/ ∼ recibe el nombre de vector tangente de la variedad M .

El conjunto M×I×Rn/ ∼ es el espacio tangente de M y se denota normalmente
por TM .

Notación 1.1.12. Dada la aplicación:

p : TM −→ M

[x, i, a] −→ x,

para cada subconjunto A ⊂ M denotamos por TAM al conjunto p−1(A) y para cada
punto x ∈M definimos TMx := p−1(x).
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Observación 1.1.3. Para cada conjunto abierto U ⊂M , si restringimos las cartas de
Φ a los conjuntos abiertos Ui ∩ U tenemos un atlas ΦU que induce una estructura
diferencial sobre U . En este caso haremos la identificación TU = TUM .

Merece la pena destacar que si M es una variedad diferencial de clase Cr+1

entonces el espacio TM tiene estructura de variedad diferenciable de clase Cr. Los
detalles de este hecho se pueden seguir en [Hir88, capítulo 1, sección 2, página 17].
Conviene por lo menos notar que un atlas de clase Cr de dicha variedad se obtiene
fijando primero un atlas de M : Φ = {φi : Ui → Vi}i∈I (Ui y Vi son abiertos de
M y Rn respectivamente). Con esta notación definimos el conjunto de aplicaciones
TΦ = {Tφi : TUi → φi(Ui) ×Rn}i∈I , donde:

Tφi : TUi −→ Vi ×Rn ⊂ R2n

[x, i, a] → (φi(x), a).

Se puede ver ahora que el conjunto TΦ es un atlas de la variedad de dimensión 2n

TM .

Aunque la definición de espacio tangente es un poco abstracta, veremos que
para nuestro propósito será posible ver los espacios tangentes y las variedades como
subespacios de Rk para un k suficientemente grande, incluso los espacios tangentes
serán subespacios afines de Rk. Antes de ver esto necesitamos la noción de aplicación
diferencial. No obstante vemos ya que el espacio tangente a una subvariedad N de
Rm se puede considerar como un subconjunto de Rm+1.

Ejemplo 1.1.3 (espacio tangente a subvariedades de Rm). Sea N una subvariedad de
clase Cr y de dimensión n de Rm y sea x ∈ N .

Debido a la definición de subvariedad existirá un abierto Ux que contiene a x y
un difeomorfismo φx : Ux → Rm tal que Ux ∩ N = φ−1

x (Rn × {0m−n}). Definamos
ahora el homeomorfismo

ψx : Ux ∩N −→ Rn

y −→ (y1, . . . , yn),

donde (y1, . . . , yn) viene definido por la igualdad (y1, y2, . . . , yn, 0, . . . , 0) = φx(y).

Recordemos que TM =
⋃

x∈M TMx, donde los elementos de TMx podemos to-
marlos representados por las clases [x, ψx, a] con a ∈ Rn, y definamos el espacio de
dimensión n Ex = {x} × Im dψ−1

x . Nuestro objetivo es ver que podemos identificar
TMx y Ex, con lo cual el espacio tangente a N en cada punto se puede considerar
como un subconjunto de dimensión n de R2m (el espacio tangente de Rm).
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La identificación de TMx y Ex es fácil de hacer cuando cogemos un elemento del
primer conjunto representado por una clase [x, ψx, a], basta con ponerlo en corres-
pondencia con (x, dψ−1

x (a)). Por último conviene notar que la definición del espacio
afín Ex no depende de la carta φx elegida, que el conjunto E =

⋃
x∈M

Ex es una

subvariedad de dimensión 2n de R2m y que la aplicación antes definida para cada
x ∈ M se extiende de manera natural a una aplicación entre TM y E, aplicación
que resultará ser un difeomorfismo de clase Cr entre variedades.

1.1.4. Aplicación diferencial. Inmersiones, submersiones y em-
bebimientos

En esta sección vamos a introducir el concepto de diferenciabilidad para aplica-
ciones definidas entre variedades diferenciables. Fijemos para este fin dos variedades
diferenciables de clase Cr, (M,Φ) y (N,Ψ), y una aplicación entre ellos f : M → N .

Definición 1.1.13 (cartas adaptadas, representación local de f). Un par
de cartas (Ui, φi) ∈ Φ y (Wj, ψj) ∈ Ψ se dice que están adaptadas a f si y sólo
si f(Ui) ⊂ Wi. En este caso la aplicación ψj ◦ f ◦ φ−1

i : φi(Ui) → ψj(Wj) está
bien definida y recibe el nombre de representación local de f en las cartas dadas
(Ui, φi) ∈ Φ y (Wj, ψj) ∈ Ψ.

Definición 1.1.14 (aplicación diferenciable y aplicación de clase Cr). Dado
r, 1 ≤ r ≤ ∞, la aplicación f : M → N es diferenciable (respectivamente es
una aplicación de clase Cr) si todas sus representaciones locales son aplicaciones
diferenciables (respectivamente aplicaciones de clase Cr). Cuando una aplicación es
de clase C∞ también se suele decir que es una aplicación suave.

Definición 1.1.15 (aplicación diferenciable). Dada la aplicación de clase Cr

f : M → N (1 ≤ r ≤ ∞) y las cartas adaptadas a f , (Ui, φi) y (Wj, ψj), definimos
la aplicación diferencial de f en el punto x como la aplicación:

dfx : TMx −→ TNf(x)

dfx([x, i, a]) → [f(x), j, d(ψjfφ
−1
i )φi(x)(a)].

Es importante dejar claro que la aplicación diferencial no depende de las cartas
adaptadas elegidas. Además, los conjuntos TMx y TNf(x) son espacios vectoriales
de dimensiones dimM y dimN respectivamente y la aplicación dfx es lineal. Para
más detalles nos remitimos a [Hir88, capítulo 1, sección 2] y [Con93, capítulo 2].
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Para acabar esta sección introducimos la noción de derivada de una curva en un
punto. Dados dos números reales a < b (se permite que sean también −∞ y +∞),
M = (a, b), una variedad N y una aplicación f : M → N vamos a definir la derivada
de la curva f en el punto x ∈ (a, b).

Definición 1.1.16 (derivada de f en x). Dada una carta ψj : Uj → Vj tal que
f(x) ∈ Uj , la derivada de la curva f en el punto x ∈ (a, b) es el vector de Nf(x)

definido por
df

dt
(x) = f ′(x) = [f(x), j,

dψjf

dx
(x)]

o equivalentemente
f ′(x) = dfx([x, Id, 1]).

Seguidamente introducimos algunas definiciones sobre los diferentes tipos de apli-
caciones diferenciales que existen, así como resultados básicos de ellas.

Definición 1.1.17 (difeomorfismo). La aplicación f : M → N se dice que es
un difeomorfismo de clase Cr si es un homeomorfismo y tanto f como f−1, son
aplicaciones de clase Cr.

Una cuestión que parece interesante es saber si una variedad diferenciable de clase
Cr (0 ≤ r <∞) admite una estructura diferenciable de clase Cs con s > r. En con-
creto, cuando r = 0 esto se reduce a la cuestión de si una variedad topológica admite
o no estructuras diferenciables. En este caso se puede responder inmediatamente que
existen variedades topológicas que que no son diferenciables, incluso existen ejemplos
de variedades compactas como se puede constatar en [Ker60, Sma61]. Sin embargo,
si la variedad admite una estructura diferenciable de clase Cr con r ≥ 1, entonces
admite estructuras de clase Cs para todo s > r, en particular soporta estructuras
diferenciables de clase C∞. Además la estructura diferenciable de clase Cs se puede
elegir de manera que ambas estructuras son difeomorfas de clase Cr, ver por ejemplo
[Hir88, teorema 2.9].

Definición 1.1.18 (inmersión, submersión, embebimiento). Una aplicación
diferencial f : M → N se dice que es una inmersión si para todo punto x ∈ M la
aplicación lineal dfx : TMx → TNf(x) es inyectiva. Diremos que f es una submersión
si para cada x, la aplicación dfx : TMx → TNf(x) es suprayectiva. Por último f es se
dice que es un embebimiento si y sólo si f es una inmersión tal que f : M → f(M)

es un homeomorfismo.
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Ahora podemos enunciar el Teorema del embebimiento de Whitney.

Teorema 1.1.19 (del embebimiento de Whitney). Cualquier variedad de clase
Cr (1 ≤ r ≤ ∞) y dimensión n, M , se puede embeber en R2n+1. El embebimiento
f : M → R2n+1 se puede elegir de clase Cr y tal que f(M) es una subvariedad
cerrada de R2n+1.

Demostración. Ver [Hir88, página 55, teorema 2.14].

El teorema anterior admite generalizaciones importantes en dos sentidos, por un
lado se puede rebajar la clase de diferenciabilidad de la variedad y por otro se puede
conseguir que el embebimiento vaya a una dimensión menor.

En efecto, el enunciado que hemos dado del teorema de Whitney es el que viene
en el libro de M. W. Hirsch [Hir88], donde se definen las variedades sin exigir la
condición de segundo axioma de numerabilidad y Hausdorff. Nosotros sí que hemos
exigido dicha condición que nos ha permitido ver que las variedades son metrizables
(página 22) y por lo tanto también paracompactas4, ver [Kur66, teorema de A. H.
Stone, capítulo 3, sección 29.XVI]. Siguiendo otra vez [Hir88, página 27], M se
puede embeber entonces en R2n [Hir88, página 27]. Por otro lado si la variedad es
sólo topológica el teorema sigue siendo válido, ver los comentarios de [Hir88, página
27].

Finalmente enunciamos la generalización del teorema de Whitney comentada
en el párrafo precedente, que simplificará la demostración de algunos resultados de
nuestro trabajo.

Teorema 1.1.20 (del embebimiento de Whitney generalizado). Cualquier
variedad de clase Cr (1 ≤ r ≤ ∞) y dimensión n, M , se puede embeber en R2n.
El embebimiento f : M → R2n se puede elegir de clase Cr y tal que f(M) es una
subvariedad cerrada5 de R2n+1.

4Un espacio es paracompacto si de cada cubrimiento abierto se puede extraer un refinamiento
que es localmente finito

5Nota por eliminar: cerrada?
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1.2. Ecuaciones diferenciales autónomas sobre va-

riedades. Flujos, flujos locales y semiflujos

Recordamos en esta sección algunos hechos básicos sobre ecuaciones diferenciales
autónomas sobre Rn y fijamos algunas definiciones importantes que serán importan-
tes en lo que sigue.

Definición 1.2.1 (flujo y flujo local). Un flujo local sobre una variedad M es una
aplicación continua Φ : Λ ⊂ R×M →M que satisface las siguientes propiedades:

(i) Λ es abierto en R ×M ; además, para cada x ∈ M el conjunto de números t
para los que Φ(t, x) está definido es un intervalo abierto Ix que contiene al 0.

(ii) Φ(0, x) = x para todo x ∈M .

(iii) Si Φ(t, x) = y entonces Iy = {s− t : s ∈ Ix}. Además, Φ(r, y) = Φ(r,Φ(t, x)) =

Φ(r + t, x) para todo r ∈ Iy.

Si estamos en el caso particular Λ = R×M entonces Φ recibe el nombre de flujo.
Además, llamaremos flujo local de clase Cr a aquel para el que la aplicación Φ es de
clase Cr.

A la variedad M se le suele llamar espacio de fases y al conjunto de los números
reales se le llama espacio de tiempos.

Muchos autores utilizan la noción de sistema dinámico continuo para referirse a
una terna (M,Φ,R) como la de la anterior definición, es decir, para referirse a un
flujo Φ : R ×M → M definido sobre la variedad M . Otras nociones relacionadas
estrechamente con ésta son las de sistema dinámico discreto y semiflujo.

Definición 1.2.2 (sistema dinámico discreto). Recordamos que un sistema di-
námico discreto es una terna (M,Φ, T ) donde el conjunto de tiempos T es, o bien
el conjunto de los números enteros Z, o bien el conjunto de los números naturales N
y Φ : T ×M →M es una aplicación continua que satisface:

1. Φ(0, x) = x para todo x ∈M .

2. Φ(n+m, x) = Φ(n,Φ(m, x)) para cualesquiera n,m ∈ T y x ∈M .
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Como en la definición de sistema dinámico continuo, la variedad M se llama
espacio de fases.

Es importante destacar que la definición de sistema dinámico, discreto o continuo,
se puede dar sobre espacios más generales. Sin embargo para el propósito de este
trabajo no es necesario introducir la noción en espacios más amplios que variedades.

Es pertinente aquí comentar la procedencia de los sistemas dinámicos discretos.
En concreto, conviene dejar claro que cualquier aplicación continua de una variedad
M sobre ella misma, f : M →M , define un sistema dinámico discreto como sigue:

Φ : N×M −→ M

(n, x) → fn(x),

de hecho éstos son los únicos sistemas dinámicos discretos cuando el conjunto de
tiempos es N. Cuando la aplicación f es además un homeomorfismo, el sistema
dinámico discreto se puede elegir además para el conjunto de tiempos T = Z de la
siguiente forma:

Φ : Z×M −→ M

(n, x) → fn(x).

En lo que sigue veremos también que las ecuaciones diferenciales autónomas
definidas por campos de vectores de clase Cr, 1 ≤ r ≤ ∞, generan flujos locales o
flujos. No obstante, cuando los campos de vectores no son localmente Lipschitz, las
soluciones de la ecuación diferencial pueden no ser únicas y puede que no sea posible
definir flujos pero, a veces, sí una estructura similar llamada semiflujo.

Definición 1.2.3 (semiflujo). 6 Un semiflujo sobre una variedad M es una apli-
cación continua Φ : [0,+∞[×M →M que satisface las propiedades siguientes.

1. Φ(0, u) = u para todo u ∈M .

2. Φ(t+ s, u) = Φ(t,Φ(s, u)) para todo u ∈M y t, s ∈ [0,+∞[.

En este trabajo no nos vamos a ocupar del estudio de semiflujos, introducimos
aquí su definición ya que es muy cercana a la de flujos y supone una posible vía
de extensión de los resultados que obtengamos aquí para flujos. Conviene comentar
que la noción de semiflujo fue introducida por primera vez en 1965 por O. Hajek en
[Haj65b] y una teoría sobre ellos fue desarrollada poco después en el libro del mismo
autor y N. P. Bhatia [BH70].

6Nota por eliminar: Cuidado con la definición
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Definición 1.2.4 (campo de vectores). Un campo de vectores de clase Cr sobre
una variedad de clase Cs (s ≥ r) y dimensión n es una aplicación de clase Cr como
sigue

f : M −→ TM

x → f(x) ∈ TMx.

Definición 1.2.5 (ecuación diferencial autónoma). Una ecuación diferencial
autónoma de clase Cr, 1 ≤ r ≤ ∞, sobre una variedad M sin frontera combinatoria
es una expresión del tipo

y′ = f(y), (1.2.1)

donde f es un campo de vectores de clase Cr, f : M → TM .

Definición 1.2.6 (solución de una ecuación diferencial). Un flujo local Φ :

Λ ⊂ R×M →M se dice que es la solución de (1.2.1) si se satisfacen las siguientes
condiciones:

1. Para cada (0, x) ∈ Λ se verifica

∂Φ

∂t
(0, x) = f(x).

2. La aplicación Φx : Ix → M , tal que Φx(t) = Φ(t, x), no se puede extender a
un subintervalo más grande J de manera que Φ′

x(t) = f(x) para cada t ∈ J .

Un hecho importante de los flujos locales es la relación que existe entre ellos y
las ecuaciones diferenciales autónomas, esta relación la vamos a poner de manifiesto
en lo que sigue.

Teorema 1.2.7. Para cada ecuación diferencial autónoma de clase Cr y′ = f(y),
f : Rn → Rn, existe un flujo local de clase Cr

Φ : Λ ⊂ R× Rn → Rn,

de manera que:
∂Φ

∂t
(0, x) = f(x).

Demostración. Remitimos al lector a [Jim00, sección 26] y [Sot79, páginas 33-43].
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Recíprocamente es sencillo mostrar que cualquier flujo local de clase Cr, Φ : Λ ⊂
R×M → M , con 1 ≤ r ≤ ∞, tiene asociada una ecuación diferencial de clase Cr−1

cuya solución es el flujo local Φ. Esta ecuación diferencial está definida por y′ = f(y)

con
f(y) =

∂Φ

∂t
(0, y).

Este teorema también se puede extender a variedades, [PM82, capítulo 1, pro-
posición 1.1]. Enunciamos la extensión:

Teorema 1.2.8. Para cada ecuación diferencial autónoma de clase Cr y′ = f(y)

sobre una variedad M sin frontera de clase Cs (s ≥ r), f : M → TM , existe un
flujo local de clase Cr

Φ : Λ ⊂ R×M →M

tal que
∂Φ

∂t
(0, x) = f(x).

1.3. Flujos. Relación entre flujos y flujos locales

Hemos visto en la sección anterior que dado un flujo de clase Cr. 1 ≤ r ≤ ∞,
sobre una variedad M de dimensión n, Ψ : R ×M → M , podemos asociarle una
ecuación diferencial autónoma de clase Cr−1: y′ = f(y), donde f es una aplicación
entre M y su espacio tangente, TM , definida por f(y) = ∂Ψ

dt
(0, y).

El recíproco no es cierto en general porque las soluciones de una ecuación dife-
rencial pueden no estar definidas sobre toda la recta real. Por ejemplo, si tomamos
la ecuación diferencial autónoma (x′, y′) = (1, 1+tan2(x)), sus soluciones están defi-
nidas para cada condición inicial (x0, y0) en un intervalo de amplitud π. Entonces no
podemos asociarle a dicha ecuación diferencial un flujo. Sin embargo, si la variedad
es compacta, el recíproco sí que es cierto (véase [AL73, sección 1.9, teorema 4] y
[PM82, capítulo 1, proposición 1.3]). En cambio, hemos visto que cualquier campo
de vectores de clase Cr tiene un flujo local asociado. En esta sección mostraremos
cuándo un flujo local es topológicamente equivalente a un flujo en el sentido de la
siguiente definición.

Definición 1.3.1 (flujos locales equivalentes). Dados dos flujos locales de clase
Cr, r ≥ 0, Ψ : Σ ⊂ R×M → M y Φ : Λ ⊂ R×M → M sobre una variedad M de



1.3 Flujos. Relación entre flujos y flujos locales 35

dimensión n, decimos que son equivalentes de clase Cr si existe un difeomorfismo de
clase a Cr, h : M →M , tal que:

1. h conserva las órbitas de Φ. Es decir, los subconjuntos h(Φp(Ip)) y Ψh(p)(Ih(p))

de M son iguales para todo p ∈M .

2. Además, las orientaciones de las curvas Ψh(p)(t) y h ◦ Φp(t) coinciden para
cada p ∈ M , es decir, existe una aplicación creciente ip : Ip → Ih(p) para la
que h ◦ Φp(t) = Ψh(p)(ip(t)).

Una cuestión interesante para simplificar la notación de la tesis es ver que para
cualquier conjunto abierto O en una variedad M y para cualquier flujo local de clase
Cr, Ψ : Σ ⊂ R × O → O, existe un flujo Φ : R ×M → M tal que Ψ y Φ|R×O son
equivalentes. Esta cuestión fue resuelta por Vinograd [NS60, pp. 19-21] cuando la
variedad considerada es M = Rn.

Teorema 1.3.2 (Vinograd). Sea O un conjunto abierto de Rn y sea Φ : Σ ⊂
R×O → O un flujo local de clase Cr (r ≥ 0). Entonces existe un flujo de clase Cr,
Ψ : R× Rn → Rn, tal que:

1. Φ y Ψ|R×O son flujos locales equivalentes de clase Cr,

2. Ψ(t, x) = x para cada x �∈ O y t ∈ R.

Además el difeomorfismo que da la equivalencia es la aplicación identidad.

En esta sección vamos a extender este teorema de Vinograd a variedades.

1.3.1. Relación entre flujos y flujos locales definidos sobre
variedades

Enunciamos ya el teorema que extiende el resultado de Vinograd (teorema 1.3.2).
La prueba puede encontrarse en [Sol01a] y [JS04d, Lemma 1.5].

Teorema 1.3.A (Jiménez López-Soler López). Sea O un conjunto abierto de
la variedad de dimensión n, M , y sea Φ : Σ ⊂ R × O → O un flujo local de clase
Cr (r ≥ 0). Entonces existe un flujo de clase Cr, Ψ : R×M →M , tal que

1. Φ y Ψ|R×O son equivalentes de clase Cr,



36 Definiciones básicas y resultados técnicos

2. Ψ(t, x) = x para cada x �∈ O y t ∈ R, es decir, los puntos que están fuera de
O son singulares.

Además el difeomorfismo que da la equivalencia es la identidad.

Prueba de la versión continua

La prueba reproduce la que hicimos en el Lema 1.5 de [JS04d]. Obsérvese que no
es restrictivo suponer que la variedad M es conexa (ya que si N es una componente
conexa deM entonces el subconjunto abierto deN ,O∩N , es la unión de órbitas de Φ,
es decir, la restricción de Φ a Σ∩(R×(O∩N)) es un flujo local sobre O∩N). Además,
puesto que M es localmente compacto y Hausdorff entonces podemos aplicar el
teorema de Alexandrov [Kur68, capítulo 4, sección 41.X, teorema 5] y considerar la
compactificación de M por un punto, que denotaremos por M∞.

Según el teorema de Alexandrov M∞ es metrizable por serlo M . Fijemos una
distancia dist∞ : M∞ ×M∞ → [0,∞[ para la que haya algún punto y ∈ O tal que
dist∞(y,BdO) > 1 (aquí se entiende que BdO es la frontera del conjunto O en
la compactificación M∞) y elijamos números positivos tn, n = 1, 2, . . ., suficiente-
mente pequeños tales que si dist∞(x,BdO) ≥ 1/n entonces dist∞(Φ(t, x),BdO) ≥
1/(n + 1) para cualquier |t| ≤ tn. Fijemos una aplicación continua Θ : O → (0,∞)

satisfaciendo Θ(x) ≥ 1/tn para cada x con dist∞(x,BdO) ≥ 1/(n+ 1).

Ahora para cada θ ∈ R y x ∈ O existe exactamente un número t(θ, x) := t ∈ Ix

tal que θ =
∫ t

0
Θ(Φ(s, x)) ds. Es fácil verificar que t(θ, x) es continua y que Ψ(θ, x) =

Φ(t(θ, x), x) es un flujo sobre O que se puede extender de forma continua a todo el
espacio M∞ (en concreto a M) tomando Ψ(θ, x) = x para todo θ ∈ R y x ∈M∞\O.

Observación 1.3.1. La prueba dada también funciona para flujos locales definidos
sobre espacios metrizables localmente compactos. Además el lema 1.5 de [JS04d]
está probado en este contexto.

Prueba de la versión diferenciable

7Usando el teorema de Whitney8, podemos ver a M como una subvariedad de
dimensión n de R2n. Podemos suponer que M está acotada en R2n y por lo tanto que

7Nota por eliminar: Revisar la demostración
8Ver teorema 1.1.20, página 30.
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K = (ClM) \O es compacto. Fijemos una colección {Ui}∞i=1 de entornos abiertos y
acotados de K en R2n tales que ClUi+1 ⊂ Ui para cada i y

⋂∞
i=1 Ui = K.

Ahora se toman aplicaciones de clase C∞, λi : Rm → [0, 1], que verifican:

1. λi ≡ 1 en R2n \ Ui,

2. λi ≡ 0 en ClUi+1,

y se definen los campos de vectores de clase C∞, Fi : M → Rm, dados por:

Fi(x) =

λi(x)F (x) si x ∈ O,

0 en caso contrario,

siendo F : M → Rm el campo de vectores suave asociado al flujo local de partida Φ.

Fijemos un atlas numerable sobre la variedad M , {ϕi : Vi ⊂ Rn →Wi ⊂M}∞i=1.
Ahora tomamos números positivos suficientemente pequeños, {εi}∞i=1, para que los
campos de vectores Gi(x) = εiFi(x) verifiquen que para cada j, las composicio-
nes Gj ◦ ϕi, i = 1, 2, . . . , j, tienen todas sus derivadas parciales hasta el orden j

uniformemente acotadas por 1/2j.

Entonces G =
∑∞

i=1Gi es un campo de vectores suave sobre M que se anula en
M \ O y cuyo flujo local asociado, Ψ, tiene las mismas órbitas y con las mismas
orientaciones que Φ. Además, podemos suponer que los números εi elegidos garanti-
zan que ‖G(x)‖ < d(R2n \Ui,ClUi+1) (siendo d(·, ·) la distancia euclídea) para todo
x ∈ O ∩ (Ui \ Ui+1).

Ahora es claro que Ψ es de hecho un flujo, lo que concluye la prueba.

1.4. Conjuntos ω-límite

El objetivo de esta tesis es estudiar el comportamiento asintótico de las trayecto-
rias de un flujo definido sobre una variedad. La resolución de este problema ayudará
a entender el comportamiento final de las trayectorias de ecuaciones diferenciales
debido a la estrecha relación existente entre ecuaciones diferenciales autónomas y
flujos.

En esta sección nos ocupamos de definir el conjunto que contiene la información
del comportamiento asintótico de las órbitas de un flujo. Este conjunto recibe el
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nombre de conjunto ω-límite. Pasamos a dar su definición precisando previamente
la definición exacta de órbita.

Definición 1.4.1 (órbita de x). Sea Φ : R×M →M un flujo sobre una variedad
M y sea x ∈M . Denotamos por OrbΦ(x) a la órbita de x, que viene definida por la
igualdad OrbΦ(x) = Φ(R× {x}).

Para cada punto de x podemos estudiar el conjunto de puntos en el que acumula
la semiórbita Φ((0,+∞) × {x}), cuando consideramos sucesiones de puntos de ella
eligiendo tiempos que tienden a +∞. Este conjunto es el conjunto conjunto ω-límite.
Por el contrario el conjunto de puntos de acumulación de Φ((−∞, 0)×{x}), eligiendo
sucesiones de puntos de ella con tiempo tendiendo a −∞, se llama conjunto α-límite.

Definición 1.4.2 (conjunto ω-límite y conjunto α-límite). Sea Φ : R×M → M

un flujo continuo sobre la variedad M y sea x ∈ M . Entonces el conjunto ω-límite
de x, también llamado conjunto ω-límite de OrbΦ(x) (resp. conjunto α-límite de x
también llamado conjunto α-límite de OrbΦ(x)) se denota por ωΦ(x) (resp. αΦ(x))
y está definido por la igualdad:

ωΦ(x) = {y ∈M : ∃(tn)n∈N → +∞ tal que (Φ(tn, x))n∈N → y},
(resp. αΦ(x) = {y ∈M : ∃(tn)n∈N → −∞ tal que (Φ(tn, x))n∈N → y}).

Obviamente ambos conjuntos, conjunto α-límite y conjunto ω-límite, tienen las
mismas propiedades topológicas. El teorema siguiente recoge las propiedades topo-
lógicas básicas de los conjuntos ω-límites (y por tanto también las de los conjuntos
α-límite).

Teorema 1.4.3 (propiedades básicas de los ω-límite). Sea Φ : R ×M → M

un flujo continuo definido sobre una variedad M y sea x ∈M . Entonces:

(ω1) ωΦ(x) es invariante por el flujo Φ, es decir Φ(R× ωΦ(x)) = ωΦ(x).

(ω2) ωΦ(x) es cerrado.

Además, si M es compacta se verifican las propiedades:

(ω3) ωΦ(x) �= ∅.

(ω4) ωΦ(x) es compacto.

(ω5) ωΦ(x) es conexo.
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Demostración de la propiedad (ω1)

Probaremos en este caso que el conjunto ω-límite es la unión de órbitas completas
del flujo Φ. Dado y ∈ ωΦ(x), veremos que OrbΦ(y) ⊂ ωΦ(x). Para ello tomamos
z ∈ OrbΦ(y), es decir, z = Φ(s, y) para cierto s ∈ R y vemos que z pertenece a
ωΦ(x).

Para ver esto tomemos un entorno Uz del punto z y t ∈ R y veamos que existe
τ > t tal que Φ(τ, x) ∈ Uz. Como y ∈ ωΦ(x) existirá un t′ > t− s tal que Φ(t′, x) ∈
Φ({−s}×Uz) (abierto que contiene al punto y por ser Φ un flujo). De aquí tenemos
que Φ(s,Φ(t′, x)) = Φ(t′ + s, x) ∈ Φ({s} × (Φ({−s} × Uz))) = Uz.

Así que Φ(s + t′, x) ∈ Uz y por lo tanto, haciendo τ = t′ + s > t tenemos
Φ(τ, x) ∈ Uz, por lo que z ∈ ωΦ(x) y OrbΦ(y) ⊂ ωΦ(x).

Demostración de la propiedad (ω2)

Para probar esta propiedad vamos a ver que el conjunto M\ωΦ(x) es abierto.
Tomemos z �∈ ωΦ(x), un conjunto abierto Uz ⊂ M y t̃ ∈ R tales que Φ(s, x) �∈ Uz

para todo s > t̃. Así que Uz ⊂M\ωΦ(x).

De lo que se deduce que M\ωΦ(x) es abierto y entonces ωΦ(x) es cerrado.

Demostración de la propiedad (ω3)

Debido a que M es compacta, podemos extraer una subsucesión convergente de
la sucesión (Φ(n, x))n∈N. Supongamos que esta subsucesión converge hacia c ∈ M .
Por lo tanto c ∈ ωΦ(x) y ωΦ(x) �= ∅.

Demostración de la propiedad (ω4)

Puesto que el conjunto ωΦ(x) es cerrado y está contenido dentro de un conjunto
compacto M se tiene que ωΦ(x) es compacto.

Demostración de la propiedad (ω5)

Supongamos que ωΦ(x) no fuera conexo, es decir ωΦ(x) = A ∪ B para ciertos
conjuntos cerrados y disjuntos A y B.
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Denotemos por δ a la distancia de A a B. Entonces δ > 0 por ser A y B cerrados
y disjuntos. Debido a que A y B están dentro del conjunto ωΦ(x) podemos encontrar
dos sucesiones, (sn)n∈N y (tn)n∈N, tales que d(Φ(tn, x), A) > δ/2, d(Φ(sn, x), A) < δ/2

y sn < tn para todo n ∈ N.

Puesto que la función t→ d(Φ(t, x), A) es continua, existirá otra sucesión (vn)n∈N

con tn < vn < sn de manera que d(Φ(vn, x), A) = δ/2. Debido a que d(A,B) = δ,
tenemos que d(Φ(vn, x), B) ≥ δ/2.

Ahora, de la sucesión (Φ(vn, x))n∈N se puede extraer una subsucesión convergente
hacia un punto c, que pertenecerá a ωΦ(x). Por la continuidad de la función distancia
tendremos d(c, A) = δ/2 y d(c, B) ≥ δ/2, lo cual contradice la hipótesis de no
conexión de ωΦ(x).

Estas propiedades son necesarias. Sin embargo es fácil ver, incluso si M es com-
pacta, que dichas propiedades no son suficientes para que un conjunto sea un ω-
límite.

Ejemplo 1.4.1. Cualquier conjunto ω-límite en R es o bien vacío o bien un conjunto
formado por un solo punto. Por lo tanto cualquier intervalo cerrado no puede ser un
conjunto ω-límite y sin embargo satisface (ω2), (ω3), (ω4) y (ω5).

El objetivo de este trabajo será encontrar propiedades topológicas necesarias y
suficientes para caracterizar a los conjuntos ω-límite. Naturalmente estas propieda-
des variarán dependiendo de la variedad con la que estemos trabajando. En efecto,
las diferencias topológicas entre variedades dan lugar a que podamos definir sobre
ellas flujos con comportamientos dinámicos diferentes. Una diferencia importante
entre las órbitas de una variedad es la ausencia o presencia de puntos recurrentes
no triviales. Éstos no están presentes en todas las variedades, su existencia depende
de la geometría de la variedad.

Definición 1.4.4 (punto recurrente). Sea Φ : R×M →M un flujo definido sobre
una variedad M y sea x ∈ M . Diremos que x es recurrente para el flujo Φ o que
OrbΦ(x) es recurrente para el flujo Φ si x ∈ ωΦ(x). Cuando no haya posibilidad de
confusión, eliminaremos la alusión al flujo y diremos simplemente que x o OrbΦ(x)

son recurrentes.

Ejemplos triviales de órbitas recurrentes son los puntos singulares y las órbitas
cerradas. Damos su definición precisa.
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Definición 1.4.5 (puntos singulares, regulares y órbitas cerradas). Sea Φ :

R × M → M un flujo sobre la variedad M y x ∈ M . Decimos que x (también
OrbΦ(x)) es un punto singular o que x (también OrbΦ(x)) es un punto singular si
OrbΦ(x) = {x}. El conjunto de puntos singulares de M se denota por Sing(Φ) y los
puntos de M\ Sing(Φ) se llaman puntos regulares del flujo Φ.

Una órbita OrbΦ(x) se dice que es una órbita cerrada o una órbita periódica si y
sólo si OrbΦ(x) es un círculo, es decir, si existe un homeomorfismo entre OrbΦ(x) y
S1, esto es equivalente a que exista un t > 0 minimal tal que Φ(t, x) = x.

Los puntos singulares y las órbitas cerradas reciben el nombre de órbitas re-
currentes triviales, las órbitas recurrentes que no son puntos singulares ni órbitas
cerradas se llaman órbitas recurrentes no triviales. Naturalmente, esta última clase
de órbitas existe y un ejemplo de ellas son todas las órbitas del flujo irracional sobre
el toro T2, todas estas órbitas tienen como conjunto ω-límite a toda la superficie
T2. Otra clase de órbitas recurrentes no triviales son aquellas que generan conjun-
tos ω-límites con interior vacío diferentes de curvas de Jordan; en el capítulo 3 las
estudiaremos en detalle sobre superficies.

La existencia de esta amplia variedad de órbitas complica la caracterización
topológica de los conjuntos ω-límites. Sin embargo, existen algunas variedades que
no admiten flujos con órbitas recurrentes no triviales, por ejemplo la esfera S2,
el plano proyectivo P2 y la botella de Klein B2. Por lo tanto una caracterización
topológica global de los conjuntos ω-límite en estas superficies será más fácil de
obtener: lo veremos en el siguiente capítulo.

Teorema 1.4.6. Denotemos por S a R2, S2, P2 o B2 y sea Φ : R× S → S un flujo
continuo. Si x ∈ S, o bien es no recurrente o recurrente trivial, es decir x es un
punto no recurrente, un punto singular o pertenece a una órbita periódica.

Demostración. 9La prueba de este teorema para S = R2 la obtuvieron en 1936 H.
Bohr y W. Fenchel, [BF52]. De dicha prueba se deduce el resultado para S2, ya que
la esfera menos un punto es homeomorfa a R2. El resultado para P2 es consecuencia
del resultado para la esfera ya que ésta es el recubridor orientable doble del plano
proyectivo, se pueden ver los detalles en [ST88b]. Por último, la prueba del resultado
para la botella de Klein se debe a N. G. Markley que la obtuvo en 1969 en [Mar69a]
y a S. Kh. Aranson [Ara69] que obtuvo el mismo resultado independientemente.

9Nota por eliminar: Revisar estas referencias
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Para acabar hacemos notar que la no existencia de órbitas recurrentes no triviales
en S2, P2 y B2 implica que los conjuntos ω-límites en dichas superficies tienen interior
vacío, cosa que no ocurre por ejemplo en el toro. En efecto, como hemos comentado
antes, cualquier órbita del flujo irracional sobre el toro tiene a toda la superficie
como conjunto ω-límite.

Proposición 1.4.7. Denotemos por S a R2, S2, P2 o B2 y sea Φ : R× S → S un
flujo continuo. Entonces para cualquier x ∈ S se tiene que IntωΦ(x) = ∅.

Demostración. Razonemos por reducción al absurdo y adoptemos la notación O =

IntωΦ(x) �= ∅. Tomemos p ∈ ωΦ(x) ⊂ O y τ ∈ R tal que Φ(τ, x) ∈ O. Por lo tanto
Φ(τ, x) ∈ O ⊂ ωΦ(x) y en virtud de la propiedad (ω1) x ∈ ωΦ(x). Esto nos dice
que x es un punto recurrente no trivial (puesto que Orbx no es un punto singular ni
una órbita periódica ya que su ω-límite tiene interior no vacío), pero S no admite
flujos con puntos recurrentes no triviales. Llegamos pues a una contradicción y por
lo tanto el teorema queda probado.

1.4.1. Conjuntos y variedades minimales

El desarrollo del estudio de los conjuntos ω-límites de un flujo necesita a veces
la noción de conjuntos minimales. Éstos son casos particulares de los conjuntos ω-
límites puesto que cualquier conjunto minimal es también un conjunto ω-límite. Sin
embargo el recíproco no es cierto. Introducimos con precisión esta noción.

Recordamos de antemano que fijada una variedad M y un flujo sobre ella, Φ :

R×M → M , se dice que un subconjunto N deM es invariante por Φ (o simplemente
invariante si no hay posible confusión con otros flujos) cuando Φ(R×N) = N . Esta
noción ya ha sido usada antes al probar que los conjuntos ω-límites de un flujo son
invariantes por dicho flujo. Otro tipo de conjuntos invariantes serán los conjuntos
minimales.

Definición 1.4.8 (Conjunto minimal). Dado un flujo Φ : R × M → M , un
conjunto no vacío N ⊂ M se dice minimal para el flujo Φ (o simplemente minimal
si no hay confusión) si verifica las propiedades:

1. N es invariante.

2. N es un conjunto cerrado.
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3. Ningún subconjunto propio de él verifica simultáneamente las dos propiedades
anteriores.

Al igual que las órbitas recurrentes las dividíamos en recurrentes triviales (puntos
singulares y órbitas cerradas) y no triviales (las demás), los conjuntos minimales
sobre superficies se clasifican también en triviales y no triviales.

Definición 1.4.9 (Conjuntos minimales triviales y no triviales). Un conjunto
minimal N para un flujo sobre la superficie S, Φ : R × S → S, se dice trivial si es
un punto singular, una curva de Jordan o si es igual a S y en este caso S = T2. En
caso contrario se dice que el conjunto minimal es no trivial.

Lema 1.4.10 (Existencia de conjuntos minimales). Sea M una variedad com-
pacta y Φ : R × M → M un flujo continuo. Entonces M contiene al menos un
conjunto minimal N .

Demostración. En la prueba de este resultado usaremos el lema de Zorn. Considera-
remos el conjunto no vacío H = {T ⊂M : T es invariante, compacto y no vacío }.

Dentro de este conjunto vamos a considerar el orden C1 ≤ C2 si y sólo si C2 ⊆ C1.
Veamos que H con este orden es un conjunto inductivo.

El conjunto H es no vacío, ya que M es un elemento de él. Por otra parte si
{Ci}i∈I es una cadena en H, el conjunto10 C =

⋂
i∈N

Ci es un elemento maximal que
está en H.

En efecto, el conjunto C es no vacío por ser intersección de una sucesión de
compactos contenidos cada uno en el anterior, compacto por ser intersección de
compactos e invariante por ser intersección de invariantes.

Puesto que hemos probado que toda cadena posee un mayorante, debe existir
en H un elemento maximal, que por definición del conjunto H y del orden será un
conjunto minimal para Φ.

Lema 1.4.11. Todo conjunto ω-límite en una variedad compacta contiene un con-
junto minimal.

Demostración. Los ω-límites en variedades compactas son conexos, compactos e
invariantes. Aplicando el mismo razonamiento que en lema precedente se obtiene el
resultado enunciado.

10Nota por eliminar: Esta no es la definición de cadena, hay que revisar la prueba
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Hemos visto que cualquier flujo definido sobre una variedad compacta posee un
conjunto minimal. Sin embargo, esta propiedad deja de ser cierta si el flujo no está
definido sobre una variedad compacta. En este sentido J. C. Benière y G. Meigniez
por un lado y T. Inaba por otro dieron en [BM99] y [Ina99] ejemplos de flujos
definidos sobre superficies no compactas sin conjuntos minimales.

Por otro lado conviene resaltar aquí que el estudio de superficies minimales ocupó
recientemente la atención de J. C. Benière y G. Hector. Recordamos seguidamente la
noción de variedad minimal y el teorema de estos autores sobre superficies minimales
contenido en la tesis doctoral del primero de ellos, [Ben98].

Definición 1.4.12 (variedad minimal). Una variedad M se dice minimal si existe
un flujo continuo Φ : R×M →M para el que M es un conjunto minimal.

Por un teorema de C. Gutiérrez, ver [Gut86], cualquier flujo continuo sobre una
superficie compacta y conexa es topológicamente equivalente a un flujo derivado de
una ecuación diferencial autónoma definida por un campo de vectores. Por lo tanto,
gracias al teorema de Poincaré-Hopf (ver por ejemplo [Tho79, capítulo 21], [dC76b,
página 283] o [Sol01b, sección 2.4]), a menos que la superficie sea el toro o la botella
de Klein, ha de tener puntos singulares. La existencia de los puntos singulares impide
la minimalidad de la superficie. Por otro lado, sabemos que la botella de Klein no
admite recurrencias, por lo que no puede ser minimal. Finalmente sí se sabe que T2

es minimal, por ejemplo tomando el flujo irracional. Resumiendo podemos enunciar
el siguiente teorema.

Teorema 1.4.13 (superficies compactas y conexas minimales). Sea S una
superficie compacta y conexa. Entonces se tiene que S es minimal si y sólo si S es
homeomorfa al toro.

Este teorema se complementa con el estudio desarrollado por J. C. Beniere y G.
Hector, recogido en el siguiente teorema (ver [Ben98]).

Teorema 1.4.14. Cualquier superficie orientable no compacta y de género no cero
(no se puede embeber en el plano) admite un flujo minimal.

1.4.2. Conjuntos y variedades transitivas

La noción de transitividad está íntimamente ligada al estudio e los conjuntos ω-
límites como dejaremos claro en un capítulo posterior. Introducimos ya esta nueva
noción utilizando la notación ClO para denotar la clausura del conjunto O.
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Definición 1.4.15 (conjunto transitivo). Dada una variedad M , un flujo Φ :

R×M → M y un subconjunto O ⊂M , se dice que el conjunto O es transitivo para
el flujo Φ (o simplemente transitivo si no existe confusión con otros flujos) si y sólo
si existe x ∈ O tal que ClO = ωΦ(x).

Es claro que los conjuntos minimales son transitivos, la minimalidad es una
transitividad fuerte ya que en un conjunto minimal se tiene que todos los puntos
tienen como ω-límite al conjunto minimal. Como es de suponer ambas nociones no
son equivalentes. Tras la definición que sigue lo pondremos de manifiesto.

Definición 1.4.16 (variedad transitiva). Una variedad M se dice transitiva si
se puede definir un flujo sobre ella, Φ : R×M → M , de forma que existe un punto
x ∈M tal que ωΦ(x) = M .

Si además el flujo Φ es suave entonces diremos que M es transitiva de clase C∞

o transitiva suave.

Hemos enunciado en la sección anterior, en el teorema 1.4.13, que la única su-
perficie compacta y conexa minimal es el toro. Sin embargo cualquier superficie
compacta y conexa diferente de S2, P2 y B2 es transitiva. Una demostración de este
hecho se puede seguir en el artículo de R. A. Smith y S. Thomas [ST88b], en esta pu-
blicación y en [ST88a] se propone estudiar qué variedades en general son transitivas
y cuáles no.

Es necesario resolver el problema de clasificar variedades transitivas cuando se
pretende dar una clasificación topológica de los conjuntos ω-límites con interior
no vacío. En [JS04d] hemos clasificado las variedades transitivas; expondremos los
resultados en los capítulos 4 y 5. Sin embargo podemos avanzar ya que cualquier
variedad conexa (suave) de dimensión mayor o igual a 3 es transitiva (suave). En
concreto el espacio Rn, n ≥ 3, es transitivo de clase C∞.

La transitividad de Rn para dimensiones mayores de dos se conocía ya desde
1968. La prueba de este hecho se debe a Y. A. Sidorov y se puede seguir en [Sid68].
En cambio R2 no es transitivo ya que no admite recurrencias no triviales (teorema
1.4.6). Por supuesto R tampoco es transitivo como es fácil de constatar.

En cuanto a superficies, la clasificación de superficies transitivas no es tan sencilla
de enunciar, no se tiene que todas sean transitivas ni que todas no lo sean. Enuncia-
remos y probaremos la clasificación que hemos logrado en el capítulo 4. Concluimos
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ya esta sección apuntando que la única variedad de dimensión 1 transitiva es ho-
meomorfa a S1, ya que cualquier variedad transitiva es conexa, las únicas variedades
de dimensión uno conexas son aquellas homeomorfas a S1, [0, 1] o [0, 1) y las dos
últimas no son transitivas.

1.5. Variedades de dimensión dos y tres

Nuestro interés en este trabajo es desarrollar lo máximo posible la caracteriza-
ción topológica de los conjuntos ω-límite para variedades de dimensión arbitraria.
No obstante es conveniente parar y mirar las particularidades que ofrecen las su-
perficies. Una razón para esta restricción es que existe un teorema de clasificación
de superficies. Otra razón es que cualquier variedad de dimensión menor o igual
a tres admite una estructura diferenciable. Ambas propiedades se usarán para dar
resultados más precisos en dimensión 2.

En cuanto a las variedades de dimensión 1 no nos ocuparemos del estudio de
la estructura de los ω-límites sobre ellas porque es trivial: son el conjunto vacío,
conjuntos formados por un único punto o bien una órbita periódica.

1.5.1. Suavizando variedades topológicas de dimensiones dos
y tres

En este apartado vamos a seguir el capítulo 3 de [Thu97]. En concreto estamos
interesados en presentar un teorema de diferenciabilidad de variedades de dimensión
menor o igual a tres. Siguiendo con el ejemplo 3.1.611 de [Thu97, p. 112] tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 1.5.1 (diferenciabilidad de variedades topológicas). Cualquier va-
riedad sin frontera combinatoria de dimensión n (n ≤ 3) admite una única estruc-
tura diferenciable de clase C∞ (única salvo difeormorfismos). En concreto, si S y R
son variedades homeomorfas de dimensión n (n ≤ 3) entonces serán difeomorfas.

Este teorema se puede generalizar para superficies con frontera combinatoria,
con este fin introducimos el siguiente teorema.

11Nota por eliminar: Revisar la referencia



1.5 Variedades de dimensión dos y tres 47

Teorema 1.5.2 (collaring). Sea S una superficie de clase Cr (r ≥ 0). Entonces
existe un embebimiento e : ∂S × [0, 1) → S con e(x, 0) = x para cada x ∈ ∂S.

Demostración. Véase [Hir88, pp 113-114] y [Bro62].

Teorema 1.5.3 (suavizando superficies). 12 Cualquier superficie (no necesaria-
mente compacta y conexa) admite una estructura diferenciable suave (única salvo
difeomorfismos). En particular, si S y R son superficies homeomorfas entonces tam-
bién son difeomorfas siendo el difeomorfismo de clase C∞.

Demostración. Usando el teorema anterior construimos un embebimiento e : S → S ′

tal que ∂S ′ = ∅. Ahora se aplica el teorema 1.5.1 para obtener una estructura
diferenciable suave sobre S ′, que induce una estructura diferenciable en e(S) y por lo
tanto en S. La unicidad se obtiene aplicando, de nuevo, el teorema 1.5.1 a S\∂S.

1.5.2. Notación y definiciones relacionadas con la noción de
superficie

En este apartado se pretende fijar de manera exacta la notación relacionada
con el concepto de superficie así como los objetos que se pueden definir sobre ellas.
Es pues importante la lectura de esta sección para evitar confundir estas nociones
con otras similares que otros autores llaman de otro modo. De todas formas hemos
intentado seguir la notación comunmente usada en los manuales de geometría y
topología.

Empezamos con la notación de caracter general. A menos que se señale explícita-
mente, usaremos el símbolo “∼=” para denotar “homeomorfo a”. Por ‖·‖ denotaremos
la norma euclídea en Rn y asumiremos las identificaciones siguientes:

Sn(ρ) = {x ∈ Rn+1 : ‖x‖ = ρ},

On(ρ) = {x ∈ Rn : ‖x‖ < ρ},
Dn(ρ) = {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ ρ},

éstos tres conjuntos los llamaremos respectivamente esfera (de dimensión n) de radio
ρ, bola abierta (de dimensión n) de radio ρ y bola cerrada (de dimensión n) de radio
ρ. Haremos referencia a la dimensión sólo cuando haya ambigüedad al no señalarla.

12Nota por eliminar: Aclarar la noción de diferenciabilidad con frontera
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Frecuentemente haremos las simplificaciones:

Sn := Sn(1), On := On(1) y Dn := Dn(1).

Si C es un subconjunto de M entonces ClC, IntC y BdC denotan respecti-
vamente la clausura, el interior y la frontera topológica de C. Si M es además un
espacio métrico diamC denota el diámetro del conjunto C.

Hemos usado ya el plano proyectivo, la botella de Klein y la esfera sin definición
previa por ser superficies bien conocidas. No obstante aprovechamos esta sección de
notación general para revisar la definición y nomenclatura usuales de estas y otras
superficies comunes:

T2 es el toro y se define como el espacio cociente (S1 × D1)/ ∼, donde x ∼ y

si y sólo si x = y o x = (t, δ) y y = (t,−δ) con |δ| = 1.

P2 es el plano proyectivo y se define como el espacio cociente D2/ ∼, donde
x ∼ y si y sólo si x = y o x = −y.

B2 es la botella de Klein y se define como el espacio cociente (S1 × D1)/ ∼,
donde x ∼ y si y sólo si x = y o x = (t, δ) y y = (−t,−δ) con |δ| = 1.

M2 es la banda de Möbius y se define como el espacio cociente (O1 × D1)/ ∼,
donde x ∼ y si y sólo si x = y o x = (t, δ) y y = (−t,−δ) con |δ| = 1.

Un anillo sobre una superficie S es cualquier subconjunto homeomorfo a S1 ×
O1. Cuando la frontera topológica de un anillo tiene dos componentes conexas
se dice entonces que es un anillo regular.

Un anillo cerrado sobre una superficie S es cualquier subconjunto homeomorfo
a S1 × D1.

Un disco cerrado es cualquier conjunto homeomorfo a D2.

Un disco abierto es cualquier conjunto homeomorfo a O2, a veces llamaremos
simplemente disco a los discos abiertos.

Definición 1.5.4 (curva, arco, subarco, parametrización, orientaciones).
Una curva B sobre la superficie S es la imagen de una aplicación continua inyectiva
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ϕ : I → S, siendo I un intervalo abierto13 o I = S1. Cuando I = S1 diremos que B
es un círculo (también llamado curva de Jordan14).

Un arco A sobre la superficie S es la imagen de una aplicación continua inyectiva
ϕ : I → S, siendo I un intervalo cerrado no degenerado

La aplicación ϕ recibe el nombre de parametrización de B o de A. A veces, para
evitar recargar la notación cometeremos un abuso de notación llamando a una curva
(resp. arco) y su parametrización de la misma forma.15

Cuando estamos ante una curva de Jordan, B, también podremos suponer que
la parametrización está definida sobre el intervalo [0, 1], ϕ : [0, 1] → S, de manera
que ϕ|[0,1) es inyectiva y ϕ(0) = ϕ(1).

Si A es un arco, B es una curva y A ⊂ B entonces diremos que A es un subarco
de B.

Dos parametrizaciones ϕi : Ii → B, i = 1, 2, se dice que inducen la misma
orientación sobre B si ϕ−1

2 ◦ ϕ1 : I1 → I2 es un homeomorfismo creciente. Esta
definición induce una relación de equivalencia en la familia de parametrizaciones
de B y cada una de las clases de equivalencia recibe el nombre de orientación de
B. Cualquiera de las aplicaciones que pertenecen a cada una de las clases recibe el
nombre de parametrización compatible con la orientación. Una vez que se le asocia
a una curva una orientación se dice que la curva es una curva orientada.

Definición 1.5.5 (círculo o curva de Jordan (no) homotópicamente nula).
Diremos que una curva de Jordan C ⊂ S, parametrizada por α : [0, 1] → C, es
homotópicamente nula si existe una aplicación continua H : [0, 1]2 → S que satisface:

H(t, 0) = α(t) para todo t ∈ [0, 1];

H(t, 1) = α(0) para todo t ∈ [0, 1];

H(0, s) = H(1, s) = α(0) para cada s ∈ [0, 1].

Definición 1.5.6 (curvas de Jordan orientables y no orientables). Cuando
una curva de Jordan B está incluida en una superficie decimos que es orientable si
B admite entornos arbitrariamente pequeños homeomorfos a S1 × O1 (anillo). Sin

13Obsérvese que si I es un intervalo abierto entonces ϕ : I → S no es necesariamente un
embebimiento, es decir, ϕ : I → ϕ(I) no es necesariamente un homeomorfismo

14Nota por eliminar: ¿No deberíamos usar uno de los dos términos?
15Nota por eliminar: Preguntar si se puede hacer este abuso
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embargo, si B admite un entorno homeomorfo a M2 (banda de Möbius) se dice que
es no orientable.

Es conveniente notar que cualquier curva de Jordan sobre una superficie debe
ser orientable o no orientable. La prueba es bastante tediosa: se obtendría usando el
teorema de Schönflies (cualquier homeomorfismo entre dos círculos en una esfera se
puede extender a un homeomorfismo definido sobre toda la esfera) y el teorema de
la curva de Jordan (una curva de Jordan descompone la esfera en dos discos, cada
uno de ellos teniendo a la curva de Jordan como frontera). Una buena referencia
para estos resultados es [Kur68, capítulo 10].

Definición 1.5.7 (superficies orientables y no orientables). Una superficie se
dice que es orientable si no admite sobre ella curvas de Jordan no orientables. En
caso contrario se dice que la superficie es no orientable.

Definición 1.5.8 (superficie simplemente conexa). Una superficie R ⊂ S se
dice que es simplemente conexa si existe un homeomorfismo h : D2 \ P → R, donde
P es compacto y tal que ∅ ⊂ P ⊂ S1.

Ahora introducimos la noción de característica de Euler de una superficie.

Definición 1.5.9 (característica de Euler). Dada una triangulación T (ver por
ejemplo [Kin93, capítulo 4]) sobre una superficie compacta y sin frontera combina-
toria, S, definimos la característica de Euler de M por:

χ(S) = F − E + V

donde F , E y V denotan los números de caras, aristas y vértices de T respectiva-
mente.

Es conveniente hacer notar que la característica de Euler de una superficie no
depende de la triangulación elegida.

1.5.3. Modelos de superficies. Pseudosuperficies

La estructura de variedades de dimensión 1 es bastante simple ya que cualquier
variedad conexa de esta dimensión debe ser homeomorfa a S1 = {eiθ : θ ∈ [0, 2π]} o
D1 = [0, 1] si es compacta, a O1 = (0, 1) si es abierta y sin frontera o a E1 = [0, 1)
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si es no compacta y con frontera combinatoria (ver [ES92, sección 5.4]). Este hecho
tiene algunas consecuencias importantes. La primera de todas es que podemos dar
un teorema de estructura para las variedades unidimensionales. La segunda es que,
con este teorema de clasificación de variedades, podremos probar propiedades sobre
cualquier variedad de dimensión uno haciendo sólo las pruebas en S1, D1, O1 y E1

si la propiedad que estudiamos en invariante por homeomorfismos.

Definición 1.5.10 (modelos de variedades unidimensionales). Las variedades
unidimensionales S1, D1, O1 y E1 se llaman modelos de variedades de dimensión 1.

Ahora se puede introducir el teorema de clasificación de variedades de dimensión
1 en los siguientes términos:

Teorema 1.5.11 (clasificación de variedades de dimensión 1). Cualquier va-
riedad de dimensión 1 es homeomorfa al conjunto

⋃
i∈N Ai, donde:

1. cualquier Ai es homeomorfo a un modelo de variedad de dimensión 1,

2. Aj ∩ Cl
⋃

i�=j Ai = ∅,

3. El conjunto N es numerable.

El teorema de clasificación de superficies es más complicado. Sin embargo es
conocido que existe tal clasificación para superficies compactas (ver por ejemplo el
Capítulo 9 de [Hir88]), incluso existe un teorema de embebimiento de superficies co-
nexas en espacios llamados pseudosuperficies. Terminamos este apartado definiendo
los llamados modelos de superficies y pseudosuperficies.

Notación 1.5.12. Sean {αi, βi}i0
i=1 y {γj}j0

j=1 (0 ≤ i0, j0 ≤ ∞) familias de círculos en
S2, Σ = {αi, βi}i0

i=1∪{γj}j0
j=1 y asumamos que se satisfacen las siguientes propiedades:

(i) Los círculos σ ∈ Σ son disjuntos dos a dos y encierran discos, Dσ, disjuntos
dos a dos.

(ii) Los círculos αi y βi tienen orientaciones opuestas para cada índice i (nos
referiremos a las parametrizaciones de estos círculos con los mismos nombres
que los denotamos a ellos).

(iii) d(Dσ,
⋃

σ′ �=σ Dσ′) > 0 para todo σ ∈ Σ.

(iv) Si i0 = ∞ entonces ĺım
i→∞

d(Dαi
, Dβi

) = 0.
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(v) Si i0 = ∞ (resp. j0 = ∞) entonces ĺım
i→∞

diamDαi
= ĺım

i→∞
diamDβi

= 0 (resp.
ĺım
j→∞

diamDγj
= 0).

Entonces definimos en S2 \ ⋃
σ∈Σ

Dσ la siguiente relación de equivalencia: x ∼ y si y

sólo si alguna de las siguientes propiedades se satisfacen:

x = y.

x = αi(t), y = βi(t) (o y = αi(t), x = βi(t)) para algún t ∈ S1 y algún i,
0 ≤ i ≤ i0.

x = γj(t), y = γj(−t) para algún t ∈ S1 y algún j, 0 ≤ j ≤ j0.

Para cualquier punto x ∈ S2 \ ⋃
σ∈Σ

Dσ denotaremos por [x] a la clase de equiva-

lencia del punto x.

Definición 1.5.13 (modelos de superficies). Con la notación introducida en el
párrafo precedente, si i0 < ∞ y j0 < ∞, un modelo de superficie será cualquier
espacio homeomorfo a

S2
Σ := S2/ ∼ .

Definición 1.5.14 (pseudosuperficie). Siguiendo la notación 1.5.12, llamamos
pseudosuperficie a cualquier espacio S2

Σ := S2/ ∼.

De la definición de topología cociente ([Mun75, sección 2.11]) es fácil constatar
que S2

Σ := S2/ ∼ es un espacio topológico regular, compacto, conexo y tiene una base
numerablemente localmente finita16. Aplicando ahora el teorema de Bing-Nagata-
Smirnov (ver [Mun75, capítulo 6] o [Kur66, capítulo 2, sección 21-XVII]) se concluye
que S2

Σ := S2/ ∼ también es metrizable.

Además, es fácil ver que cualquier modelo de superficie es realmente una super-
ficie compacta y conexa.

16Una base es una familia de abiertos del espacio, de manera que cada abierto de éste se puede
conseguir como unión de abiertos de la base. La base B del espacio X es numerablemente localmente
finita si es una unión numerable de familias de abiertos, B = {Bn}n∈N y Bn = {On

i }i∈I , de tal
forma que para cada x ∈ X y n ∈ N existe un abierto U  x tal que U interseca sólo a un número
finito de abiertos On

i .
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1.5.4. Propiedades de los modelos de superficies

Cuando i(Σ) := i0 y j(Σ) := j0 son finitos (en notación 1.5.12) se ha recalcado
que S2

Σ es una superficie compacta y conexa para la que adoptaremos la notación
que sigue.

Definición 1.5.15 (Mk y Nk). En lo que sigue se usará el siguiente convenio:

1. Mi(Σ) = S2
Σ cuando j(Σ) = 0. Esta superficie se llama superficie orientable de

género i(Σ).

2. N2i(Σ)+j(Σ) = S2
Σ si j(Σ) > 0. Esta superficie se llama superficie no orientable

de género 2i(Σ) + j(Σ).

Con la notación introducida M0
∼= S2, M1

∼= T2, N1
∼= P2 y N2

∼= B2.

Teorema 1.5.16. Los modelos de superficies tienen las siguientes propiedades:

1. Mn es una superficie orientable con característica de Euler igual a χ(Mn) =

2 − 2n,

2. Nn es una superficie no orientable con característica de Euler igual a χ(Nn) =

2 − n.

1.5.5. Clasificación de superficies

Recordamos que dos superficies compactas y conexas son homeomorfas si y sólo
si tienen el mismo género y la misma característica de Euler.

Vamos a describir ahora un procedimiento para dar una aproximación a las
superficies no compactas. Una propiedad interesante de las pseudosuperficies será
que las superficies no compactas se pueden embeber en ellas según se detalla en
[Ric63].

Teorema 1.5.17. Sea S una superficie conexa sin frontera combinatoria, es decir
∂S = 0. Entonces existe un embebimiento e : S → S2

Σ para alguna colección de
círculos Σ tal que S2

Σ \ e(S) es totalmente disconexo (esto es, cada una de sus com-
ponentes conexas consta sólo de un punto) y no interseca a ninguno de los círculos
[σ] = {[x] : x ∈ σ}, σ ∈ Σ.

Además, para cada ε > 0 la distancia máxima de los puntos de los círculos [σ] a
S2

Σ \ e(S) es menor que ε (excepto como mucho para un número finito de círculos).





Capítulo 2

Órbitas no recurrentes en
superficies

2.1. Introducción

En este capítulo nos centramos en el estudio de los conjuntos ω-límite generados
por órbitas no recurrentes de flujos definidos sobre superficies. Es decir, dado un
flujo continuo Φ definido sobre una superficie S,

Φ : R× S → S,

daremos una caracterización topológica del conjunto ωΦ(x) cuando x ∈ S es un
punto tal que x �∈ ωΦ(x). Esta introducción sigue parcialmente las comunicaciones
[Sol01c] y [Sol03b].

Hasta ahora sólo hemos visto que el conjunto ωΦ(x) es un subconjunto no vacío
compacto y conexo de S si S es una superficie compacta. Además estas propiedades
no tienen por qué ser satisfechas en el caso que S no sea compacta. Un ejemplo
sencillo de esto se obtiene para S = R2 y la ecuación diferencial autónoma(

y′

x′

)
=

(
1

0

)
. (2.1.1)

Ésta define un flujo Ψ : R × R2 → R2 tal que ωΨ((x, y)) = ∅ para cualquier punto
(x, y) ∈ R2 (véase la figura 2.1.1).
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Figura 2.1: Dibujo de las órbitas del flujo definido por la ecuación diferencial 2.1.1

2.1.1. Primera descripción del conjunto ω-límite: aproxima-
ción de Poincaré y Bendixson

El primer resultado importante sobre el conjunto ω-límite en superficies se debe
a Poincaré y Bendixson que establecieron separadamente diferentes versiones del
célebre teorema de Poincaré-Bendixson. Exponemos aquí una versión ligeramente
más general a la probada por los citados autores.

Teorema 2.1.1 (Poincaré-Bendixson). Sea Φ : R × S2 → S2 un flujo continuo
y u ∈ S2 tal que ωΦ(u) no contiene puntos singulares. Entonces ωΦ(u) es una curva
de Jordan.

Demostración. Como hemos comentado esta versión es más general que las probadas
por Poincaré y Bendixson. A este respecto conviene notar que la primera prueba
de una versión de este teorema se debe a Henri Poincaré (1854-1912), quien en
[Poi85] probó el teorema para flujos derivados de ecuaciones diferenciales definidas
por campos de vectores analíticos.

Es justo también que el teorema lleve el nombre de Bendixson, pues dieciséis
años más tarde Ivar Otto Bendixson (1861-1935) probó el mismo resultado, esta
vez para flujos definidos por las soluciones de una ecuación diferencial autónoma
definida por un campo de vectores de clase C1 sobre R2, ver [Ben01].

La versión enunciada se sigue de la clásica aplicando un teorema de C. Gutiérrez
que asegura que cualquier flujo continuo sobre S2 es topológicamente equivalente a
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un flujo de clase C∞, ver [Gut86]. No obstante la primera prueba de este resultado
se debe a O. Hajek que la obtuvo en [Haj68].

Jules Henri Poincaré Ivar Otto Bendixson
1854-1912 1861-1935

El teorema de Poincaré-Bendixson se generalizó mucho más tarde por A. Sch-
wartz para flujos de clase C2 definidos sobre superficies compactas y conexas. En
cuanto a flujos de clase C1 la generalización no es posible como puso de manifiesto
ya A. Denjoy en 1932. Este autor constuyó en [Den32] un flujo de clase C1 sobre T2,
sin puntos singulares ni órbitas cerradas.

Teorema 2.1.2 (Schwartz). Sea S una superficie compacta y conexa, sea Φ :

R× S → S un flujo de clase C2 y x ∈ S. Si ωΦ(x)∩ Sing(Φ) = ∅ entonces ωΦ(x) es
una órbita cerrada o toda la superficie S. En este último caso se tiene que S = T2.

Demostración. La prueba completa de este resultado puede encontrarse en el artí-
culo original de A. J. Schwartz [Sch63] y también en [Sol01b, capítulo 2].

Aunque el teorema de Poincaré-Bendixson se ha generalizado, conviene notar
que la generalización no es la directa del enunciado que hemos dado en el caso de
la esfera para flujos continuos. Es decir, la generalización se ha hecho teniendo que
admitir muchas excepciones ya que los flujos son ahora de clase C2. Por otro lado
también existe una excepción a la generalización directa a clase C2, cuando el espacio
de fases que manejamos es T2. Sin embargo, en el plano projectivo P2 y en la botella
de Klein la generalización directa del teorema 2.1.1 funciona. Antes de establecer
esta generalización necesitamos algunos resultados técnicos, también será necesario
recordar que no existen órbitas recurrentes no triviales ni en la esfera, ni en el plano
proyectivo ni en la botella de Klein (ver teorema 1.4.6).
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Teorema 2.1.3 (Gutiérrez). Sea Φ : R× S → S un flujo continuo definido sobre
una superficie compacta S. Entonces existe un flujo de clase C1 Ψ : R × S → S

topológicamente equivalente a Φ y además se tiene que las condiciones siguientes
son equivalentes:

1. Cualquier conjunto minimal de Φ es trivial.

2. Φ es topológicamente equivalente a un flujo de clase C2.

3. Φ es topológicamente equivalente a un flujo de clase C∞.

Demostración. La prueba de este teorema, larga y bastante complicada, se puede
seguir en el artículo [Gut86].

Ahora estamos preparados para extender el teorema de Schwartz en los casos
concretos del plano proyectivo y la botella de Klein.

Teorema 2.1.4 (Poincaré-Bendixson para P2 y B2). Sea S igual P2 o a B2, sea
Φ : R × S → S un flujo continuo y x ∈ S. Si ωΦ(x) ∩ Sing(Φ) = ∅ entonces ωΦ(x)

es una órbita cerrada.

Demostración. Para la prueba de este resultado sólo es necesario tener en cuenta
que cualquier flujo continuo sobre S es topológicamente equivlente a un flujo de
clase C∞ (usando simultáneamente los teoremas 2.1.3 y 1.4.6). Finalmente se aplica
el teorema de Schwartz y se obtiene el resultado.

2.1.2. Caracterizaciones topológicas del conjunto ω-límite. Un
resumen de resultados

Nuestro trabajo va principalmente encaminado a desvelar la estructura topoló-
gica de los conjuntos ω-límites en todas las superficies y el mayor número posible
de variedades. El teorema de Poincaré-Bendixson describe este este conjunto en un
caso muy concreto, cuando no contiene puntos singulares. La extensión de Schwartz
tiene incluso más restricciones.

La primera caracterización topológica completa del conjunto ω-límite en la esfera
la obtuvo R. E. Vinograd en 1952, que estableció el siguiente teorema.
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Teorema 2.1.5 (Vinograd, [Vin52]). Sea Φ : R × S2 → S2 un flujo continuo
y sea u ∈ S2. Entonces ωΦ(u) es la frontera de una región simplemente conexa O,
∅ � O � S2.

Recíprocamente, si Ω es la frontera de una región simplemente conexa, ∅ � O �

S2, entonces existe un flujo suave Φ : R × S2 → S2 y un punto u ∈ S2 tal que
Ω = ωΦ(u).

Este teorema fue mejorado en 1998 por F. Balibrea y V. Jiménez que acom-
pañaron a la estructura topológica del conjunto ω-límite la estructura dinámica.
Introducimos brevemente el teorema y la notación necesaria para enunciarlo.

Definición 2.1.6 (conjunto realizable). Sea 1 ≤ k ≤ +∞ y G = {(Γi, oi)}i∈I

una familia de pares tales que:

1. Los Γi son curvas de S2, disjuntas dos a dos y están parametrizadas por una
aplicación ϕi de clase Ck (estas curvas pueden ser tanto arcos abiertos como
curvas de Jordan).

2. Los oi marcan una de las dos orientaciones posibles de la curva Γi, en concreto
la inducida por ϕi, que denotaremos también por [ϕi].

Sea S ⊂ S2 un conjunto disjunto de
⋃

i Γi∈I y definamos Ω := S ∪ (
⋃

i∈I Γi).

Diremos que (G, S) es un conjunto realizable de clase k si existe un abierto O,
∅ � O � S2, simplemente conexo y que satisface las siguientes condiciones:

1. Ω = BdO.

2. Cada curva Γi es abierta en Ω y está incluida en Bd(R2
∞\(O ∪ Ω)).

3. (G, S) tiene una orientación compatible respecto a O. Esto quiere decir que si
x = ϕi(t) ∈ Γi, y = ϕj(t

′) ∈ Γj y ε es un real positivo arbitrario suficientemente
pequeño, entonces o bien x + εNϕ′

i(t), y + εNϕ′
i(t

′)1 pertenecen los dos a O,
o bien, x− εNϕ′

i(t), y − εNϕ′
i(t

′) están los dos en O2.

1Nota por eliminar: Aquí hay que modificar esta definición porque estos vectores no están
en S2

2 Para un vector v tangente a S2, Nv denota un vector normal a v de manera que {v,Nv} es
una base positivamente orientada
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Teorema 2.1.7 (Balibrea Gallego & Jiménez López, [BJ98]). Dado 1 ≤ k ≤
+∞, entonces se verifican los siguientes apartados:

1. Si Φ : R × S2 → S2 es un flujo de clase Ck y x ∈ S2, entonces existe una
familia {Γi}i∈I de órbitas de Φ y un conjunto S ⊂ Sing(Φ) tales que (G, S)

es un conjunto realizable de clase k, siendo G = {(Γi, [ϕi])}i∈I , con cada ϕi la
parametrización de Γi inducida por Φ. Además ωΦ(x) = S ∪⋃i∈I Γi.

2. Sea (G, S) un conjunto realizable de clase k con G = {(Γi, oi)}i. Entonces existe
un flujo de clase Ck, Φ : R× S2 → S2, y un punto x ∈ S2 tales que: para todo
i ∈ I, Γi es una órbita de Φ y la orientación oi coincide con la inducida por
Φ sobre Γi, S ⊂ Sing(Φ) y ωΦ(x) = S ∪ (

⋃
i∈I Γi).

Sorprendentemente, en el resto de superficies no se han dado otras caracteriza-
ciones topológicas similares a la de Vinograd hasta hace poco. Es más, D. V. Anosov
propuso estudiar este problema para el plano proyectivo ([Ano95] y [NZ99, p. 39]).
El mismo Anosov recalcó que el resultado de Vinograd no es válido en los mismos
términos para P2. En efecto, en la figura 2.1.2 mostramos un subconjunto de P2 (la
unión de las fronteras de las regiones A, B y C) que no es la frontera de ninguna
región simplemente conexa ya que O incluye curvas de Jordan no homotópicamente
nulas. Sin embargo el conjunto dibujados sí que es el conjunto ω-límite de the órbita
γ esbozada para un flujo apropiado definido sobre P2.

A

B

C

A

O

1

1

2

2

γ

Figura 2.2: Un contraejemplo al teoerema de Vinograd en el plano proyectivo

En el artículo [JS01] respondimos al problema propuesto por Anosov. Además de
este resultado, en este capítulo vamos a dar un teorema que caracteriza el conjun-
to ω-límite de órbitas no recurrentes para flujos definidos sobre cualquier superficie
compacta y conexa. Si recordamos que S2, P2 y B2 son las únicas superficies compac-
tas y conexas que no admiten flujos con órbitas recurrentes no triviales (ver teorema



2.2 Lemas técnicos 61

1.4.6) entonces, para ellas, nuestro teorema caracteriza totalmente los conjuntos ω-
límite. Las pruebas de esta caracterización se pueden seguir en [JS01], [Sol03a] y
[JS04a].En el primero probamos el resultado para P2, en el segundo para la bote-
lla de Klein y en el tercero para cualquier superficie compacta y conexa. Además
pondremos de manifiesto que la generalización directa de la caracterización, para
cualquier superficie, no es cierta.

2.2. Lemas técnicos

Dedicamos esta sección a presentar algunos resultados que serán de gran utilidad
a la hora de probar la caracterización topológica de los conjuntos ω-límite.

Lema 2.2.1. Sea O � P2 una región que no contiene curvas de Jordan no orienta-
bles, entonces O es homeomorfa a una región A � S2.

Además si O tiene complementario conexo entonces A es simplemente conexo.

Demostración. Para esta demostración veremos el plano proyectivo como el espacio
cociente S2/ ∼, donde x ∼ y si y sólo si x = y o x = −y. Denotaremos por
p : S2 → P2 a la aplicación cociente.

El primer paso de la demostración consiste en ver que p es una aplicación
biyectiva entre cada una de las componentes conexas de p−1(O) y O. Denotare-
mos por A a una de dichas componentes, la otra será −A, donde entendemos que
−Z = {−u : u ∈ Z} para cada Z ⊂ S2.

Empezamos probando que p|A es inyectiva. Supongamos que no, entonces es
posible encontrar puntos u y −u ambos en A. Construyamos un arco C ⊂ A que
tenga como extremos a u y −u. No es restrictivo suponer que el arco C no contiene
ningún otro par de puntos antipodales (en otro caso se toma un arco abierto D ⊂ C

que no tenga tales pares y se incluye en un arco maximal E ⊂ C con la misma
propiedad y se reemplaza C por la clausura de E). Además podemos asumir que
hay un homeomorfismo h : [0, 1] × (0, 1) → U ⊂ A tal que h([0, 1] × {1/2}) = C y
h(0, t) = −h(1, 1− t) para cada t ∈ [0, 1]. Entonces p(C) es una curva de Jordan en
O que tiene a p(U), como un entorno homeomorfo a una banda de Möbius. Por lo
tanto p(C) es no orientable y esto es una contradicción que viene de suponer que
p|A no es inyectiva.
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Probamos ahora que p(A) = O. En otro caso existirá un punto b ∈ p(A) tal que
b ∈ Bd p(A) ∩O ya que O es conexo. Puesto que A es abierto y p es una aplicación
abierta, entonces p(A) es un abierto y b �∈ p(A). Tomemos una sucesión (vn)n de
puntos de p(A) que convergen a b y puntos un en A con p(un) = vn. No es restrictivo
suponer que (un)n converge, digamos a a. Como p(a) = b, a no pertenece a A.
Ahora es suficiente tomar un entorno conexo suficientemente pequeño, U de a, y
observar que p(A ∪ U) ⊂ O, lo que contradice la definición de A. Esto concluye la
demostración de la primera parte del lema.

Probamos seguidamente que A es simplemente conexo si O lo es. Antes de de-
mostrar esta parte recordamos que, puesto que A ⊂ S2, A es simplemente conexo
si y sólo si A es conexo con complementario conexo. Como ya sabemos que A es
conexo, veamos que S2\A es conexo procediendo por reducción al absurdo.

Tomamos conjuntos cerrados, disjuntos y no vacíos C1 y C2 con S2 \ A = C1 ∪
C2. Como −A es conexo podemos asumir que −A ⊂ C2. Al ser A ∪ C1 abierto,
D := C2 ∩ (S2 \ ((−A) ∪ (−C1))) será cerrado y también p(C1) y p(D). Además
p(C1) ∩ p(D) = ∅ y es fácil comprobar que p(C1 ∪D) = P2 \ p(A) = P2 \O.

Por la hipótesis y la igualdad anterior tenemos que p(C1∪D) es conexo. Entonces
D = ∅ y C2 ⊂ (−A)∪(−C1). De aquí se tiene S2 = (A∪C1)∪((−A)∪(−C1)). Además,
como −A ⊂ C2 entonces (−A) ∩ C1 = ∅y (A ∪C1) ∩ ((−A) ∪ (−C1)) = C1 ∩ (−C1)

es a la vez abierto y cerrado por lo que A∪C1 y (−A)∪ (−C1) son disjuntos. Al ser
S2 conexa llegamos a una contradicción.

Teorema 2.2.2. Sea S una superficie compacta y conexa y O una región tal que
∅ � O ⊂ S. Entonces O es simplemente conexo si y sólo si o bien O = S ∼= S2 o
O ∼= S2

∗.

Demostración. La parte “si” del enunciado es evidente. La parte “sólo si” también
es bien conocida para S = S2. Lo probaremos para el resto de superficies.

Si S ∼= P2 y O es una región que sólo contiene curvas de Jordan orientables
entonces O es homeomorfo a una región U � S2 por el lema 2.2.1. Usando el resultado
para S = S2 se obtiene para S ∼= P2.

Si S �∼= S2,P2 usaremos la existencia de una aplicación recubridora π : R2 → S,
que es una aplicación continua y sobreyectiva tal que, para cada u ∈ S, hay un
entorno abierto Ou de u tal que Ou y cada una de las componentes conexas de
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π−1(Ou) son homeomorfas (ver [Knu71]). Denotamos por U a una componente de
π−1(O) y probamos que q = π|U : U → O es un homeomorfismo y entonces el
resultado quedará demostrado por ser cierto para S = S2.

Para empezar vemos que q es sobreyectiva por reducción al absurdo. Puesto que
q es un homeomorfismo local y U es abierto, q(U) es también abierto. Entonces, si
q no es sobreyectiva, O\q(U) �= ∅ y existe un punto u ∈ Bd(q(U)) ∩ O. Tomemos
ahora Ou ⊂ O y tenemos en cuenta que al menos una de las componentes conexas
de π−1(Ou), que denotaremos por Vu, debe intersecar a U .

Fijemos V = U ∪ Vu y observemos que V es conexo y V ⊂ π−1(O), con lo que
llegamos a una contradicción con la definición de U y por lo tanto q es sobreyectiva.
Ahora tenemos que q : U → O es una aplicación recubridora y como U es conexo
por arcos y O es simplemente conexo, aplicamos el corolario de [dC76b, p. 382] y
concluimos que q es un homeomorfismo.

Lema 2.2.3. Sea α una curva de Jordan homotópicamente nula sobre una super-
ficie compacta y conexa S, entonces existe un disco D ⊂ S tal que BdD = α (en
particular, cualquier curva homotópicamente nula es orientable).

Demostración. Tomemos una aplicación recubridora π : E → S (con E = S2 o
E = R2 dependiendo de la superficie), esto es, una aplicación continua y sobreyectiva
tal que, para cada x ∈ S, hay un entorno abierto Ox de x de manera que Ox y cada
una de las componentes de π−1(Ox) son homeomorfos.

La existencia de este tipo de aplicaciones sigue por ejemplo de [Knu71]. Además,
de acuerdo con [Mun75, Lemma 54.1 y Teorema 54.3], si fijamos un punto x0 ∈ α,
parametrizamos α por algún camino p : [0, 1] → S empezando en x0, y tomamos
e0 ∈ π−1({x0}), entonces existe un único camino homotópicamente nulo q : [0, 1] →
E, empezando en e0 y que es un levantamiento de p, esto es, π ◦ q = p.

Usando que π es una aplicación recubridora se puede demostrar:

1. β := q([0, 1]) es una curva de Jordan.

2. π−1(α) es una unión de curvas de Jordan dos a dos disjuntas.

3. Una de tales curvas (se puede considerar que es β) encierra un disco cerrado
B que la tiene como frontera y que no interseca otra componente de π−1(α).
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Ahora es suficiente con ver que π es inyectiva en B y tomarD = π(B). Asumamos
lo contrario y tomemos puntos a �= b en B con π(a) = π(b) =: x1. Obsérvese que
podemos suponer que a y b están en IntB, por lo que x1 �= x0.

Sea u un caminino sobre la superficie S, que empieza en el punto x1 y acaba
en x0 y sean va y vb los únicos levantamientos que empiezan respectivamente en los
puntos a y b (ver de nuevo [Mun75, Lemma 54.1]). Podemos suponer que u([0, 1]),
va([0, 1]) y vb([0, 1]) son arcos.

Puesto que ningún punto de IntB va a parar a α por la aplicación π, tenemos
(usando que B es un disco cerrado) que los puntos c y d en los que respectivamente
los arcos va y vb empiezan a pertenecer β coinciden, c = d. Esto quiere decir que
v̄a(t) := va(1−t) y v̄b(t) := vb(1−t) son levantamientos diferentes de ū(t) := u(1−t)
empezando en el mismo punto, con lo que se llega a una contradicción con [Mun75,
Lemma 54.1].

Acabamos esta sección con un resultado geométrico que nos explica qué pasa
cuando le quitamos a una superficie una curva de Jordan.

Lema 2.2.4. Sea B ⊂ S una curva de Jordan y sea g el género de S.

(i) Si B es no orientable (por lo tanto S ∼= Ng) entonces S\B ∼= M(g−1)/2,∗ o
S\B ∼= Ng−1,∗.

(ii) Si B es orientable y S\B es conexo entonces S\B ∼= Mg−1,∗∗ (si S ∼= Mg), y
S\B ∼= M(g−2)/2,∗∗ o S\B ∼= Ng−2,∗∗ (si S ∼= Ng).

(iii) Si B es orientable y no homotópicamente nula y S\B = O1 ∪O2 para algunos
conjuntos abiertos disjuntos O1 y O2. Entonces existen enteros positivos g1 y
g2 y ocurre una de las dos posibilidades siguientes:

1. Si S ∼= Mg entonces g1 + g2 = g y Oi
∼= Mgi,∗ para i = 1, 2.

2. Si S ∼= Ng una de las dos alternativas que siguen se satisfacen:

a) 2g1 + g2 = g con O1
∼= Mg1,∗ y O2

∼= Ng2,∗.

b) g1 + g2 = g con Oi
∼= Ngi,∗, i = 1, 2.

Observación 2.2.1. En el lema anterior se puede ver, por ejemplo, que si S ∼= P2

entonces (ii) y (iii) no se pueden satisfacer y el lema nos dice en este caso concreto
que S\α ∼= S2

∗. Sin embargo, si S ∼= B2 entonces concluimos que S\α ∼= P2
∗ en el caso

(i), S\α ∼= S2
∗∗ en el caso (ii), y Oi

∼= P2
∗, i = 1, 2, en el caso (iii).
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Demostración. Esta prueba se puede encontrar en [JS04a, Lema 2.4] y generaliza
los casos concretos probados en [JS01] y [Sol03a].

Prueba de (i). Podemos suponer, por el teorema de Whitney, que S ⊂ R4.
Tomamos entornos abiertos U y V de B, homeomorfos a la banda de Möbius y
de tal manera que Cl V ⊂ U . Entonces U\B ∼= S2

∗∗ y existe un homeomorfismo
h : U\B → O2\{(0, 0)} tal que ‖h(u)‖ → 1 cuando u tiende a B. Ahora se extiende
h a una aplicación continua definida sobre toda la superficie S\B de tal forma que
h(u) = (0, 0) para cada u ∈ S\U , y se construye una aplicación continua k : S\B →
R4 que satisfaga k(u) = u para cada u ∈ S\U y k(u) = (0, 0, 0, 0) para los puntos
u ∈ V \B. Por último definimos f : S\B → R7 como f(u) = (k(u), h(u), ‖h(u)‖).
Entonces N = f(S\B) y S\B son homeomorfos porque f es inyectiva y además se
verifica que si (un)n es una sucesión de puntos en S\B que tienden hacia B entonces
(f(un))n no posee puntos de acumulación en N .

Únicamente queda por ver que la superficie M = N ∪ ({(0, 0, 0, 0)}×ClD×{1})
es homeomorfa a M(g−1)/2 o a Ng−1. Para ello se construye una triangulación T1 sobre
S tal que B sólo interseque a vértices y aristas de la triangulación T1, transportamos
esta triangulación sobre N mediante la aplicación f y entonces se extiende de forma
naturral a una triangulación T2 sobre M que tenga un número de caras nuevas igual
al doble número de aristas contenidas en B.

Denotemos por Qi, Ei y Xi a los números de caras, aristas y vértices de la
triangulación Ti, i = 1, 2, y sea EB = XB el número de aristas y vértices de T1

incluidos en B. Entonces

χ(M) = Q2−E2+X2 = (Q1+2EB)−(E1+3EB)+(X1+EB +1) = χ(S)+1 = 3−g.

Ahora si M ∼= Mg′ entonces g′ = (g − 1)/2, mientras que si M ∼= Ng′ entonces
g′ = g − 1. Esto concluye la prueba del apartado (i).

Para probar (ii) y (iii) se procede como en el caso anterior, fijando entornos abier-
tos U y V de B (ahora homeomorfos a S2

∗∗) con ClV ⊂ U . Decomponemos U\B en
sus componentes conexas, U1 y U2, y se fijan homeomorfismos hi : Ui → D\{(0, 0)}
con ‖hi(u)‖ → 1 cuando u tiende a B. Ahora se extienden simultáneamente h1 y
h2 a una aplicación continua sobre todo S\B tomando h(u) = (0, 0) para cualquier
u ∈ S\U y h(u) = hi(u) para todo u ∈ Ui, i = 1, 2. Tomemos σ : S\B → [−1, 0, 1]

continua tal que:

σ(u) =

{
−1 si u ∈ ClV ∩ U1,

1 si u ∈ ClV ∩ U2,



66 Órbitas no recurrentes en superficies

y
σ(u) ∈ (−1, 1) si u ∈ S\ClV .

Tomemos también la aplicación k : S\B → R4 como antes y definamos f : S\B →
R7 por f(u) = (k(u), h(u), σ(u)‖h(u)‖), que es un homeomorfismo entre S\B y su
imagen N = f(S\B).

Sea ahora M = N ∪ ({(0, 0, 0, 0)} × ClD × {−1}) ∪ ({(0, 0, 0, 0)}× ClD × {1})
y T1 una triangulación de S para la que B es una unión de vértices y aristas.
Extendámosla a una triangulación T2 sobre M con tantas veces el número de nuevas
caras como el doble del número de aristas contenidas en B. Denotemos por Qi, Ei

y Xi el número de caras, aristas y vértices de la triangulación Ti, i = 1, 2, y sea
EB = XB el número de aristas y vértices de T1 incluidos en B.

Para probar (ii), asumamos que S\B es conexa. Entonces M también será conexa
y tendrá la siguiente característica de Euler

χ(M) = Q2 − E2 +X2 = (Q1 + 2EB) − (E1 + 3EB) + (X1 + EB + 2) = χ(S) + 2,

así que χ(M) = 4 − 2g si S ∼= Mg y χ(M) = 4 − g si S ∼= Ng. En el primer caso
es fácil ver que M es orientable y entonces M ∼= Mg−1. En el segundo existen dos
posibilidades: M ∼= M(g−2)/2 o N ∼= Ng−2 y por lo tanto (ii) se satisface.

Asumamos por último que S\B no es conexa y, sin pérdida de generalidad, que
Ui ⊂ Oi. Sea Mi = f(Oi) ∪ ({(0, 0, 0, 0)} × ClD × {(−1)i}), i = 1, 2.

Sean Qi
1, Ei

1 y X i
1 los números de caras, aristas y vértices de T1 contenidos en

ClOi y sean Qi
2, Ei

2 y X i
2 los números de caras, aristas y vértices de T2 contenidos

en Mi, i = 1, 2. Entonces:

χ(M1) + χ(M2) = (Q1
2 −E1

2 +X1
2 ) + (Q2

2 − E2
2 +X2

2 )

=
[
(Q1

1 + EB) − (E1
1 + EB) + (X1

1 + 1)
]

+
[
(Q2

1 + EB) − (E2
1 + EB) + (X2

1 + 1)
]

= (Q1
1 +Q2

1) − (E1
1 + E2

1 + EB) + (X1
1 +X2

1 + EB) + 2

= χ(S) + 2

y siguiendo el mismo tipo de argumentos que hemos hecho antes se concluye la
prueba (obsérvese que χ(Mj) = 0 para algún j ∈ {1, 2} no es posible porque B es
una curva no homotópicamente nula y entonces no puede encerrar a Oj, que sería
homeomorfo al disco).
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2.3. Teorema de caracterización de conjuntos ω-

límite de órbitas no recurrentes sobre superfi-

cies compactas y conexas

El problema de caracterizar topológicamente los conjuntos ω-límites de flujos
definidos sobre una superficie S es un problema natural que, salvo en el caso de la
esfera S2 no se había resuelto completamente. Es más D. V. Anosov propuso estudiar
este problema en 1995 para el caso particular del plano proyectivo, sin embargo ha
quedado olvidado hasta hace muy poco (ver por ejemplo el comentario de Anosov
en [Ano95] y también [NZ99, p. 39], donde se propone como un problema abierto).

El propósito de esta sección es extender los trabajos introducidos en la sección
2.1.2 para caracterizar el conjunto ω-límite de órbitas no recurrentes de flujos de-
finidas sobre superficies compactas y conexas. Seguidamente presentamos algunas
definiciones necesarias para el resto del capítulo.

Recordamos la noción de anillo regular ya introducida en la sección 1.5.2.

Definición 2.3.1 (anillo regular). Un conjunto abierto O de una superficie S se
dice que es un anillo regular si es homeomorfo a un anillo y su frontera topológica
contiene dos componentes conexas.

Con esta definición vamos a enunciar el teorema de caracterización de conjuntos
ω-límite de órbitas no recurrentes para flujos definidos sobre superficies compactas y
conexas. Este teorema extiende el teorema de Vinograd para órbitas no recurrentes
y para órbitas recurrentes tales que el complementario de su ω-límite sólo posee un
número finito de componentes. La prueba que presentamos aquí es una reproducción
de la escrita en el artículo [JS04a].

Teorema 2.3.A (Jiménez López-Soler López). Sea S una superficie compacta
y conexa, Φ : R×S → S un flujo continuo y u ∈ S. Supongamos que u es un punto
no recurrente o que IntωΦ(u) = ∅ y S\ωΦ(u) tiene un número finito de componentes.
Entonces ωΦ(u) es una componente de la frontera de un anillo regular de S.

Recíprocamente, si Ω es una componente de la frontera de un anillo regular de S
entonces existe un flujo suave, Φ : R×S → S, y un punto u ∈ S tal que Ω = ωΦ(u).

Puesto que S2, P2 y B2 son las únicas superficies compactas y conexas que no
admiten flujos con órbitas recurrentes no triviales (ver teorema 1.4.6), para ellas
nuestro teorema se puede enunciar de una forma más general.
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Corolario 2.3.2. Sea S = S2, P2 o B2. Un conjunto Ω ⊂ S es un conjunto ω-límite
para algún flujo sobre S si y sólo si es una componente conexa de la frontera de un
anillo regular.

2.3.1. Prueba de la caracterización de los conjuntos ω-límite
de órbitas no recurrentes. Primera parte

Haremos esta primera parte de la prueba del teorema por inducción sobre el
género de la superficie S. Cuando g = 0 el resultado se obtiene directamente del
teorema de Vinograd. Asumamos ahora que el resultado es válido para cualquier
superficie de género menor que g. Definimos W = S\ωΦ(u) y la descomponemos en
sus componentes conexas W =

⋃
j∈J Wj. Si u es un punto no recurrente entonces

Φu(R) ⊂ Wm para algún valor adecuado de m y es fácil comprobar que BdWm =

ωΦ(u). Si u es recurrente entonces, como J es finito, u ∈ BdWm para algún m.
Ahora la continuidad de Φ garantiza que Φu(R), y por lo tanto ωΦ(u), está incluida
en la frontera de Wm. Así que BdWm = ωΦ(u).

Definamos V := Wm y Ω := ωΦ(u). Ahora distinguimos dos casos: que V sea
simplemente conexo y que no lo sea.

Si V es simplemente conexo entonces se aplica el teorema 2.2.2 y el resultado
ya estaría demostrado.

Si V no es simplemente conexo entonces debe incluir alguna curva de Jordan no
homotópicamente nula α, a la que se le pueda aplicar alguno de los apartados (i), (ii)
o (iii) del lemma 2.2.4. Por ejemplo supongamos (los demás casos son similares) que
α es orientable y que S\α = O1∪O2 para un par de conjuntos abiertos disjuntos, O1

y O2, y tomemos enteros positivos g1, g2 de forma que, 2g1 + g2 = g, con O1
∼= Mg1,∗

y O2
∼= Ng2,∗. Supongamos que Ω ⊂ O1, aquí no es restrictivo asumir (reemplazando

si fuera necesario u por otro punto de su semiórbita positiva) que Φu([0,∞)) ⊂ O1.

Ahora restringimos Φ al conjunto A∗ = {(t, v) : t ∈ I∗v , v ∈ O1} donde I∗v es
el subintervalo más grande de R con las propiedades 0 ∈ I y Φv(I) ⊂ O1. Es fácil
comprobar que Φ∗ := Φ|A∗ es un flujo local bien definido en O1.

Fijemos un punto z ∈Mg1 y usemos un homeomorfismo h : O1 →Mg1\{z} para
transportar el flujo local Φ∗ sobre un flujo local Ψ∗ en h(O1). Entonces extendemos,
usando el teorema 1.3.A, el flujo local Ψ∗ a un flujo Ψ : R ×Mg1 → Mg1 y hace-
mos notar que puesto que Ψ∗ y Φ∗ son topológicamente equivalentes se tiene que
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ωΨ(h(u)) = h(Ω). Además, si u es recurrente para Φ y S\Ω es un conjunto denso en
S que tiene un número finito de componentes, entonces h(u) es recurrente para Ψ y
Mg1\h(Ω) es denso en Mg1 y tiene un finito número de componentes. Apliquemos la
hipótesis de inducción para fijar un anillo regular C en Mg1 teniendo a h(Ω) como
una de las componentes de su frontera. Si fuera necesario se puede modificar C para
asegurar que z /∈ ClC. Por lo tanto h−1(C) es un anillo regular de S que tiene a Ω

como una de las componentes de su frontera.

2.3.2. Prueba de la caracterización del conjunto ω-límite de
órbitas no recurrentes. Segunda parte

Ahora probamos la segunda parte del teorema. Pongamos que Ω es una de las
componentes de BdO para algún anillo regular O ⊂ S. Usando el teorema 1.5.3
hay un difeomorfismo h : D \ {(0, 0)} → O que, puesto que O es regular, podemos
asumir con la propiedad adicional: Bdh(D \ClD1/2) interseca a BdO exactamente
en Ω (D1/2 denota el disco centrado en el origen de radio 1/2). Usando coordenadas
polares es fácil definir un campo suave de vectores en R2 cuyo flujo asociado Ψ

tiene exactamente dos órbitas periódicas que son los círculos de radios 1/2 y 1 y tal
que todas las órbitas entre ambos círculos tienden describiendo una espiral hacia el
círculo de radio unidad.

La restricción de Ψ a R × D \ ClD1/2 es también un flujo que se puede trans-
portar con la aplicación h sobre un flujo suave definido en O∗ := h(D \ ClD1/2).
Extendámoslo a un flujo suave Φ sobre toda la superficie S con el teorema 1.3.A.

Debemos probar que Ω = ωΦ(u) para algún u ∈ O∗. Para esto, sea Ω∗ ⊂ Ω

el conjunto de puntos v para el que hay un arco cerrado γv (es decir, un conjunto
homeomorfo a [0, 1]) que tiene a v como uno de sus extremos y tal que γv\{v} ⊂ O∗.
No es difícil ver que si u ∈ O∗ y v ∈ Ω∗ entonces su semiórbita positiva Φu([0,∞))

interseca γv tan cerca de v como se quiera, así que Ω∗ ⊂ ωΦ(u). Debido a que Ω∗ es
denso en Ω (ver [Bur79, Ejercicio 2.1, p. 25]) obtenemos que Ω = ωΦ(u).

2.4. El plano proyectivo

En la sección precedente hemos probado una caracterización topológica de los
conjuntos ω-límite generados por órbitas no recurrentes para flujos definidos sobre
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superficies compactas y conexas.

Ya hemos recalcado antes que esta caracterización supone una caracterización
completa de los conjuntos ω-límite para P2, S2 y B2. En estos casos el teorema se
podía rescribir en los siguientes términos.

Teorema 2.4.A. Sea S = S2, P2 o B2. Un conjunto Ω ⊂ S es un conjunto ω-límite
para algún flujo sobre S si y sólo si es una componente de la frontera de un anillo
regular.

Sin embargo, antes de obtener los resultados para superficies compactas y co-
nexas obtuvimos algunas caracterizaciones alternativas a la anterior para el caso
del plano proyectivo y la botella de Klein. Además en el caso del plano proyectivo
la caracterización citada se aproxima mucho a la de Vinograd para la esfera como
veremos (ver teorema 2.1.5). Anosov hizo notar que la misma caracterización de
Vinograd no es válida para el plano proyectivo como hemos visto en la sección 2.1.2,
pero, debido a que las regiones simplemente conexas en S2 son las regiones cone-
xas con complementario conexo, el siguiente teorema y el de Vinograd admiten una
formulación análoga, respondiendo por lo tanto al problema planteado por Anosov.

Teorema 2.4.B (Jiménez López-Soler López). Sea Φ un flujo continuo definido
sobre P2 y sea u ∈ P2. Entonces ωΦ(u) es la frontera de una región O, ∅ � O � P2,
que tiene complementario conexo.

Recíprocamente, si Ω es la frontera de una región O, ∅ � O � P2, que tiene
complementario conexo, entonces existe un flujo suave Φ sobre P2 y un punto u ∈ P2

tal que Ω = ωΦ(u).

La demostración sigue esencialmente la presentada en el artículo [JS01]. Antes
de entrar en los detalles introducimos un poco de notación y un lema.

En lo que sigue es conveniente ver el plano proyectivo P2 de alguna de las dos
formas siguientes:

1. El espacio cociente S2/ ∼, donde u ∼ u′ si y sólo si u = −u′. Denotamos la
clase de equivalencia del punto u por [u] y p : S2 → P2 denotará la aplicación
cociente.

2. Una subvariedad de R4, como por ejemplo la imagen de la esfera S2 bajo la
aplicación f(x, y, z) = (yz, xz, xy, x2 + 2y2 + 3z2).
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El siguiente lema es un caso concreto del lemma 2.2.4, aunque en una versión
diferenciable que se obtiene aplicando además el teorema 1.5.3.

Lema 2.4.1. Sea δ ⊂ P2 una curva de Jordan no orientable. Entonces P2\δ es
difeomorfo a un disco abierto.

2.4.1. Prueba de la caracterización de los conjuntos ω-límite
sobre el plano proyectivo. Primera parte

Esta parte de la prueba es bastante sencilla, empezaremos fijando la notación
γ = Φu(R). Si γ es un punto singular o la imagen de una órbita periódica entonces
P2 \ γ tendrá una o dos componentes, cada una de las cuales tiene a γ como su
frontera, con lo que el teorema se verifica en este primer caso.

Ahora asumimos que no estamos ante ninguno de los casos anteriores, es decir
u no es un punto singular ni pertenece a una órbita periódica. Denotemos W =

P2\ωΦ(u) y descompongámoslo en sus componentes conexas W =
⋃

j∈J Wj . Puesto
que ωΦ(u)∩γ = ∅ ya que no existen recurrencias no triviales en el plano proyectivo,
teorema 1.4.6, existirá una componente Wk tal que V := Wk ⊃ γ. Probaremos ahora
que BdV = ωΦ(u) y P2\V es conexo.

Asumamos que P2\V = ωΦ(u) ∪ ⋃j �=k,j∈J Wj no es conexo. Entonces P2\V =

C ∪ B con C �= ∅ �= B y ClC ∩ B = C ∩ ClB = ∅, y cada uno de los conjuntos Wj

y ωΦ(u) deben estar incluidos o en B o en C. Pongamos B = (
⋃

j∈J1
Wj) ∪ ωΦ(u) y

C =
⋃

j∈J2
Wj donde k �∈ J1 ∪ J2 y J1 ∪ J2 ∪ {k} = J . Como BdWj ⊂ ωΦ(u) para

cada j ∈ J2 y ClC ∩ B = ∅, se llega a una contradicción.

Debemos probar ahora que BdV = ωΦ(u). Puesto que γ ⊂ V y ωΦ(u) ∩ V = ∅
se tiene ωΦ(u) ⊂ BdV . Recíprocamente, BdV = BdWk = ClWk\Wk ⊂ (Wk ∪
ωΦ(u))\Wk = ωΦ(u). Esto concluye la prueba de la primera parte del teorema.

2.4.2. Prueba de la caracterización del conjunto ω-límite en
el plano proyectivo. Segunda parte

En esta parte de la prueba se necesita distinguir dos casos:

1. O incluye una curva de Jordan no orientable δ.

2. O incluye sólo curvas de Jordan orientables.
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Procedamos a probar el teorema suponiendo que estamos en el primer caso, es
decir el conjunto O incluye una curva de Jordan no orientable δ. Usemos el lema
2.4.1 para construir un embebimiento i : P2\δ → S2 y tomemos S = S2\i(P2\δ).

Puesto que δ no es orientable, existe un entorno U ⊂ O de δ tal que U\δ es
conexo. Por lo tanto O\δ es conexo y también lo son i(O\δ) y V = i(O\δ) ∪ S.
Como P2\O es conexo, i(P2\O) = S2\V también será conexo.

Así que como V y S2\V son conexos V es simplemente conexo y podemos usar
el teorema de Vinograd para construir un flujo suave Ψ : R× S2 → S2 que tenga a
BdV como el conjunto ω-límite de una de sus órbitas.

Sea F : S2 → R3 el campo suave de vectores asociado a Ψ. Multipliquemos F por
una función escalar suave adecuada λ tal que el nuevo campo de vectores F1 = λF

sea igual a F sobre un entorno de Bd(V ) e igual a al vector cero sobre un conjunto
abierto que contenga a S. Si Ψ1 es el flujo asociado a F1 entonces BdV es todavía
uno de sus conjuntos ω-límites pero ahora la restricción Ψ1|R×(S2\S) es también un
flujo sobre S2\S.

Ahora el flujo Φ1 que se obtiene de la composición:

Φ1 : R× (P2\δ) Id×i→ R× (S2\S)
Ψ1→ S2\S i−1→ P2\δ,

es un flujo suave definido sobre P2\δ que tiene i−1(BdV ) = BdO = Ω como uno
de sus conjuntos ω-límites. Como Φ1(t, u) = u para cada t ∈ R y u en un entorno
de δ, Φ1 se puede extender trivialmente a un flujo suave definido sobre sobre P2

de manera que tenga a Ω como un conjunto ω-límite. Esto termina la prueba en el
caso 1.

Hagamos ahora la prueba del segundo caso, es decir, suponiendo que dentro de
O no hay ninguna curva de Jordan no orientable. Usamos el lema 2.2.1 y obtenemos
que O y una de las componentes conexas de p−1(O), digamos A, son homeomorfos.
Además A es simplemente conexo.

Como A es simplemente conexo, se puede razonar como en [BJ98] para construir
un flujo suave F : S2 → R3 anulándose fuera de A y de manera que su flujo asociado
posee una órbita en A que tiene a BdA como su conjunto ω-límite. Definimos G :

S2 → R3 por G(u) = F (u) − F (−u). Nótese que este campo de vectores nuevo
coincide con F sobreA y tiene la propiedad adicional que su flujo asociado Ψ satisface
Ψ(t, u) = −Ψ(t,−u) para cada t ∈ R y u ∈ S2.

Sea Φ : R × P2 → P2 definido por Φ(t, [u]) = [Ψ(t, u)]. Es fácil comprobar que
Φ es un flujo suave definido sobre P2. Tomemos un punto apropiado u0 ∈ A tal que
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BdA = ωΨ(u0). Ahora se tiene claramente que Ω = ωΦ([u0]), lo que acaba la prueba.

2.4.3. El caso de la botella de Klein

Nótese que los teoremas 2.4.B y de Vinograd dan caracterizaciones de los con-
juntos ω-límite sobre P2 y S2 alternativas a las del teorema 2.3.A. En el caso de la
botella de Klein también se obtuvo con anterioridad a la caracterización del teorema
2.3.A una descripción topológica alternativa del conjunto ω-límite. Sin embargo la
formulación es más complicada.

La figura 2.3 muestra una región O con complementario conexo sobre la botella
de Klein, pero que obviamente no puede ser un conjunto ω-límite, puesto que una
órbita que se aproxime al punto u no se puede acercar al punto v a menos que tenga
puntos de acumulación fuera de la frontera de O. Dicho de otro modo, el teorema
anterior del plano proyectivo no vale para el caso de la botella de Klein, con la misma
figura se puede observar que el de Vinograd tampoco es válido en B2.

El objetivo de este apartado es presentar la caracterización mencionada del con-
junto ω-límite para la botella de Klein y que se publicó en [Sol03a]. Pasemos pues a
introducir la notación necesaria y el teorema.

O

O

u

v

Figura 2.3: Una región en B2 con complementario conexo y cuya frontera no es un conjunto ω-límite

Definición 2.4.2 (conjunto admisible). Un conjunto O, ∅ � O � B2, se dice
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admisible si es un conjunto abierto conexo con complementario conexo tal que una
de las dos alternativas siguientes ocurre:

1. O no contiene curvas de Jordan no homotópicamente nulas.

2. Si β ⊂ O es una curva de Jordan no homotópicamente nula entonces BdO

está dentro de la frontera de una de las componentes de O\β.

Teorema 2.4.C. 1. Dado un flujo continuo sobre B2, Φ : R × B2 → B2, y dado
u ∈ B2 entonces ωΦ(u) es la frontera de un conjunto admisible en B2.

2. Recíprocamente, si Ω es la frontera de un conjunto admisible O, entonces
existe un flujo suave Φ : R× B2 → B2 y u ∈ O con Ω = ωΦ(u).

Antes de pasar a la prueba introducimos el enunciado de dos lemas que son
necesarios en la prueba, estos dos lemas no son más que casos concretos del lema
2.2.4. Aunque aquí están enunciados en una version diferenciable que se obtiene
aplicando el teorema 1.5.3.

Lema 2.4.3. Sea β ⊂ B2 una curva de Jordan no orientable. Entonces B2\β es
difeomorfa a P2\ClD, donde D es un disco abierto.

Lema 2.4.4. Sea β ⊂ B2 una curva de Jordan no homotópicamente nula. Entonces
ocurre una de las dos alternativas:

1. B2\β es conexo y difeomorfo a S2\(ClD1 ∪ ClD2), donde D1 y D2 son discos
abiertos disjuntos.

2. B2\β = O1 ∪ O2 con O1 ∩ O2 = ∅ y existen embebimientos fi : Oi → P2 con
P2\fi(Oi) = ClDi donde Di es un disco abierto, i = 1, 2.

En lo que queda de capítulo denotaremos por G al grupo de transformaciones
F : R2 → R2 generado por S(x, y) = (x+1,−y) y por T (x, y) = (x, y+1). Entonces
la botella de Klein puede ser vista tanto como un subconjunto de R4 o como el
espacio cociente R2/ ∼ donde dos puntos u, v ∈ R2 son equivalentes, u ∼ v, si y
sólo si existe F ∈ G tal que F (u) = v. La aplicación p : R2/ ∼→ B2 denotará la
aplicación cociente definida por p(x) = [x]∼.
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Prueba de la primera parte del teorema 2.4.C

Si la órbita asociada a u es una curva de Jordan o un punto singular la prueba
es bastante sencilla. Por lo que asumiremos que la órbita de u es diferente de una
curva de Jordan y de un punto singular y puesto que B2 no admite recurrencias no
triviales tendremos que Φu(R) ∩ ωΦ(u) = ∅. Descomponemos ahora U := B2\ωΦ(u)

en sus componente conexas U =
⋃

j∈J Wj y definimos O := Wk donde Wk es la
componente que contiene a Φu(R). Probemos que O es un conjunto admisible tal
que BdO = ωΦ(u).

Primero probamos la igualdad BdO = ωΦ(u). Puesto que Φu(R) ⊂ O y ωΦ(u) ∩
O = ∅ tenemos ωΦ(u) ⊂ BdO. Recíprocamente, BdO = BdWk = ClWk\Wk ⊂
(Wk ∪ ωΦ(u))\Wk = ωΦ(u).

Mostremos ahora que O es admisible. Para ello observemos primero que B\O =

ωΦ(u)∪⋃j �=k,j∈J Wj es conexo. Supongamos lo contrario, entonces B2\O = C∪B con
ClC ∩B = C ∩ClB = ∅, C �= ∅, B �= ∅ y cada una de las componentes Wj y ωΦ(u)

están incluidas en o en B o C. Pongamos B =
⋃

j∈J1
Wj ∪ ωΦ(u) y C =

⋃
j∈J2

Wj

donde k �∈ J1∪J2 y J1∪J2 ∪{k} = J . Como BdWj2 ⊂ ωΦ(u) para cualquier j2 ∈ J2

y ClC ∩ B = ∅ llegamos a una contradicción y B2\O es conexo.

Sea finalmente β ⊂ O una curva de Jordan no homotópicamente nula, si su
complementario no es conexo descomponemos O\β en sus componentes conexas:
O\β = A1∪A2, elíjase t1 suficientemente grande e i ∈ {1, 2} tal que Φu((t1,+∞)) ⊂
Ai (esto es posible porque β ∩ ωΦ(u) = ∅), por lo que BdO ⊂ BdAi. Si B2\β es
conexo tenemos que BdO ⊂ Bd(O\β). Esto prueba que O es admisible y concluye
la prueba de la primera parte del teorema.

Prueba de la primera parte del teorema 2.4.C

En esta parte de la prueba distinguimos cuatro casos:

(i) O es simplemente conexo.

(ii) O contiene una curva de Jordan no orientable β.

(iii) O contiene una curva de Jordan orientable y no homotópicamente nula β de
forma que B2\β es conexo.

(iv) O contiene una curva de Jordan orientable y no homotópicamente nula β tal
que B2\β no es conexo.
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Caso (i) Adoptemos la notación V = p−1(O) ⊂ R2 y denotemos por W a una de
sus componentes conexas (p es la aplicación recubridora antes introducida). Veamos
que q = p|W : W → O es un homeomorfismo.

Si q no fuera inyectiva la aplicación deberían existir dos puntos A0, A1 dentro de
W y una transformación P : R2 → R2 de G tal que P (A0) = A1. Tómese ahora un
arco (inyectivo) α : [0, 1] → W con α(0) = A0 y α(1) = A1 defínase β : [0, 1] → O

por β(t) = p ◦ α(t). Obsérvese que β es una curva de Jordan, ya que si no lo
fuera entonces p ◦ α|(0,1) no sería inyectiva y podemos tomar subintervalos cerrados
J ⊂ (0, 1) para los que β|Int J es inyectiva y β(J) es una curva de Jordan.

β no es homotópicamente nula, en caso contrario existiría una homotopía H :

[0, 1]2 → B2 tal que H(t, 0) = β(t), H(t, 1) = p(A0) = A para todo t ∈ [0, 1] y
H(1, s) = H(0, s) = A para todo s ∈ [0, 1]. Levantemos la homotopía H a R2

(ver por ejemplo [dC76a, sección 5.6, proposición 3]) y obtengamos la homotopía
H̃ : [0, 1]2 → R2 tal que H̃(t, 0) = α(t), H̃(t, 1) = A0 para cada t ∈ [0, 1]. Puesto
que H̃(0, s) = A0 para cualquier s ∈ [0, 1], H̃(1, 0) = A1 y H̃(1, 1) = A0 llegamos a
una contradicción con la continuidad de H̃ porque H̃(1, s) debe ser siempre igual a
un punto X ∈ R2 tal que A ∼ X. Así que β no es homotópicamente nula y llegamos
a una contradicción que viene de suponer que q no es inyectiva. Por lo tanto q es
inyectiva.

Veamos ahora que q es sobreyectiva. Si no lo fuera O\p(W ) �= ∅ además, como p
es un homeomorfismo local y W es un conjunto abierto entonces p(W ) es también
abierto. Por lo tanto debe existir un punto b ∈ Bd p(W ) ∩ O. Puesto que p es una
aplicación recubridora, podemos tomar un pequeño entorno de b, Ub ⊂ O, tal que
Ub y cada componente conexa de p−1(Ub) son homeomorfos. Denotemos por Vb a
una de las componentes de p−1(Ub) que interseca a W y pongamos V = W ∪ Vb.
Puesto que V ⊂ p−1(O) es conexo se llega a una contradicción con la definición de
W . Entonces q es sobreyectiva. Además, como p es un homeomorfismo local, q es
una aplicación abierta y continua y entonces q es un homeomorfismo entre O y W .

Además aplicamos el teorema 1.5.3 y obtenemos que W y O también son di-
feomorfos [Thu97, p. 112], denotemos por i : W → O a un homeomorfismo entre
ambos. Ahora se usa que W es simplemente conexo y el teorema de Vinograd para
construir un flujo suave Ψ : R× R2 → R2 con u ∈ W tal que ωΨ(u) = BdW y con
puntos singulares en todo R2\W .

Sea Σ : R×O → O un flujo suave definido porΣ(t, x) = i(Ψ(t, i−1(x))), entonces
ωΣ(i(u)) = Bd i(W ) = BdO. Usemos el lema 1.3.A para extender el flujo Σ a un
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flujo suave Φ : R×B2 → B2 con las mismas órbitas en O, entonces ωΦ(i(u)) = BdO

lo que concluye la prueba en este caso.

Caso (ii) Sea β una curva de Jordan no orientable contenida en O. Pongamos
V = O\β y usemos el lema 2.4.3 para ver que B2\β está embebido por una aplicación
suave en P2, f : B2\β → P2 de tal manera que P2\f(B2\β) es la clausura de un
disco abierto D. Puesto que f(V \β) es conexo por serlo V \β es conexo, W =

f(V \β) ∪ ClD ⊂ P2 es también conexo y abierto. Además P2\W es conexo porque
P2\W = f(B2\O) y O es admisible. Usemos ahora el teorema 2.4.B para obtener
un flujo suave Ψ : R× P2 → P2 y un punto u ∈W tal que ωΨ(u) = BdW . Notemos
que este flujo se puede construir con el conjunto de puntos singulares conteniendo
a ClD, en caso contrario, bastaría con multiplicar el campo de vectores asociado a
Ψ, G, por una función suave y positiva λ : P2 → R+ ∪ {0} anulándose sólo en ClD

y reemplazar u por un punto w en Ψu(R) tal que Ψw([0,+∞)) ∩ ClD = ∅ y Ψ por
el flujo asociado a λG.

Sea Λ : R× B2\β → B2\β el flujo suave definido por Λ(t, v) = f−1(Ψ(t, f(v))) y
extiéndase a un flujo suave Φ definido en todo B2 usando el lema 1.3.A como en el
caso anterior. Por lo tanto ωΦ(f−1(u)) = BdO que concluye la prueba.

Caso (iii) La prueba de este caso es igual que la del segundo teniendo en cuenta
que hay que aplicar el lema 2.4.4 y el teorema de Vinograd en lugar del lemma 2.4.3
y el teorema 2.4.B.

Caso (iv) Sea β una curva de Jordan orientable y no homotópicamente nula
contenida en O. Tomemos V = O\β y usemos el lema 2.4.4 para ver que B2\β se
descomponen en dos componentes B1 y B2 embebidas por aplicaciones suaves en
P2, fi : Bi → P2. Además P2\fi(Bi) = ClDi donde Di es un disco abierto, para
i ∈ {1, 2}.

Al ser O admisible se tiene que BdO está contenida o bien en B1 o en B2,
asumamos que BdO ⊂ B1 (la prueba del otro caso es igual). Definimos el conjunto
W := f1(V ∩ B1) ∪ ClD1, que es conexo porque V ∩ B1 es conexo y f(V ∩ B1)

tiene puntos de acumulación en ClD1. P2\W es también conexo porque P2\W =

f1(B1\(V ∩B1)) y B1\(V ∩B1) es igual a (B2\O)∩B1 que es conexo por hipótesis.

Podemos aplicar ahora el teorema 2.4.B a W y obtener un flujo suave Σ : R ×
P2 → P2 y un punto u ∈W\ClD1 con ωΣ(u) = BdW , además Σ se puede construir
de forma tal que cualquier punto de ClD1 es singular. Consideramos el flujo suave
Λ : R× B1 → B1 definido por Λ(t, v) = f−1

1 (Σ(t, f1(v))) y lo extendemos a un flujo



Φ : R× B2 → B2 usando el lemma 1.3.A. Ahora ωΦ(f−1(u)) = f−1(BdW ) = BdO,
lo que concluye la prueba.

2.5. Caracterización para superficies en general

Desafortunadamente la caracterización del teorema 2.3.A no es válida para su-
perficies en general. Veamos un contraejemplo en superficies no compactas. Para ello
tomemos la superficie abierta

S = R2\
( ∞⋃

n=1

{( 1

n
, 0), (

−1

n
, 0)} ∪ {(0, 0)}

)
.

Esta superficie está dibujada en la figura 2.5. Claramente, el círculo C puede ser
el conjunto ω-límite de una órbita para un flujo adecuado, sin embargo C no es la
frontera de ningún anillo regular en la superficie S. De hecho, si U ⊂ S es un conjunto
abierto tal que BdU = C, entonces es necesario que BdU contenga infinitos puntos
del conjunto

⋃∞
n=1{( 1

n
, 0), (−1

n
, 0)} ∪ {(0, 0)}, por lo tanto U no puede ser un anillo

regular.

�

�
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Figura 2.4: Representación de un conjunto ω-límite sobre una superficie S que no es una componente

de la frontera de un anillo regular



Capítulo 3

Órbitas recurrentes sobre
superficies generando conjuntos

ω-límite con interior vacío

3.1. Introducción

El flujo construido por Denjoy en [Den32] demuestra la existencia de un conjunto
ω-límite con interior vacío generado por órbitas recurrentes sobre el toro T2, además
dicho conjunto no sólo es un conjunto ω-límite sino que se trata de un conjunto
minimal.

Los conjuntos ω-límites generados por órbitas recurrentes y con interior vacío
han permanecido hasta la década pasada muy poco estudiados y sólo antes de esta
década Markley [Mar69a, Mar78, Mar66] y Măıer [Mai43] dedicaron estudios más o
menos profundos a este tema. Sin embargo en sus artículos no se estudia la estructura
de ellos sino que se trata más bien de contar el número de ω-límites recurrentes no
triviales diferentes que puede tener un flujo. Artículos de finales de los 80 [Oda89]
tenían objetivos parecidos a los antiguos de Markley y Măıer.

Como ya se expuso en el primer capítulo sabemos qué superficies no admiten ór-
bitas recurrentes no triviales. Recordamos que por el teorema de Poincaré-Bendixson
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generalizado, en la esfera no cabe hablar de este tipo de órbitas. En cuanto a las
superficies de género uno, por un lado tenemos el toro donde sí existen estas órbitas
y por otro se tiene el plano proyectivo que no puede tener órbitas recurrentes no
triviales por ser su recubridor orientable doble la esfera.

Si nos fijamos en las superficies orientables de género mayor o igual que dos
es obvio que pueden tener órbitas recurrentes pues estas superficies no son más
que sumas conexas de toros, los cuales pueden contener tales órbitas. Por ejemplo,
si quisiéramos construir una órbita recurrente, no periódica y no singular, con el
interior de su ω-límite vacío bastaría con construir el flujo en el toro con una órbita
de estas características y sumar conexamente este toro con otro constituido sólo de
puntos singulares.

La superficie no orientable de género dos, en cambio, no puede tener una órbita
recurrente definida sobre ella a menos que ésta sea una órbita periódica. Sin embargo
para las superficies no orientables de género mayor sí se da la existencia de órbitas
recurrentes no triviales con el interior de su ω-límite vacío. El procedimiento es el
mismo que se ha definido para la superficie orientable de género mayor que uno, pues
las superficies no orientables de género mayor que dos se pueden obtener sumando
conexamente el toro con bandas de Möbius.

El estudio de este tipo de recurrencias ha mantenido su interés durante toda la
segunda mitad del siglo XX e incluso su desconocimiento profundo ha dado lugar
a que teoremas como el de estabilidad estructural de Peixoto [Pei62] se fueran al
traste, al menos en las superficies no orientables. El artículo [Gut78] explica por
qué y establece dicho teorema para la superficie no orientable de género tres, con
lo cual el teorema de Peixoto es válido en todas las superficies orientables y las no
orientables de género menor o igual que tres.

3.2. El flujo de Denjoy

En esta sección vamos a dar un método de construcción de flujos usando homo-
morfismos del círculo, estos flujos se llaman suspensiones de los homeomorfismos
correspondientes. Su construcción detallada se puede seguir en [ABZ96, sección 3.1].
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3.2.1. Suspensión de un homeomorfismo del círculo

En este apartado denotaremos por f : S1 → S1 a un homeomorfismo del círculo
y con él definiremos la superficie Mf como vamos a explicar.

La superficie Mf . Para definir Mf partiremos del anillo S1 × [0, 1] y definiremos
en él la relación de equivalencia que sigue.

(t, a) ∼ (t′, a′) si y sólo si:

1. (t, a) = (t′, a′) o,

2. existe x ∈ S1 tal que (t, a) = (x, 1) y (t′, a′) = (f(x), 0).

Con esta relación de equivalencia definimos:

Mf = S1 × [0, 1]/ ∼ .

Es fácil ver que cuando el homeomorfismo f conserva la orientación la superficie
Mf es homeomorfa al toro T2 y en caso contrario, cuando f invierte la orientación,
entonces Mf es homeomorfa a la botella de Klein B2.

El flujo Φf : R× Mf → Mf . Usando la definición de Mf y del homeomorfismo f ,
para cada τ ∈ [0, 1) y x ∈ S1 definimos:

Φf (t, [x, τ ]) = [f [t+τ ](x), {t+ τ}],
donde [t + τ ] (respectivamente {t + τ}) denota la parte entera (respectivamente
fraccional) del número t+ τ . Es fácil ver que Φf es un flujo bien definido sobre Mf

llamado suspensión de f y que también denotaremos por

Sus(f).

Relación entre f y Sus(f). Las dinámicas del homeomorfismo f y del flujo
Sus(f) están estrechamente relacionadas. En concreto se tiene:

Proposición 3.2.1. 1. Si f tiene una órbita densa, entonces el flujo Sus(f) tiene
una órbita densa.

2. Si f tiene una órbita recurrente no trivial entonces Sus(f) tiene una órbita
recurrente no trivial.

3. Si f tiene un órbita periódica, entonces Sus(f) tiene una órbita periódica.
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3.2.2. El homeomorfismo de Denjoy

La construcción del flujo de Denjoy se puede realizar mediante la suspensión de
un homeomorfismo del círculo. Esbozaremos la construcción de este homeomorfismo
y lo utilizaremos para obtener el flujo que buscamos.

Para empezar fijaremos un poco de notación:

1. Identificaremos S1(ρ) y el espacio que se obtiene del intervalo [0, ρ] identifican-
do los puntos finales.

2. Dado un número θ ∈ R, Rθ : S1 → S1 denotará la rotación de ángulo θ sobre
S1, es decir Rθ(x) = x+ θ(mod. 1).

3. (an)n∈Z denotará la bisucesión de números reales tales que an = 1
(|n|+2)(|n|+3)

,
además a ∈ R será la suma de la bisucesión, es decir a =

∑
n∈Z

an.

Suponemos en lo que sigue que θ ∈ R\Q, tomamos un punto x0 ∈ S1 y definimos
la sucesión (xn)n∈N de puntos de S1 tales que xn = Rn

θ (x0). Puesto que θ es irracional
se tendrá que Cl{xn : n ∈ N} = S1.

Ahora tomamos para cada n ∈ Z un intervalo abierto de longitud an, Gn =

(αn, βn) ⊂ S1(1+a), de tal forma que la posición relativa entre los intervalos (Gn)n∈Z

es la misma que la de los puntos de la bisucesión (xn)n∈Z.

Con esta definición de los intervalos Gn se tiene que Ω = S1(1 + a)\ ⋃
n∈Z

Gn es

un conjunto de Cantor. El subconjunto de Ω que se obtiene quitando de éste los
extremos de los intervalos Gn se denota por Ω◦.

De la definición que hemos dado de los conjuntos Gn, Ω y Ω◦ podemos deducir
la existencia de una aplicación

h : S1(1 + a) → S1

tal que:

1. h es continua y conserva la orientación,

2. h(ClGn) = xn,

3. h es inyectiva cuando se restringe su definición al conjunto Ω◦.



3.2.0 El flujo de Denjoy 83

Ya estamos en condiciones de realizar ya la construcción del homeomorfismo de
Denjoy, su definición no es directa sino que se hace a través de su derivada, ésta será
la aplicación

F : S1(1 + a) −→ R,

definida por

F (x) = 1 + kn
(x− αn)(βn − α)

a2
n

si x ∈ Gn = (αn, βn),

donde se toma kn = 6
(

an+1

an
− 1
)
.

Se puede comprobar (para los detalles nos remitimos a [ABZ96, sección 3.1]) que
existe un homeomorfismo (homeomorfismo de Denjoy) f : S1(1 + a) → S1(1 + a)

cuya derivada es la aplicación F y que satisface las siguientes propiedades:

1. f(Ω) = Ω,

2. Rθ ◦ h = h ◦ f ,

3. f(Ω◦) = Ω◦,

4. para todo n ∈ Z se verifica f(Gn) = Gn+1,

5. para cualquier x ∈ S1(1 + a) se tiene que

ωf(x) := {y ∈ S1(1 + a) : ∃(nk)k∈N → +∞ tal que (fnk(x))k∈N → y} = Ω.

3.2.3. Suspensión del homeomorfismo de Denjoy

Los dos apartados anteriores nos permiten definir el flujo de Denjoy haciendo
la suspensión del homeomorfismo de Denjoy, f : S1(1 + a) → S1(1 + a). Con esta
suspensión obtenemos el flujo:

Φf : R×Mf →Mf .

En este caso, debido a que el homeomorfismo f conserva la orientación, tenemos
que Mf = T2 y por lo tanto podemos reescribir el flujo como:

Φf : R× T2 → T2.

De la definición de suspensión de un homeomorfismo y de las propiedades del
homeomorfismo de Denjoy, se deducen fácilmente las siguientes propiedades del flujo
Φf :
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1. El flujo Φf no tiene puntos singulares.

2. El flujo Φf no tiene órbitas periódicas.

3. Si x ∈ Ω entonces OrbΦf
([x, 0]) es recurrente no trivial.

4. Si x ∈ S1(1 + a)\Ω entonces OrbΦf
([x, 0]) es no recurrente.

5. Existe un conjunto Sus(Ω) ⊂ T2 compacto, conexo y con interior vacío tal que
si [x, τ ] ∈ T2 = Mf entonces ωΦf

([x, τ ]) = Sus(Ω).

6. T2\Sus(Ω) tiene una única componente conexa.

El conjunto ω-límite que aparece para el flujo de Denjoy, desde el punto de vista
topológico, ya está estudiado. En efecto, a pesar de ser Sus(Ω) el conjunto ω-límite
de órbitas recurrentes no triviales también es el conjunto ω-límite de órbitas no
recurrentes. En consecuencia, por el teorema 2.3.A, C es una componente de la
frontera de un anillo regular.

Antes de centrar nuestra atención en estudiar conjuntos ω-límite con interior
vacío de órbitas recurrentes no triviales conviene plantearse si realmente existen
ejemplos de éstos conjuntos sin que sean ω-límite de órbitas no recurrentes. Vemos
un ejemplo de tales conjuntos en el apartado siguiente.

3.2.4. Modificaciones del ejemplo de Denjoy

Fijemos un punto y ∈ Ω\Ω◦ ⊂ S1(1 + a) y una sucesión de números enteros
(nk)k∈N tales que:

1. La sucesión de intervalos (Gnk
)k∈N está ordenada de forma creciente (ver la

figura 3.1).

2. Tanto +∞ como −∞ son puntos de acumulación de (nk)k∈N.

3. Todos los puntos de los intervalos Gnk
son menores que y ∈ ClGm para algún

m ∈ Z.

4. y ∈ Bd
⋃

k∈N
Gnk

.

5. D := Cl
⋃

k∈N
Gnk

= {y} ∪⋃k∈N
ClGnk

.
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0 1 + ay

Gn1 Gn2 Gn3 Gn4 Gn5

Figura 3.1: Elección de los intervalos Gnk

Antes de seguir es necesario enunciar un lema geométrico sobre la esfera S2.

Lema 3.2.2. Sea U un abierto conexo ∅ � U � S2 y definamos en S2 la relación
de equivalencia x ∼ y si y sólo si:

1. x = y o

2. x e y pertenecen a una misma componente de S2\U .

Entonces S2/ ∼ es homeomorfo a S2.

Demostración. La prueba de este resultado se puede seguir en [Sol01b, sección 5.3]
y consiste en ver que S2/ ∼ es un espacio de Janiszewski1, contiene más de un punto
y para cada x ∈ S2/ ∼ se tiene que S2/ ∼ \{x} es conexo. A partir de ahí se aplica
un teorema que nos dice que cualquier espacio con estas propiedades es homeomorfo
a S2 (ver [Kur68, páginas 154 y 531]).

Según el teorema de Gutiérrez, cualquier flujo es topológicamente equivalente a
un flujo de clase C1 (ver [Gut86]), así que no es restrictivo suponer que el flujo Φf

es de clase C1, en caso contrario haríamos el razonamiento con el flujo equivalente
a Φf de clase C1. Como el conjunto E = {[x, 1] : x ∈ D} ⊂ Mf = T2 es cerrado en
T2, podemos modificar el flujo Φf sobre el toro (multiplicando el campo de vectores
asociado a Φf , Gf , por una función escalar positiva que se anule únicamente sobre E,
λf , y luego considerando el flujo asociado al campo de vectores λfGf) para obtener
un flujo

Φ̃f : R× T2 → T2

que verifique:
1Un espacio se dice de Janiszewski cuando es Hausdorff, compacto, conexo, localmente conexo y

se verifica además: para cada par de subconjuntos compactos y conexos, A1 y A2, tales que A1∩A2

no es conexo existen puntos, x e y, en el complementario de A1∪A2 que no están simultáneamente
contenidos en ningún compacto y conexo del complementario de A1∪A2 (se puede ver la definición
de estos espacios así como sus propiedades básicas en [Kur68, capítulo 10, sección 61]).
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1. Todos los puntos de E son singulares para Φ̃f .

2. Las órbitas de Φf que no intersecan al conjunto E siguen siendo órbitas de
Φ̃f .

Definimos ahora la relación de equivalencia ∼E sobre T2 de la siguiente forma:
x ∼E y si y sólo si

1. x = y o,

2. x e y pertenecen a la misma componente conexa de E.

Aplicando ahora el lema 3.2.2 a T2\{[x, 1
2
] : x ∈ S1(1 + a)}, que es homeomorfo

a S2
∗∗, se puede ver que T2

E := T2/∼E
y T2 son homeomorfos. Denotaremos por

p : T2 → T2
E a la aplicación cociente, por {x}E a la clase de equivalencia de un

punto x ∈ T2 y para cada conjunto A ⊂ T2, {A}E representa el conjunto de las
clases de equivalencia de los elementos de A, es decir {A}E = {p(x) : x ∈ E}.

Es fácil ver que el flujo Φ̂f : R× (T2
E\{E}E) → T2

E\{E}E definido por:

Φ̂f (t, {x}E) = p(Φ̃f(t, p
−1(x))),

está bien definido. Éste lo podemos extender a todo T2
E con ayuda del lema 1.3.A,

la extensión la seguimos llamando Φ̂f para no recargar la notación.

Finalmente si llamamos g : T2 → T2
E al homeomorfismo existente entre T2 y T2

E ,
utilizamos el flujo Φ̂f para definir otro con las mismas propiedades sobre T2:

̂̂
Φf : R× T2 −→ T2

(t, x) → g−1(Φ̂f (t, g(x))).

De la definición del flujo se siguen fácilmente las siguientes propiedades:

1. Para todo u ∈ T2\Sus(Ω) se tiene que g−1({u}E) es un punto no recurrente,
en concreto para todo x ∈ ⋃n∈N

Gn se tiene que g−1({[x, 1]}E) es un punto no
recurrente.

2. La segunda propiedad anterior se puede refinar todavía más, para todo x ∈⋃
n∈N

ClGn se tiene que g−1({[x, 1]}E) es un punto no recurrente.
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3. Para todo x ∈ Ω◦ se tiene que g−1({[x, 1]}E) es un punto recurrente no trivial.
Además existe un conjunto compacto, conexo y con interior vacío F tal que

ω ̂̂
Φf

(g−1({[x, 1]}E)) = α ̂̂
Φf

(g−1({[x, 1]}E)) = F.

4. Si z es un punto no recurrente entonces tanto ω ̂̂
Φf

(z) como α ̂̂
Φf

(z) son conjun-
tos formados por un solo punto.

5. T2\F tiene un número infinito de componentes conexas, ninguna de las cuales
contiene en la frontera a F .

Así que hemos construido el flujo ̂̂Φf para el que existen puntos cuyo ω-límite es
F . Además no existe ningún flujo definido sobre T2 que tenga a F como el conjunto
ω-límite de una órbita no recurrente.

3.3. Número de ω-límites generados por órbitas re-

currentes

Vamos a presentar en este apartado los resultados que hemos comentado en la
introducción relativos al número de ω-límites diferentes de órbitas recurrentes no
triviales que admite un flujo.

Recordamos que todas las superficies compactas, conexas y orientables salvo la
esfera admiten flujos suaves con órbitas recurrentes cuyos conjuntos ω-límites tienen
interior vacío. También se tiene que todas las superficies compactas, conexas y no
orientables salvo la botella de Klein y el plano proyectivo admiten flujos suaves con
órbitas recurrentes cuyos conjuntos ω-límites tienen interior vacío.

Hacemos notar que, para un flujo determinado, el número de ω-límites diferentes
de órbitas recurrentes no triviales con interior vacío puede ser mayor que uno. En
principio los resultados aludidos en el párrafo precedente nos dicen que existe uno,
pero no nos limitan el número máximo. El primero en limitar este número fue Măıer
para las superficies orientables en [Mai43], posteriormente Markley hizo lo propio
con las superficies no orientables en [Mar69a]. Pasamos a exponer el trabajo de
ambos.

Proposición 3.3.1 (Măıer, [Mai43]). Sea S una superficie compacta y conexa,
Φ : R×S → S un flujo continuo y x e y dos puntos recurrentes para Φ. Si y ∈ ωΦ(x)

entonces ωΦ(x) = ωΦ(y).
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Y ahora exponemos los teoremas que limitan el número de ω-límites diferentes
generados por órbitas recurrentes no triviales.

Teorema 3.3.2 (Măıer, [Mai43]). Un flujo continuo sobre una superficie com-
pacta, conexa y orientable de género p tiene como mucho p ω-límites con interior
vacío diferentes, generados por órbitas recurrentes no triviales. Además este número
se alcanza por algún flujo.

Finalmente, Markley utilizó este resultado para generalizarlo a las superficies no
orientables, la técnica consiste en levantar el flujo de una superficie no orientable
a una orientable por el recubridor de dos hojas, aprovechar el resultado anterior y
traducirlo mediante el recubridor a la superficie no orientable de partida. El mismo
resultado lo demostró también Aranson independientemente.

Teorema 3.3.3 (Aranson-Markley, [Ara69, Mar69a]). Un flujo continuo sobre
una superficie compacta no orientable de género p tiene como mucho

[
p−1
2

]
ω-límites

diferentes con interior vacío, generados por órbitas recurrentes no triviales. Además
este número siempre se alcanza por algún flujo.

3.4. Enunciado del teorema de estructura de los

conjuntos ω-límites con interior vacío genera-

dos por órbitas recurrentes no triviales

En esta sección vamos a presentar la caracterización de conjuntos ω-límites con
interior vacío generados por órbitas recurrentes no triviales. Para ello tenemos que
introducir algunas definiciones previas en las que utilizaremos la noción de superficie,
todas estas superficies son conexas y posiblemente con frontera combinatoria.

Fijaremos una distancia, dist : S × S → [0,+∞[, compatible con la topología
sobre la superficie S en la que deseamos dar una caracterización de los conjuntos
ω-límites. La bola abierta con centro en u y radio ε se define por la igualdad:

D(u, ε) := {u ∈ S : dist(u, p) < ε}.

Definición 3.4.1 (puntos interiores y finales de un arco). Si A es un arco
y ϕ : [a, b] → A es una parametrización de A entonces llamaremos a los puntos
ϕ(a) = u y ϕ(b) = v puntos finales del arco A. Los demás puntos del arco se
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llaman puntos internos2 de A y el conjunto unión de todos ellos recibe el nombre
de conjunto interno de A y lo denotaremos por InnA.

Usaremos la notación A = [u; v], InnA = (u; v). Si A es un arco orientado (véase
la definición 1.5.4 en la página 48) y ϕ es una parametrización compatible con la
orientación entonces usaremos la notación [u, v] y llamaremos a u el punto inicial
de A y a v el punto final de A.

Definición 3.4.2 (distancias entre arcos (Hausdorff y Fréchet)). Sean A y
B dos arcos sobre una superficie S. Definiremos la distancia de Hausdorff entre A
y B por la relación

dH(A,B) = máx{máx
u∈A

mı́n
v∈B

dist(u, v),máx
v∈B

mı́n
u∈A

dist(u, v)}.

Si adicionalmente A y B son arcos orientados entonces definimos la distancia Fréchet
entre A y B por

dF (A,B) = ı́nf
h∈H

sup
u∈A

dist(u, h(u)),

donde H es la familia de homeomorfismos, h : A→ B, que conservan la orientaciones
entre A y B. Por supuesto, se entiende que h conserva la orientación entre A y B
si cuando ϕ : I → A es compatible con la orientación de A entonces la composición
h ◦ ϕ es compatible con la de B.

Definición 3.4.3 (entorno regular de Whitney). Sea B una familia de curvas
en S, p ∈ B ∈ B y O un entorno de p. Diremos que O es un entorno regular de
Whitney del punto p si para cada ε > 0 existe un número real δ > 0 tal que:

(a) si [p′; q′] ⊂ O∩B′ para algún B′ ∈ B y dist(p′, q′) < δ, entonces diam([p′; q′]) < ε;

(b) si [p; q] ⊂ O ∩B, p′ ∈ O ∩ B′ para algún B′ ∈ B y dist(p, p′) < δ, entonces hay
algún [p′; q′] ⊂ O ∩B′ tal que dH([p; q], [p′; q′]) < ε.

Diremos que B es regular en el sentido de Whitney si todos los puntos de todas las
curvas B ∈ B tienen un entorno regular de Whitney.

Observación 3.4.1. Si todas las curvas de una familia B son inmersiones de R o S1,
son disjuntas dos a dos y rellenan un subconjunto abierto U de S se dice que la
familia B es completa. Cuando B es completa:

2Preferimos llamarlos puntos internos y no puntos interiores para evitar confusión con la noción
topológica de punto interior de un conjunto.
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Whitney mostró en [Whi33] que la regularidad de Whitney es equivalente a
la propiedad: para cada p ∈ B ∈ B existe un entorno D de p en O y un
homeomorfismo h : [0, 1] × [0, 1] → D tal que cualquier arco h([0, 1] × {x}),
x ∈ [0, 1] está incluido en alguna curva de B.

Whitney probó en [Whi41] que la propiedad (a) de la definición 3.4.3 es re-
dundante (esto no es cierto en general si la familia B no es completa).

Si en la definición 3.4.3 asumimos que todas las curvas de B son orientables (con
sus subarcos heredando las orientaciones correspondientes) y reemplazamos (b)
por:

(b)’ si [p, q] ⊂ O ∩ B (resp. [q, p] ⊂ O ∩ B), p′ ∈ O ∩ B′ pa-
ra algún B′ ∈ B y dist(p, p′) < δ, entonces existe algún [p′, q′] ⊂
O ∩ B′ (resp. [q′, p′] ⊂ O ∩ B′) tal que dF ([p, q], [p′, q′]) < ε (resp.
dF ([q, p], [q′, p′]) < ε),

entonces decimos que B es una familia completa, orientable y regular en el
sentido de Whitney. Whitney demostró en [Whi33] (ver [Nik01, pp. 216–222]
para una referencia reciente) que si B es una familia completa, orientable y
regular en el sentido de Whitney en S y O es la unión de todas las curvas de B
entonces existe un flujo Φ : R×S → S tal que cada curva de F es una órbita de
Φ. Además, los puntos de S\O son exactamente los puntos singulares de Φ y
las orientaciones de cada una de las curvas de B coinciden con las orientaciones
de las correspondientes órbitas de Φ.

Definición 3.4.4 (superficie girando alrededor de un círculo). Sea R ⊂ S

una superficie y C ⊂ S un círculo orientable no homotópicamente nulo. Diremos
que R gira alrededor de C si existe un embebimiento, φ : [0, 1]× [0, 1] → R, tal que:

(i) φ((0, 1) × (0, 1)) ⊂ R \ (∂R ∪ C);

(ii) φ([0, 1] × {0, 1}) ⊂ ∂R;

(iii) φ({0, 1} × [0, 1]) ⊂ C;

(iv) si ε > 0 es suficientemente pequeño entonces φ((0, ε]×[0, 1]) y φ([1−ε, 1)×[0, 1])

están en lados opuestos de C.
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El conjunto φ([0, 1] × [0, 1]) recibe el nombre de sección de giro de R y el conjunto
φ([0, 1] × {0, 1}) es su frontera de giro. También denotaremos al conjunto unión de
todas las secciones de giro de R por Υ(R) y a la unión de todas las fronteras de giro
por Υ(∂R).

Está claro que las definiciones previas dependen del círculo C, así que siempre
deberá estar claro a qué círculo nos estamos refiriendo para que no haya confusión.

Definición 3.4.5 (familia realizable para C). Sea {Rn}∞n=1 una familia de su-
perficies simplemente conexas sobre S disjuntas dos a dos. Sea C ⊂ S un círculo
orientable no homotópicamente nulo. Diremos que {Rn}∞n=1 es una familia realizable
respecto a C si se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) todas las superficies Rn giran alrededor del círculo C y para cada índice m, el
conjunto Rm ∪ Cl (

⋃
n Υ(Rn)) es un entorno de ∂Rm;

(ii) la familia de las componentes de todas las fronteras combinatorias ∂Rn es re-
gular en el sentido de Whitney;

(iii) para cada u, v ∈ ⋃n BdRn y ε > 0 existe un arco A en
⋃∞

n=1 ∂Rn que satisface
dist(u,A) < ε, dist(v, A) < ε.

Enunciamos ya el teorema que caracteriza los conjuntos ω-límites con interior
vacío de puntos recurrentes no triviales.

Teorema 3.4.A (Caracterización de conjuntos ω-límites con interior vacío
generados por órbitas recurrentes no triviales). Sea S una superficie compacta
y conexa y Ω ⊂ S tal que Int Ω = ∅.

(i) Supongamos que Ω es el conjunto ω-límite de un punto recurrente de algún
flujo definido sobre S pero no es el ω-límite de ningún punto no recurrente de
ningún flujo definido sobre S. Entonces existe una familia realizable {Rn}∞n=1

para algún círculo no homotópicamente nulo, C, tal que Ω = Bd
⋃

nRn.

(ii) Asumamos que existe una familia realizable {Rn}∞n=1 para algún círculo no ho-
motópicamente nulo, C, con Ω = Bd

⋃
nRn. Entonces existe un flujo definido

sobre S (topológicamente equivalente a un flujo suave definido sobre S) que
tiene a Ω como el conjunto ω-límite de uno de sus puntos recurrentes. Sin em-
bargo, no existe ningún flujo definido sobre S que tiene a Ω como el conjunto
ω-límite de alguno de sus puntos no recurrentes.
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La formulación de esta caracterización es bastante complicada. Sin embargo ha-
cemos notar que ninguna de las hipótesis involucradas es redundante. De hecho,
existen familias {Rn}∞n=1 de superficies simplemente conexas disjuntas dos a dos so-
bre el toro T2 satisfaciendo dos de las tres condiciones de la definición 3.4.5 y tal que
Bd
⋃

nRn no es un conjunto ω-límite para ningún flujo sobre T2. Más concretamente,
se pueden poner contraejemplos3 de cuatro tipos:

1. Por un lado podemos encontrar contraejemplos que satisfacen las condiciones
(ii), (iii) e incluso satisfaciendo que todas las superficies Rn giran alrededor
de un círculo C no homotópicamente nulo. Es decir, existen contraejemplos
donde sólo una de las condiciones de las dos agrupadas en (i) no se satisface.

2. Por otro lado se pueden dar contraejemplos (incluso en la esfera S2) que sa-
tisfacen (ii) y (iii) y tal que Rm ∪ Cl (

⋃
n Υ(Rn)) es un entorno de ∂Rm para

todo m4.

3. También existen familias que satisfacen (i) y (iii) de la definición 3.4.5 y sólo
no verifican (a) o (b) en la definición 3.4.3.

4. La condición (iii) de la definición 3.4.5 se puede interpretar como una forma
fuerte de conexión. En este sentido se pueden dar también contraejemplos para
los que se satisfacen (i) y (ii) y el conjunto Bd

⋃
nRn es conexo5.

Obsérvese finalmente que la parte referente a la suavidad en el teorema no es
óptima y no se puede mejorar ya que es fácil dar ejemplos de conjuntos Ω como los
del teorema que no son conjuntos ω-límites de flujos de clase C∞6.

3La descripción de estas familias se hará en la sección 3.7
4Nota por eliminar: Aquí el ejemplo que se puede poner es análogo al flujo de Denjoy en el

Toro, se parte de la foliación irracional en la esfera, se hace un procedimiento de blowing up como
se explica en [ABZ96, página 32] y se obtiene un flujo que no tiene órbitas recurrentes pero que
tiene un conjunto ω-límite Ω tipo cantor. Además S2\Ω tiene una única componente conexa. Para
obtener el flujo deseado es necesario cortar esta componente como se hace en la modificación del
ejemplo de Denjoy.

5Nota por eliminar: Este ejemplo se conseguiría modificando el ejemplo de Denjoy, en con-
creto habría que dividir el complementario del conjunto ω-límite de Denjoy en infinitas secciones
de giro, cada una de la cuales interseca a C sólo 3 veces (cuidado porque puede que no se satisfaga
la propiedad (i)-segunda parte).

6Nota por eliminar: No sé cual sería el ejemplo para esta afirmación
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3.5. Prueba de la primera parte del teorema 3.4.A

Durante todo esta sección fijaremos una superficie compacta y conexa S, un flujo
sobre ella Φ : R× S → S y un conjunto Ω ⊂ S tal que:

1. Int Ω = ∅,

2. existe un punto u ∈ S tal que Ω = ωΦ(u)  u,

3. no existe ningún flujo sobre S que tenga a Ω como el conjunto ω-límite de
ningún punto que no pertenezca a Ω.

Bajo estas hipótesis es fácil ver que Ω no es la frontera de ninguna de las com-
ponentes de S\Ω.

Lema 3.5.1. Sea O una componente de S\Ω. Entonces Φu(R) ∩ BdO = ∅.

Demostración. Procedemos por reducción al absurdo, es decir, suponemos que BdO =

Ω y distinguiremos dos casos dependiendo de si O es simplemente conexo o no. En
ambos casos obtendremos que Ω es una componente conexa de la frontera de un
anillo regular.

1. Si O es simplemente conexo y p es un punto de O entonces Ω una de las
componentes de la frontera del anillo regular O\{p} (la otra es el punto p).

2. Si O no es simplemente conexo usamos los lemas 2.2.4 y 2.2.2 un número finito
de veces para obtener círculos en O, disjuntos dos a dos y no homotópicamente
nulos, {Ci}n

i=1, y una superficie compacta sin frontera N tal que O\⋃n
i=1Ci es

homeomorfo a una región V ⊂ N que verifica que V ∪ {qj}l
j=1 es simplemente

conexa para ciertos puntos qj de N .

Sea h : O\⋃n
i=1Ci → V el citado homeomorfismo, D ⊂ V un círculo

que acota una región que contiene a los puntos qj y U la componente de
O\(h−1(D) ∪⋃n

i=1Ci) que tiene a Ω en su frontera. Ahora es claro que U es
un anillo regular y que Ω es una de las componentes de la frontera (la otra es
h−1(D)).

Así que en ambos casos hemos visto que Ω es una componente de la frontera
de un anillo regular contenido en S. Finalmente usando el teorema 2.3.A se puede
construir un flujo sobre S que tiene a Ω como el ω-límite de un punto no recurrente,
pero esto es una contradicción con las propiedades de Ω.
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El lema 3.5.1 implica en concreto que u es recurrente no trivial. Además, por un
teorema de Cherry (ver por ejemplo [ABZ96, página 57, teorema 2.1]) se tiene que
αΦ(u) = ωΦ(u) = Ω.

Antes de entrar en los detalles de la prueba necesitamos presentar nueva notación
y algunos resultados técnicos probados por Gutiérrez en [Gut86].

Definición 3.5.2 (entorno paralelizable). Un conjunto cerrado N ⊂ S se dice
que es un entorno paralelizable7 (del flujo Φ) si existe un homeomorfismo θ : [−1, 1]×
[−1, 1] → N tal que para cada s ∈ [−1, 1], θ([−1, 1] × {s}) es una subórbita de Φ.

Es conveniente recordar que para cualquier punto no singular de un flujo Φ existe
un entorno paralelizable que lo contiene, la demostración se puede ver por ejemplo
en [Haj65b, p. 166].

Definición 3.5.3 (círculo transversal). Un círculo orientable C ⊂ S se dice
transversal al flujo Φ cuando para cada punto y ∈ C existe un entorno paralelizable
Ny (θy : [−1, 1]× [−1, 1] → Ny) para la que θy(0, 0) = y y θ({0}× [−1, 1]) = Ny ∩C.

El siguiente lema de Gutiérrez, ver [Gut78, lema 1.2], justifica la existencia de
círculos transversales a nuestro flujo Φ.

Lema 3.5.4 (Gutiérrez). Existe un círculo C no homotópicamente nulo, trans-
versal al flujo Φ y que interseca a la órbita Φu(R)8.

Durante el resto de la sección, C denotará un círculo fijo que satisface las con-
diciones del lema anterior y en él tomaremos la partición A(C) formada por todos
los arcos9, [a; b] ⊂ C, que satisfacen una de las dos condiciones siguientes:

(i) [a; b] es la clausura de una componente de C\Ω.

(ii) a = b y a no pertenece a la clausura de ninguna componente de C\Ω.

Denotemos por f : D ⊂ C → C a la aplicación directa de Poincaré inducida por
el flujo Φ, esto es:

f(v) = Φt(v),

7Traducción del término inglés flow box.
8Nota por eliminar: Mirar en el artículo de Gutiérrez si está puesto que C es no homotópi-

camente nulo.
9Algunos pueden ser degenerados.



3.5 Prueba de la primera parte del teorema 3.4.A 95

siendo t > 0 el número real positivo más pequeño tal que Φt(v) ∈ C. Si no exis-
te ningún número t que satisface esta condición entonces la aplicación directa de
Poincaré no está definida en v.

Definición 3.5.5 (aplicación directa de Gutiérrez). La aplicación directa de
Gutiérrez se define como sigue

fC : D ⊂ A(C) −→ A(C)

[a; b] −→ [c; d],

donde [c; d] viene definido por una de las siguientes condiciones:

a = b ∈ Φu(R) y c = d = f(a);

[a; b]∩Φu(R) = ∅ y existen sucesiones de puntos {pn}∞n=1, {qn}∞n=1 en D∩Φu(R)

verificando:

1. ĺımn→∞ pn = a.

2. ĺımn→∞ qn = b.

3. ĺımn→∞ f(pn) = c.

4. ĺımn→∞ f(qn) = d.

5. [a; b] ⊂ [pn; qn] y [c; d] ⊂ [f(pn); f(qn)].

6. Para cada n ∈ N existe un disco cerrado cuya frontera es [pn; qn] ∪
[pn; f(pn)] ∪ [f(pn); f(qn)] ∪ [qn; f(qn)]10.

Observación 3.5.1 (Aplicaciones inversas de Poincaré y Gutiérrez). Cambiando los
tiempos (variable t) positivos por negativos en la definición de aplicación directa de
Poincaré se obtiene la aplicación inversa de Poincaré, que denotaremos por g : E ⊂
C → C.

Después, cambiando f por g en la definición de aplicación directa de Gutiérrez
obtenemos la aplicación inversa de Gutiérrez gC : E ⊂ A(C) → A(C).

Obsérvese que f y g por un lado y fC y gC por otro son aplicaciones inversas
una de otra allá donde la composición entre ellas tenga sentido. Así que usaremos
también la notación:

1. g = f−1.
10[pn, f(pn)] y [qn, f(qn)] denotan arcos que están contenidos en órbitas de Φ.
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2. gC = f−1
C .

3. f i(p) = g−i(p) si i ∈ Z\N.

4. f i
C(A) = g−i

C (A) si i ∈ Z\N.

Definición 3.5.6 (órbitas directas e inversas completas y arcos directa e
inversamente consistentes). Llamaremos órbita directa completa (resp. órbita
inversa completa) de fC a la sucesión {f i

C(A)}∞i=0 (resp. {f−i
C (A)}∞i=0) cuando está

bien definida.

Sea A ∈ D (resp. A ∈ E) un arco no degenerado. Diremos que A es directamen-
te consistente (resp. inversamente consistente) si existe una componente de S\Ω
intersecando tanto a A como a fC(A) (resp. tanto a A como a f−1

C (A)) .

De algunos de los resultados demostrados en el artículo [Gut86] y el lema 3.5.1
podemos enunciar el teorema que sigue.

Teorema 3.5.7 (Gutiérrez). Se satisfacen las siguientes propiedades:

(i) C ∩ Ω es un subconjunto de C de tipo Cantor (por lo tanto A(C) ∼= C cuando
a A(C) se le dota de la topología cociente);

(ii) A(C) \ (D ∪ E) es finito;

(iii) cualquier órbita directa o inversa completa de fC es densa en A(C).

Lema 3.5.8. La aplicación fC no tiene órbitas directas (resp. inversas) completas
de arcos directamente consistentes (resp. inversamente consistentes).

Demostración. Procedemos por reducción al absurdo suponiendo que existen tales
órbitas completas. Entonces alguna de las sucesiones {f i

C(A)}∞i=0 o {f−i
C (A)}∞i=0 está

bien definida y es densa en A(C) por el teorema 3.5.7(iii). Puesto que existe una
componente O de S \ Ω que interseca a todos los arcos de esta sucesión densa,
obtenemos que Φu(R) ∩ C ⊂ BdO, lo que contradice el lema 3.5.1.

Lema 3.5.9. Sea O una componente de S\Ω que interseca a algún A ∈ D ∩ E y
sea B la familia de órbitas de Φ contenidas en BdO que intersecan a C. Entonces
T = O ∪⋃B∈B B es una superficie simplemente conexa.



3.5 Prueba de la primera parte del teorema 3.4.A 97

Demostración. Usamos el lema 3.5.8 para obtener enteros no negativos minimales,
l y m, tales que f l

C(A) no es directamente consistente y f−m
C (A) no es inversamente

consistente.

Empezamos mostrando que T es una superficie. Para ello definimos f i
C(A) =

[ai; bi] si −(m+ 1) ≤ i ≤ l+ 1, y tomamos puntos {pn}∞n=1, {qn}∞n=1 de D ∩Φu(R)11,
que satisfacen:

ĺımn→∞ f i(pn) = ai y ĺımn→∞ f i(qn) = bi si −(m+ 1) ≤ i ≤ l + 1;

para cada n, [ai; bi] ⊂ [f i(pn); f i(qn)] si −(m+ 1) ≤ i ≤ l + 1;

para cada n,

Bn := [f−(m+1)(pn); f−(m+1)(qn)] ∪ [f−(m+1)(pn), f l+1(pn)]

∪[f−(m+1)(qn); f l+1(qn)] ∪ [f l+1(pn); f l+1(qn)]

es la frontera de un disco cerrado, Dn, que interseca a C sólo en los arcos
[f i(pn); f i(qn)] para todo −(m+ 1) ≤ i ≤ l + 112.

Recalcamos que [ai; bi] ⊂ T si −m ≤ i ≤ l, y para cualquier n, T ∩ Bn = ∅ y
T ∩ ([f i(pn); f i(qn)]\[ai; bi]) = ∅ si −m ≤ i ≤ l. Por lo tanto se tiene que T ⊂ D1 y
por la continuidad de f y la transversalidad de C que T es localmente homeomorfo
a un disco cerrado en todos los puntos ai, bi con −m ≤ i ≤ l (y en consecuencia en
todos los puntos de T por la definición de B). Así que T es una superficie.

Sólo queda por probar que T (o el abierto O) es simplemente conexo. Puesto
que S \ O es conexo y O ∩ B1 = ∅, D1 \ O es también conexo. Por lo tanto O es
simplemente conexo.

Ya estamos preparados para realizar la prueba de la primera parte del teore-
ma 3.4.A. Denotemos por {Rn}n a la familia de superficies R tales que:

1. IntR = O se encuentra en las condiciones del lema 3.5.9,

2. ∂R es el conjunto de puntos v tales que Φv(t) ∈ C y Φv(s) ∈ C para ciertos
t < 0 < s,

3. R gira alrededor de C.
11D es el dominio de la aplicación directa de Poincaré
12[f−(m+1)(pn), f l+1(pn)] y [f−(m+1)(qn); f l+1(qn)] denotan arcos contenidos en órbitas de Φ.
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Observemos que para cada n, Rn es una superficie simplemente conexa bien
definida debido al lema 3.5.9. La igualdad Ω = Bd

⋃
nRn sigue fácilmente ya que, por

la continuidad de Φ, la transversalidad de C y el teorema 3.5.7[(i) y (ii)], cualquier
arco de A(C) suficientemente cercano a un punto de Φu(R)∩C está incluido en una
sección de giro de alguna superficie Rn.

Ahora probamos que {Rn}n es una familia realizable para C. Claramente las
superficies Rn son disjuntas dos a dos y, en vista de la igualdad Ω = Bd

⋃
nRn y

del lema 3.5.1, la familia {Rn}n es infinita. La existencia de un entorno paralelizable
conteniendo a cada punto no singular de S y el hecho de que cualquier componente
de ∂Rn es de la forma Φv(I) para algún v ∈ S y algún intervalo I garantiza que
se satisfaga la propiedad (ii) de la definición 3.4.5. Las propiedades (i) y (iii) de la
definición 3.4.5 se puede probar de una manera similar a como se ha procedido para
ver que Ω = Bd

⋃
nRn.

3.6. Prueba de la segunda parte del teorema 3.4.A

Esta parte de la prueba es más complicada que la primera y la dividiremos en
varias secciones en las que se probarán resultados auxiliares que se utilizarán para
la construcción del flujo. Empezamos con la definición de familia casi regular.

Definición 3.6.1 (familia casi regular). Sea B una familia de curvas en la su-
perficie S y D ⊂ S. Diremos que B es casi regular en D si para cada ε > 0 existe
un δ > 0 tal que si [p′; q′] ⊂ D ∩ B′ para algún B′ ∈ B y dist(p′, q′) < δ, entonces
diam([p′; q′]) < ε.

Si B es casi regular en S entonces diremos solamente que B es casi regular.

Lema 3.6.2. Sea B una familia casi regular de arcos. Entonces existen parame-
trizaciones ϕB : [0, 1] → B para cualquier B ∈ B tal que la familia {ϕB}B∈B es
equicontinua.

Demostración. Tomamos particiones Pr, r ∈ N, de S formadas por discos cerrados
de diámetros menores o iguales que 1/r cuyos interiores son disjuntos dos a dos.
Podemos suponer que cada Pr+1 refina Pr, es decir, si T ∈ Pr+1 entonces existe
algún P ∈ Pr tal que T ⊂ P .

Ahora es fácil construir por inducción para cada arco B ∈ B particiones del in-
tervalo [0, 1], Qr = Qr

B, con cada Qr+1 refinando Qr, y definir correspondientemente
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la aplicación ϕB de manera que:

todos los intervalos de Q1 tienen la misma longitud;

todos los intervalos de Qr+1 incluidos en el mismo intervalo de Qr tienen la
misma longitud;

para cada intervalo [a, b] ∈ Qr existe algún disco cerrado, T ∈ Pr, tal que
{ϕB(a), ϕB(b)} ⊂ T y ϕB([0, 1] \ [a, b]) ∩ T = ∅.

La equicontinuidad de las aplicaciones ϕB sigue de la definición 3.6.1 y del he-
cho de que todos los intervalos de la partición Qr tienen como mínimo longitud
1/(Πr

s=1 CardPs).

A lo largo de toda esta sección {Rn}n denotará una familia realizable para algún
círculo C y A será la familia de las componentes de de todas las fronteras ∂Rn.

Notación 3.6.3 (Conjunto de Cantor, particiones, refinamientos). K deno-
tará el conjunto ternario de Cantor, {(ai, bi)}∞i=1 será la familia de componentes de
[0, 1] \K y N =

⋃∞
i=1{ai, bi}.

Una partición de K será una descomposición de K en una unión finita de conjun-
tos disjuntos dos a dos, cada uno de los cuales es la intersección de algún subintervalo
compacto de [0, 1] conK. Como antes, si P,Q son particiones de K entonces decimos
que Q refina a P si para cada L ∈ Q existe algún M ∈ P tal que L ⊂M .

3.6.1. Regularización de las fronteras de las superficies Rn

Empezamos este apartado introduciendo la noción de arco regularizable. El ob-
jetivo final será ver que todo arco A ⊂ ∂Rn es regularizable.

Definición 3.6.4 (arco regularizable). Sea A′ ⊂ ∂Rm un arco. Se dice que A′ es
regularizable si existe un embebimiento h : [0, 1] × [0, 1] → S tal que

(i) h([0, 1] × {0}) = A′ y h([0, 1] × {1}) ⊂ Υ(∂Rl) para algún l;

(ii) para cada i ∈ N existe algún Rk tal que h([0, 1] × (ai, bi)) ⊂ IntRk ∩ Υ(Rk) y
h([0, 1] × {ai, bi}) ⊂ Υ(∂Rk).

Una aplicación como h recibe el nombre de regularización de A′.
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Lema 3.6.5. Sea p ∈ ∂Rm para algún m. Entonces existen arcos arcos A,B, Y, Z,
un entorno abierto U de p, y una familia de arcos E tales que:

(i) las curvas InnA, InnB, InnY, InnZ son disjuntas dos a dos y existe un disco
cerrado D tal que BdD = A ∪B ∪ Y ∪ Z. Además:

• p ∈ InnA.

• D ∩Rm = A ⊂ ∂Rm.

• D ∩Rl ∩W = B ⊂ Υ(∂Rl) para algún l ∈ N y algún entorno W de Rl.

• Existe una curva (p; q) ⊂ U ∩ IntD con q ∈ InnB.

• E es la familia de arcos de
⋃

n Υ(∂Rn) que están dentro de D y que
intersecan a BdD exactamente en un punto de Y y en uno de Z;

(ii) si u ∈ IntU ∩D ∩⋃n Υ(∂Rn) entonces existe algún E ∈ E tal que u ∈ E;

(iii)
⋃

n Υ(Rn) es denso en D;

(iv) A es casi regular en D.

Demostración. Sea O un disco abierto pequeño que contiene a p (siendo ClO un
disco cerrado) tal que:

A es casi regular en O (definición 3.4.5(ii)) y (3.6.1)

O ⊂ Rm ∪ Cl (
⋃

n Υ(Rn)) (definición 3.4.5(i)). (3.6.2)

También suponemos que existe un arco A = [r; q] ⊂ ∂Rm con p ∈ (r; q) ⊂ O y
r, q ∈ BdO, que descompone a O en dos discos, uno de ellos incluido en IntRm

y el otro, que denotaremos por V , disjunto de Rm. En concreto téngase en cuenta
que si u ∈ O ∩ BdRn para algún n �= m entonces u ∈ Υ(∂Rn) y existe un arco
[ru; qu] ∈ ClO con u ∈ (ru; qu) ⊂ O y ru, qu ∈ BdV \ A. Fijamos ahora un entorno
U más pequeño y abierto de p y denotamos por D a la familia de todos los arcos de
antes [ru, qu] tales que u ∈ U , ver la figura 3.2. Entonces:

ı́nf
X∈D

diamX > 0. (3.6.3)

Definimos en D una relación de equivalencia ≈ como sigue. SiX,X ′ ∈ D entonces
decimos que X ≈ X ′ si X = X ′ o las siguientes condiciones se satisfacen:
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p
∂Rm

Rm

Int O\ClV

r q

O

u1

u2

u3

ru1

qu1 ru2

qu2

ru3 qu3

U

V

Figura 3.2: Ilustración sobre la definición de O, U , V y los arcos [ru; qu]

o X no está incluido en el disco cerrado contenido en ClV y delimitado por X ′

y A, o X ′ no está contenido en el disco cerrado incluido en ClV y delimitado
por X y A;

el disco cerrado contenido en ClV y limitado por X, X ′ y los arcos disjuntos
(posiblemente degenerados) E,E ′ ⊂ BdV \A que conectan sus puntos finales,
no incluye ningún arco de D intersecando sólo a uno de los conjuntos E o E ′.

También introducimos en D/ ≈ un orden parcial ≺ como sigue, [X ′] ≺ [X] si se
satisface una de las dos alternativas siguientes:

1. [X] = [X ′].

2. [X] �= [X ′] y X ′ pertenece a la componente de ClV \X que no incluye a A.

Claramente, tanto ≈ como ≺ están bien definidas.

Vamos a ver que existe un máximo para este orden. Para ello hacemos notar
que (3.6.1) y (3.6.3) implican que cualquier subconjunto infinito de D/ ≈ incluye
algún par tal que [X ′] ≺ [X] y [X ′] �= [X]. Así que si D/ ≈ es infinito es fácil
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construir o una cadena estrictamente creciente infinita [X1] ≺ [X2] ≺ [X3] ≺ . . .

o bien una cadena estrictamente decreciente [X1] � [X2] � [X3] � . . . . Por otro
lado, si [X ′] ≺ [X] y [X ′] �= [X] entonces existe algún [X ′′] �= [X] con [X ′′] ≺ [X],
[X ′] ⊀ [X ′′] y [X ′′] ⊀ [X ′]. Ahora se podrían usar las cadenas anteriores para
construir un subconjunto infinito de D/ ≈ tal que [X] �≺ [X ′] para cualquier par
de puntos del subconjunto. Así que forzosamente D/ ≈ debe ser finito y (3.6.2)
implica que p está en la clausura de la unión de todos los arcos de alguna clase de
equivalencia [X] ∈ D/ ≈ .

p

O

U
V u1

ru1 qu1

X1

X2

X3

X4X5

X6

X9

X7
X8

ru9

qu9

Figura 3.3: Figura ilustrativa de la relación de equivalencia ≈ y del orden parcial ≺ en la que se pueden

observar las relaciones X6 ≈ X7, X4 ≈ X8, X1 ≈ X2 ≈ X3 y se puede verificar que X2 �≈ X9,

X4 ≈ X5 �≈ X6, X7 ≈ X5 �≈ X8. Además [X1] ≺ [X9], [X5] ≺ [X9], [X6] ≺ [X9], [X6] ≺ [X9],

[X7] ≺ [X9], [X8] ≺ [X9], [X4] ≺ [X9], [X1] �≺ [X5], [X5] �≺ [X1]

Seguidamente mostramos que [X] es el máximo para ≺. Para hacer esto toma-
mos una sucesión Xr ∈ [X], r ∈ N, que converge hacia p y tal que cada Xr+1

está entre A y Xr. Por el lema 3.6.2 y el teorema de Arcelá, podemos suponer que
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las parametrizaciones correspondientes, ϕXr : [0, 1] → Xr ⊂ V , convergen unifor-
memente a una aplicación continua ϕ : [0, 1] → V . Además (3.6.1) implica que si
ϕ(a) = ϕ(b) = u entonces ϕ([a, b]) = {u}. Por lo tanto ϕ([0, 1]) es un arco. Incluso,
por la definición 3.4.5(ii), se puede suponer que existe un entorno de ClO que es un
entorno regular de p y entonces A = ϕ([0, 1]) (este es el único momento en la prueba
en el que necesitamos la propiedad (b) de entorno regular, definición 3.4.3). Así que
[X] es el máximo para ≺.

Pongamos que X ⊂ Υ(∂Rl). Modificando ligeramente O si fuera necesario, po-
demos asumir que:

(i) o todos los puntos del disco R limitado por A, X y los dos arcos correspon-
dientes en BdV no contienen puntos de IntRl suficientemente cerca de X;

(ii) o todos los puntos de R suficientemente cerca de X pertenecen a IntRl.

No es restrictivo suponer que ocurre el primer caso, si no existiría un arco X ′ ∈
[X]∩ClR que se puede conectar con X mediante un arco F en Υ(Rl)∩ClR∩U con
InnF ⊂ IntRl (en concreto X ′ ⊂ Υ(∂Rl)), y de nuevo modificando si es necesario O
podemos considerar que el disco limitado por A, X ′ y los arcos correspondientes de
BdV no contiene puntos de IntRl suficientemente cerca de X ′. También se puede
suponer que existe una curva (p; q) ⊂ U ∩ R con q ∈ InnX.

Ahora es suficiente con tomar B = X y elegir como Y y Z los arcos mencionados
más arriba de BdV , con D = ClR y E la familia de todos los arcos de [X]\{X} que
están incluidos en D. Incluso la definición de [X] y su condición de máximo para
la relación ≺ garantiza que E es la familia de arcos de D incluida en D \ (A ∪ B),
y entonces la familia de arcos de

⋃
n Υ(∂Rn) que caen en D e intersecan a BdD

exactamente en un punto de Y y uno de Z (puesto que cualquiera de tales arcos
debe intersecar U y por lo tanto pertenecer a D). Por lo tanto (i) y (ii) se satisfacen.

Las propiedades (iii) y (iv) siguen de (3.6.1) y (3.6.2).

En los siguientes cuatro lemas el punto p ∈ ∂Rm quedará fijo. Nuestro interés
inmediato ahora es mostrar que existe un arco regularizable A′ ∈ ∂Rm tal que p ∈
InnA′ (lema 3.6.12). Hasta entonces usamos la notación del lema 3.6.5 y suponemos
que todos los arcos de E están orientados de tal manera que sus puntos iniciales
están en Y .
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Notación 3.6.6 (familia F y orden parcial sobre ella). Sea F la familia de
todos los arcos orientados de D con punto inicial en Y y punto final en Z y provista
de estructura de espacio métrico inducida por la métrica de Fréchet (la distancia de
Fréchet se denotará por dF ).

Introducimos en F una relación de orden parcial < como sigue: F < F ′ si F = F ′

o F �= F ′ y los conjuntos de D limitados por A y F por un lado y por F ′ y B por
otro, tienen interiores disjuntos dos a dos. Nótese finalmente que < es un orden total
en E .

Lema 3.6.7. Sea (Er)r ⊂ E una sucesión estrictamente creciente (resp. estricta-
mente decreciente) y, para cada r, sea Dr ⊂ D el disco cerrado delimitado por A
(resp. B) y Er. Entonces Cl(

⋃
r Dr) es un disco cerrado en D limitado por A y un

arco E ∈ F y (Er)r converge a E en (F , dF ).

Demostración. Asumamos por ejemplo que (Er)r es estrictamente creciente. Para
cada r, sea Dr ⊂ D el disco cerrado limitado por A y Er. Usando la equicontinuidad
de parametrizaciones adecuadas, ϕr = ϕEr : [0, 1] → Er, podemos encontrar una
subsucesión (ϕrl

)l convergiendo uniformemente a alguna aplicación ϕ : [0, 1] → D,
siendo E = ϕ([0, 1]) un arco (ver el lema 3.6.5(iv) y el lema 3.6.2). Además E ∈
F y por monotonía, el disco cerrado incluido en D y limitado por A y por E es
Cl(
⋃

rl
Drl

) = Cl(
⋃

r Dr). Además, un argumento similar garantiza que cualquier
subsucesión de (Er)r tiene una subsucesión convergiendo hacia E. Esto es suficiente
para garantizar la convergencia de toda la sucesión (Er)r.

Lema 3.6.8. Existe una aplicación biyectiva Σ : N → E13 que conserva el orden.
Además, para cada i existe algún k = k(i) tal que Σ(ai),Σ(bi) ∈ Υ(∂Rk).

Demostración. Tomemos un arco arbitrario E ∈ E y pongamos que E ⊂ Υ(∂Rk).
Usando el lema 3.6.5(i), (ii) y (iii) podemos encontrar un arco F en Υ(Rk) ∩D ∩U
con su conjunto interno incluido en IntRk, y que tiene uno de sus puntos finales en
E y el otro en algún E ′ ∈ E con E ′ ⊂ Υ(∂Rk). En concreto, el disco cerrado de D
delimitado por E y E ′ no limita ningún otro arco de E .

Asumamos por ejemplo E < E′, entonces definimos Σ(a1) = E, Σ(b1) = E ′.
Usando repetidamente este procedimiento y teniendo el lema 3.6.5(i) y (iii) en cuen-
ta, podemos conseguir la aplicación deseada Σ.

13Ver la definición de N en la notación 3.6.3.
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Notación 3.6.9 (arcos F−
x y F+

x ). En vista de los lemas 3.6.7 y 3.6.8, los arcos
F−

x y F+
x definidos por:

F−
x = ĺımz→x,z∈N,z<x Σ(z) y

F+
x = ĺımz→x,z∈N,z>x Σ(z)

están bien definidos para cualquier x ∈ K y pertenecen a F .

Con la notación anterior, si z = ai para algún i ∈ N (respectivamente z = bi)
F+

z = Σ(z) (respectivamente F−
z = Σ(z)), también se tiene que F+

0 = A, F−
1 = B y

F−
x ≤ F+

x < F−
y ≤ F+

y siempre que x < y.

Además usando el lema 3.6.5(ii),(iii), tenemos para cada x:

F−
x ∩ F+

x �= ∅;

ni el primer ni el último punto que interseca a F−
x y F+

x pertenece a U ;

no existen arcos en F−
x y F+

x intersecando únicamente en sus puntos finales.

Así que F−
x y F+

x intersecan exactamente en un arco Fx, con Fx incluyendo todos los
puntos de (F−

x ∪F+
x )∩U . Está claro por la construcción que la familia {F−

x , F
+
x }x∈K

es casi regular en D.

Finalmente, si definimos en {F−
x , F

+
x : x ∈ K} ⊂ F una relación de equivalencia

∼ identificando F−
x y F+

x para cada x ∈ K, podemos volver a utilizar el argumento
del lema 3.6.7 para probar que la aplicación Γ : K → {F−

x , F
+
x : x ∈ K}/ ∼ dada

por Γ(x) = [F−
x ]∼ = [F−

x ]∼ es un homeomorfismo.

Ahora mejoramos este resultado introduciendo una familia G.

Definición 3.6.10 (familia G). Denotaremos por G a la familia de todos los su-
barcos de los arcos Fx, x ∈ K. Después de orientar los arcos de G de la manera
natural e introduciendo de la forma usual la distancia de Fréchet, G se convierte en
un espacio métrico.

Lema 3.6.11. Existe una aplicación continua Θ : K → G tal que Θ(x) ⊂ U y Θ(x)

es un subarco de Fx para cada x ∈ K, y p ∈ Inn Θ(0).
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Demostración. Fijemos un arco X = [p, p′] ⊂ U ∩ D como en el lema 3.6.5(i), que
conecte p y p′ ∈ B y tal que InnX ⊂ IntD. Sea ε > 0 suficientemente pequeño para
que todos los puntos de D que distan menos que 2ε de X estén en U . Usando la
continuidad uniforme de Γ podemos construir una sucesión de particiones Kr de K,
r ∈ N, con cualquier Kr+1 refinando Kr, y arcos Gr

x ⊂ Fx tales que:

cualquier G1
x tiene algún punto interno en X y sus puntos finales están a una

distancia como mínimo ε/2 y como mucho 3ε/2 de X;

dF (Gr
x, G

r
y) < ε/2r+1 para cada x, y que pertenezcan al mismo L ∈ Kr;

Gr
x = Gr+1

x siempre que x sea simultáneamente el punto menor de algún L ∈ Kr

y algún M ∈ Kr+1.

Es fácil comprobar que cualquier sucesión (Gr
x)r converge a un arco no degenerado

Gx ⊂ Fx y que la aplicación Θ(x) := Gx es continua. Enfatizamos que p es el punto
interno de G1

0 que pertenece a X, por lo tanto p ∈ InnG0.

Lema 3.6.12. Existe un arco regularizable en ∂Rm que tiene a p como un punto
interno.

Demostración. Empezaremos explicando cómo definiremos la aplicación h sobre
[0, 1] ×K de forma que su imagen sea la unión de todos los arcos de Θ(K), siendo
Θ la aplicación del lema 3.6.11, después la extenderemos al resto de [0, 1] × [0, 1].

Puesto que Θ es continua, existe algún número real d1 > 0 tal que diam(Θ(x)) >

d1 para cada x ∈ K. Obsérvese que existe un entero l(1), un número 0 < ε < 1
2

y conjuntos finitos Px ⊂ Θ(x) con CardPx = l(1) + 1 y Px incluyendo los puntos
finales de Θ(x), tal que la distancia entre puntos consecutivos de cualquier Px es
mayor que ε y menor que 1/2.

Para probar la afirmación anterior procedemos del siguiente modo. Se toma ε′ > 0

suficientemente pequeño para que todos los subarcos de los arcos Θ(x) con puntos
finales distando menos de 2ε′ tengan diámetros menores que mı́n{d1, 1/2}: esto es
posible porque la familia {Θ(x)}x es casi regular en D. Ahora es fácil construir
conjuntos P ′

x ⊂ Θ(x) incluyendo los puntos finales de Θ(x) tales que la distancia
entre cualquier par de puntos consecutivos de P ′

x es como mucho 2ε′ y la distancia
entre cualquier par de puntos de P ′

x es como mínimo ε′. Además, el punto más
cercano de P ′

x al punto inicial de Θ(x) es el último de los puntos de Θ(x) que está
exactamente a una distancia ε′ del punto inicial de Θ(x).
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Puesto que D está acotado, existe un número l(1) tal que cualquier subconjunto
de D cuyos puntos estén separados dos a dos por una distancia mayor que ε′ tiene
como mucho l(1) puntos (obsérvese que l(1) ≥ 3). Ahora para construir el conjunto
Px fijamos dos puntos consecutivos, u y v, de P ′

x, añadimos a P ′
x un punto w1 en

Θ(x) entre u y v con dist(u, w1) = dist(v, w1), añadimos seguidamente w2 entre u
y w1 con dist(u, w2) = dist(w1, w2) y así sucesivamente, hasta que consigamos un
conjunto cuyo cardinal sea l(1) + 1. Claramente, el número ε = ε′/2l(1)−2 es el que
se necesita.

Debido a la continuidad uniforme de Θ, existe una partición L1 de K tal que si
x, y ∈ L ∈ L1 entonces dF (Θ(x),Θ(y)) < mı́n{1/4, ε/4}. Ahora, si empezamos con
los puntos de los conjuntos Px de arriba es sencillo razonar como en el lema 3.6.11
y encontrar aplicaciones continuas Θ1

j,L : L → G para cualquier L ∈ L1 y todo
1 ≤ j ≤ l(1), así que Θ1

j,L(x) ⊂ Θ(x) y además: el punto inicial de Θ1
1,L(x) es el

punto inicial de Θ(x), el punto final de Θ1
l(1),L(x) es el punto final de Θ(x) y el punto

final de Θ1
j,L(x) es el punto inicial de Θ1

j+1,L(x), 1 ≤ j < l(1). Además, se puede
suponer que diam(

⋃
x∈L Θ1

j,L(x)) < 1 para cada 1 ≤ j ≤ l(1) y L ∈ L1.

Iteramos el proceso para encontrar una sucesión de particiones Lr de K, r ∈ N,
una sucesión creciente (l(r))r de enteros positivos tal que cada l(r) divide a l(r+ 1)

para cada r, y aplicaciones continuas Θr
j,L : L→ G para cada L ∈ Lr y 1 ≤ j ≤ l(r)

satisfaciendo:

Θr
j,L(x) ⊂ Θ(x); además, el punto inicial de Θr

1,L(x) es el punto inicial de Θ(x),
el punto final de Θr

l(r),L(x) es el punto final de Θ(x), y el punto final de Θr
j,L(x)

es el punto inicial de Θr
j+1,L(x), 1 ≤ j < l(r);

si x ∈M ⊂ L con L ∈ Lr, M ∈ Lr+1, y k = s+ (j − 1) l(r+1)
l(r)

con 1 ≤ j ≤ l(r)

y 1 ≤ s ≤ l(r+1)
l(r)

, entonces Θr+1
k,M(x) ⊂ Θr

j,L(x);

diam(
⋃

x∈L Θr
j,L(x)) < 1/r para cualquier 1 ≤ j ≤ l(r) y L ∈ Lr.

Por lo tanto, para cada t ∈ [0, 1] y x ∈ K, se puede construir una sucesión de enteros
1 ≤ jr ≤ l(r) y una sucesión de conjuntos Lr

x ∈ Lr, tales que jr

l(r)
→ t cuando r → ∞,

{x} =
⋂∞

r=1 L
r
x y Θr+1

jr+1,Lr+1
x

(x) ⊂ Θr
jr,Lr

x
(x) para cada x. Claramente, la aplicación

h(t, x) =
⋂∞

r=1 Θr
jr,Lr

x
(x) está bien definida y es continua en [0, 1] ×K.

Ahora debemos extender h al resto del conjunto [0, 1] × [0, 1]. Para hacer esto
hacemos notar lo siguiente. Puesto que todos los arcos de Θ(x) están dentro de U , el
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lema 3.6.5(ii) garantiza que para cada ρ > 0 existe algún δ > 0 tal que si u ∈ Θ(ai),
v ∈ Θ(bi) y dist(u, v) < δ entonces existe un arco [u; v] ∈ U con diam([u; v]) < ρ y
(u; v) ⊂ IntRk(i) (mirar la notación del lema 3.6.8).

En concreto, si (ai, bi) está limitado por L,M ∈ Lr y 0 ≤ j ≤ l(r), podemos
construir arcos disjuntos dos a dos X i

j conectando los puntos finales de los arcos
Θj,L(ai) y Θj,M(bi) (si j = 0 entonces los puntos iniciales de los arcos Θ1,L(ai) y
Θ1,M(bi)) con puntos internos en IntRk(i) ∩Υ(Rk(i)), y tal que si denotamos por Di

j

el disco cerrado limitado por X i
j−1, X i

j , Θj,L(ai) y Θj,M(bi), 1 ≤ j ≤ l(r), entonces
diam(Di

j) → 0 cuando i→ ∞ uniformemente respecto a j.

Si definimos h sobre [0, 1]× [0, 1] llevando cuidado para que extienda la definición
previa sobre [0, 1]×K y aplique de manera homeomorfa cualquier rectángulo [(j −
1)/l(r), j/l(r)]×[ai, bi] sobre Di

j , entonces se obtiene la aplicación que buscamos.

Proposición 3.6.13. Sea A ⊂ ∂Rm un arco. Entonces A es regularizable.

Demostración. Es suficiente con probar que si A′, A′′ ⊂ ∂Rm son arcos regularizables
que intersecan en un subarco propio de A′ y A′′ entonces A′ ∪ A′′ es también regu-
larizable, puesto que entonces se puede usar el lema 3.6.12 y un sencillo argumento
de compacidad para probar que A es regularizable.

Para probar lo enunciado en el párrafo anterior, tómense regularizaciones h′, h′′ :

[0, 1] × [a, b] → S de A′ y A′′ respectivamente, de forma que:

h′([0, 1]×{x})∩ h′′([0, 1]×{x}) es un subarco propio tanto de h′([0, 1]×{x})
como de h′′([0, 1] × {x}) para cualquier x ∈ K;

para cualquier componente (ai, bi) de [0, 1]\K existe algún Rk tal que h′([0, 1]×
[ai, bi]) ∪ h′′([0, 1] × [ai, bi]) es un disco cerrado de Υ(Rk).

Claramente tales regularizaciones existen: esencialmente sólo es necesario tomar re-
gularizaciones de A′ y A′′ cuyas imágenes estén muy próximas a ellos14 y reparame-
trizar respecto a la segunda variable.

Obsérvese que la función t : K → R que aplica cada x ∈ K a la correspondiente
t = t(x), de forma que h′(t, x) es el punto final de h′([0, 1] × {x}) ∩ h′′([0, 1] × {x})
perteneciente a h′([0, 1]×{x}) es continua. Ahora es fácil definir un homeomorfismo
h : [0, 1]×K → h′([0, 1]×K)∪h′′([0, 1]×K) que aplica [0, 1]×{x} sobre h′([0, 1]×

14Nota por eliminar: ¿cuyas imágenes estén muy próximas a ellos? Explicar
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{u}) ∪ h′′([0, 1] × {x}) y tal que h(0, x) = h′(0, x) y h(1, x) = h′(1, x) para cada x.
Entonces podemos extender h (como en la parte final de la prueba del lema 3.6.12)
a un homeomorfismo h : [0, 1] ×K → h′([0, 1]×K) ∪ h′′([0, 1]×K) que satisface la
definición 3.6.4.

3.6.2. Construcción del flujo

Sea {Al}∞l=1 la familia de componentes de todas las fronteras de giro corres-
pondientes a las secciones de giro de todas las superficies Rn y fijemos un “lado
izquierdo” y un “lado derecho” de C. Usando la proposición 3.6.13 es fácil construir
embebimientos, hl : [0, 1] × [−1, 1] → S, tales que para cada l:

hl({0, 1} × [−1, 1]) ⊂ C;

hl([0, 1] × [−1, 0]) es la sección de giro que incluye a Al;

hl|[0,1]×[0,1] es una regularización de Al;

si ε > 0 es suficientemente pequeño, hl((0, ε)× [−1, 1]) está en el lado derecho
de C y hl((1 − ε, 1) × [−1, 1]) está sobre el lado izquierdo de C.

Ahora se construye para cada l la familia Bl de arcos {hl([0, 1]×{x})}x ∈ Il, con
Il inductivamente definido por I1 = [−1, 1] y Im ⊂ [−1, 1] es el intervalo maximal
que incluye a 0 en su clausura y tal que h([0, 1] × Il) \ C no interseca ningún arco
de Bl para l < m (o Im = ∅ si no existe tal intervalo). Denotemos por B a la familia
de todas las curvas que son una unión maximal de arcos de

⋃
l Bl (en el caso en el

que el punto final de uno de los arcos de la curva pertenece sólo a ese arco entonces
lo quitamos de la curva).

Después de orientar las curvas de B de forma que se aproximen a C por su lado
izquierdo y salgan de C por su lado derecho, es fácil comprobar que B es una familia
de curvas en S orientable, completa y regular en el sentido de Whitney. Se usa ahora
el teorema de Whitney (observación 3.4.1) para obtener el flujo Φ correspondiente.

3.6.3. Final de la prueba

Ahora debemos ver que el flujo Φ anterior tiene a Ω como un conjunto ω-límite
de uno de sus puntos recurrentes, es topológicamente equivalente a un flujo suave
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definido sobre la superficie S y que Ω no puede ser el conjunto ω-límite de una
órbita no recurrente para cualquier flujo definido sobre S. Dividimos por lo tanto
esta sección en tres apartados.

Existe un punto p ∈ S tal que ωΦ(p) = Ω

Sea {Vr}∞r=1 una base numerable de entornos sobre S y sean {Vrs}s los entornos
de la base que intersecan a Ω. Obsérvese que (después de quitar sus puntos finales)
cualquier componente de Υ(∂Rm) es es una órbita de Φ. Entonces se puede usar la
definición 3.4.5(iii) y la proposición 3.6.13 para construir una familia {Ds}s de discos
cerrados con Ds+1 ⊂ Ds para cualquier s, todos intersecando a Ω, con diámetros
tendiendo hacia 0 y tales que las órbitas de todos los puntos de Ds intersecan Vrs.

Sea {p} =
⋂

sDs, entonces p ∈ Ω y la clausura de su órbita contiene a Ω. Incluso,
dicha clausura debe coincidir con Ω porque Ω es claramente invariante. Entonces o
αΦ(x) = Ω o ωΦ(x) = Ω. Después de invertir si es necesario la orientación del flujo
Φ, obtenemos que p ∈ ωΦ(p) = Ω.

Φ es topológicamente equivalente a un flujo suave

Ahora probamos que Φ es topológicamente equivalente a un flujo suave definido
sobre la superficie S. Según el teorema de Gutiérrez [Gut86], debemos probar que
cualquier conjunto minimal de Φ es trivial. Asumamos queM es un conjunto minimal
no trivial de Φ y tomemos q ∈ M . Entonces q ∈ Ω, ya que en caso contrario al no
ser q un punto singular, q ∈ IntRk para algún k. Puesto que Ω es invariante y
BdRk ⊂ Ω, IntRk es invariante. Entonces la restricción de Φ a R × IntRk es un
flujo sobre IntRk que tiene un punto recurrente no trivial, lo que es imposible para
flujos planos.

Por lo tanto ωΦ(q) = M ⊂ Ω = ωΦ(p). Como ambos p y q son recurrentes no
triviales, un teorema de Maier [Mai43], [ABZ96, teorema 2.3, p. 65] implica que
M = Ω. Pero Ω no puede ser minimal; por ejemplo, cualquier Υ(∂Rn) está formado
de órbitas no recurrentes de Φ. Esto es una contradicción, luego no existen conjuntos
minimales no triviales.
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Ω no es el ω-límite de ninguna órbita no recurrente para ningún flujo definido
sobre S

Para concluir la prueba de (ii) del teorema debemos mostrar que no existe ningún
flujo, Ψ : R × S → S, que satisfaga ωΨ(u) = Ω para algún u /∈ Ω. En vista de
la proposición 3.6.13 podemos asumir que u ∈ IntRk para algún k. Puesto que
BdRk ⊂ Ω la órbita competa de u está en IntRk, esto significa que BdRk = Ω.
Pero esto no es posible ya que, por la proposición 3.6.13, si v ∈ ∂Rk entonces existen
puntos de Ω tan próximos a v como se quiera (que no pueden pertenecer a BdRk

porque Rk es una superficie).

3.7. Todas hipótesis del teorema son necesarias

En esta sección queremos dejar claro que aunque son varias las hipótesis invo-
lucradas en el teorema ninguna de ellas es redundante. Como hemos comentado en
la sección 3.4 (página 92) es posible encontrar sobre T2 familias, {Rn}∞n=1, satisfa-
ciendo dos de las tres condiciones de la definición 3.4.5 y tal que Bd

⋃
nRn no es un

conjunto ω-límite para ningún flujo sobre T2. Incluso en uno de los casos es posible
poner un ejemplo de tales familias sobre S2.

En los apartados siguientes ponemos ejemplos de esas familias, no pretendemos
hacer una demostración exhaustiva de que las familias que damos están en las con-
diciones exigidas, nos contentaremos con describirlas.

Durante esta sección necesitaremos el flujo, ̂̂
Φf : R× T2 −→ T2 , obtenido

modificando el de Denjoy, Φf : R×T2 → T2, (ver apartado 3.2.4) y cuyas propiedades
se pueden ver en la página 114.

Por otro lado también necesitaremos un flujo en la esfera que tiene una construc-
ción similar a la del flujo de Denjoy. Aquí por similar entenderemos lo siguiente: se
parte de una foliación irracional en la esfera y luego se realiza un procedimiento de
blowing up de una de sus órbitas que es densa en S2. Los detalles de esta construc-
ción se pueden seguir en [ABZ96, sección 3.3] y el flujo obtenido de esta forma, que
denotaremos por Ψ : R× S2 −→ S2, tiene las siguientes propiedades:

1. Existe un conjunto Ω ⊂ S2 tal que si x ∈ S2\Ω entonces ωΨ(x) = αΨ(x) = Ω.

2. Para todo x ∈ Ω se tiene que x es singular, si x ∈ S2\Ω entonces x no es
singular.
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3. Para el ecuador, C, de S2 se tiene que (S2\Ω) ∩ C =
⋃

n∈Z
Gn, siendo los

Gn intervalos abiertos transversales al flujo. Además S2\Ω tiene una única
componente conexa.

4. Los intervalos Gn se les puede numerar de tal manera que si por f : D ⊂ C →
C denotamos la aplicación de Poincaré del flujo Ψ asociada a C, entonces
f(Gn) = Gn+1.

5. ĺım
n→+∞

diamGn = ĺım
n→−∞

diamGn = 0.

6. C ∩ Ω es un conjunto de Cantor.

3.7.1. Familias que satisfacen las condiciones (ii) y (iii) de la
definición 3.4.5

Las familias Rn giran alrededor de C

Para dar un ejemplo de familia {Rn}n∈N que satisface las condiciones (ii) y (iii)
de la definición 3.4.5 haremos una modificación del flujo de Denjoy Φf : R×T2 → T2,
similar a la que se hizo en el apartado 3.2.4, pero eligiendo un conjunto D diferente
al que se tomaba allí.

Fijamos bisucesiones, (li)i∈Z y (mi)i∈Z, que satisfagan las siguientes propiedades:

1. ĺım
i→+∞

li = ĺım
i→+∞

mi = +∞ y ĺım
i→−∞

li = ĺım
i→−∞

mi = −∞.

2. li < mi para todo i ∈ Z.

3. Las dos bisucesiones son crecientes y además para cada i ∈ Z:

. . . < li < mi < li+1 < mi+1 < . . .

4. Si para cada i ∈ Z definimos los conjuntos

Ci = {li, li+1, . . . , mi − 1}

Di = {mi, mi+1, . . . , li+1 − 1}
entonces:

a) máx
j∈{0,...,li−1}

dist(
⋃

k∈Ci
Gk, Gj) <

1
|i|+1

,
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b) máx
j∈{0,...,mi−1}

dist(
⋃

k∈Di
Gk, Gj) <

1
|i|+1

Ahora se modifica el flujo de Denjoy cambiando en el apartado 3.2.4 el conjunto
D por Cl

⋃
i∈Z

⋃
ki∈Di

Gki
y se obtiene un flujo

̂̂
Φf : R× T2 −→ T2

con las siguientes propiedades:

1. ̂̂Φf no tiene órbitas recurrentes no triviales ni órbitas periódicas.

2. Si {Sn}n∈N son las componentes de g−1(T2
E\Sus(Ω)) que intersecan a algún

elemento del conjunto {Gki
: ki ∈ Ci}i∈Z entonces Bd

⋃
n Sn = Sus(Ω)

Si ahora tomamos para cada n ∈ N Rn como la unión de Sn con las órbitas no
singulares de BdSn entonces {Rn}n∈N es una familia de superficies que satisface las
condiciones (ii) y (iii) de la definición 3.4.5. Además esta familia también satisface
que cada Rn gira alrededor del círculo C = g−1({[S1(1 + a) × {1}]}E).

Para todo m se tiene Rm ∪ Cl (
⋃

n Υ(Rn)) es un entorno de ∂Rm

Para dar un ejemplo de familia {Rn}n∈N que satisface las condiciones (ii) y (iii)
de la definición 3.4.5 haremos una modificación del flujo Ψ : R × S2 −→ S2 antes
descrito. Esta modificación será análoga a la que le hicimos en la sección 3.2.4 al
flujo de Denjoy.

Así que fijamos un punto y ∈ (Ω ∩ C)\⋃n∈Z Gn y una sucesión de números
enteros (nk)k∈N tales que:

1. La sucesión de intervalos (Gnk
)k∈N está ordenada de forma creciente (ver la

figura 3.1).

2. Tanto +∞ como −∞ son puntos de acumulación de (nk)k∈N.

3. Todos los puntos de los intervalos Gnk
son menores que y ∈ ClGm para algún

m ∈ Z.

4. y ∈ Bd
⋃

k∈N
Gnk

.

5. F := Cl
⋃

k∈N
Gnk

= {y} ∪⋃k∈N
ClGnk

.
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Ahora haciendo las mismas operaciones que en la sección 3.2.4 se puede construir
un flujo

Ψ̃ : R× S2 → S2

que verifique que todos los puntos de F son singulares para Φ̃ y que las órbitas de
Ψ que no intersecan al conjunto F siguen siendo órbitas de Ψ̃.

Definimos ahora la relación de equivalencia ∼F sobre S2 de la siguiente forma:
x ∼F y si y sólo si

1. x = y o,

2. x e y pertenecen a la misma componente conexa de F .

Aplicando ahora el lema 3.2.2 se puede ver que S2
F := S2/∼F

y S2 son homeo-
morfos. Denotaremos por p : S2 → S2

F a la aplicación cociente, por {x}F a la
clase de equivalencia de un punto x ∈ S2 y para cada conjunto A ⊂ S2, {A}F re-
presenta el conjunto de las clases de equivalencia de los elementos de A, es decir
{A}F = {p(x) : x ∈ F}.

Es fácil ver que el flujo Ψ̂ : R× (S2
F\{F}F ) → S2

F\{F}F definido por:

Ψ̂(t, {x}F ) = p(Ψ̃(t, p−1(x))),

está bien definido. Éste lo podemos extender a todo S2
F con ayuda del lema 1.3.A y

la extensión la seguimos llamando Ψ̂ para no recargar la notación.

Finalmente si llamamos g : S2 → S2
F al homeomorfismo existente entre S2 y S2

F ,
utilizamos el flujo Ψ̂ para definir otro con las mismas propiedades sobre S2:̂̂

Ψ : R× S2 −→ S2

(t, x) → g−1(Ψ̂(t, g(x))).

De la definición del flujo se siguen fácilmente las siguientes propiedades:

1. El conjunto g−1(S2
F\{Ω}F ) es denso en S2 y tiene infinitas componentes cone-

xas, cada una de ellas homeomorfa a un disco abierto.

2. g−1({Ω}F ) está formado por puntos singulares y no es la frontera de ninguna
componente conexa de g−1(S2

F\{Ω}F ).

3. Si {Sn}n es el conjunto de las componentes conexas de S2
F\{Ω}F y para cada n

Rn es la unión de Sn con los puntos de su frontera que no pertenecen a {F}F ,
entonces {Rn}n es una familia que satisface (ii) y (iii) de la definición 3.4.5 y
que además para todo m se tiene Rm ∪ Cl (

⋃
n Υ(Rn)) es un entorno de ∂Rm.
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3.7.2. Familias que satisfacen las condiciones (i) y (iii) de la
definición 3.4.5

Para la construcción de este ejemplo fijamos el flujo de Denjoy, Φf : R×T2 → T2,
el círculo no orientable C = [S1(1 + a) × {1}]15 y la notación que manejábamos en
el apartado 3.2.4, en concreto recordamos que el ω-límite de cualquier punto era un
conjunto Sus(Ω) cuyo complementario tenía una única componente conexa.

G0

M

Gi

Gj

Gk�

Figura 3.4: Entorno paralelizable M que contiene a S1(1 + a)

Fijemos un disco que contenga al círculo C, M , ver la figura 3.4. Para obtener
las superficies {Rn}n∈N modificaremos la estructura del flujo Φf en el entorno M

como se describe en la figura 3.5 y que básicamente consiste en:

deformamos el entorno M , ampliándolo por su parte central hasta conseguir
un círculo de longitud de 1 + 2a;

pegamos en la frontera de cada Gj un segmento Lj de la misma longitud que
Gj;

deformamos el conjunto T2\Sus(Ω) cerca de cada segmento Lj tal y como se
muestra en negro en la figura 3.6;

15Por C = [S1(1 + a)×{1}] denotamos al conjunto formado por las clases de equivalencia cuyos
representantes están en S1(1+ a)×{1}, siendo la relación de equivalencia aludida la que se definió
para construir Mf = T2.



116

Órbitas recurrentes sobre superficies generating conjunto

ω-límites con interior vacío

G0

M

Gi

Gj

Gk�

1 + a

0
....
....
....
....
....
....
....
....
....
....
....
....
....
....
....
.......

......
......

......
......

......
......

...

G′
0

M ′

.......................................................................................................................................................................

...........................................................................................

G′
j

G′
k

G′
i

0

1 + 2a

Figura 3.5: Entorno paralelizable M que contiene a S1(1 + a) y su modificación

si Ω∗ es el conjunto que obtenemos modificando a Sus(Ω) junto con los seg-
mentos Lj introducidos, debemos tener que T2\Ω∗ tiene una única componente
conexa A y que BdA = Ω∗;

Ahora copiando la estructura de las órbitas del flujo de Denjoy contenidas en
T2\Sus(Ω) sobre el conjunto T2\Ω∗ y extendiendo este flujo a todo T2 con el teore-
ma 1.3.A, obtenemos un nuevo flujo Φ1 : R× T2 → T2 con las propiedades:

Para todo u ∈ T2\Ω∗, ωΦ1(u) = Ω∗.

Todos los puntos de Ω∗ son singulares.

Finalmente se hace una modificación de Φ1 para obtener ˜̃Φ1 : R×T2 → T2 de la

misma manera que modificamos Φf para obtener ˜̃Φf , pero aquí cambiando los Gnk

por los G′
nk

y exigiendo que |nk −nj | > 2 para cualesquiera k y j. El flujo ˜̃Φ1 tendrá
las siguientes propiedades:

1. Existe un conjunto cerrado con interior vacío, Ω̃∗16, tal que T2\Ω̃∗ tiene infi-
nitas componentes conexas {Sn}n∈N.

16Este conjunto es el modificado de Ω∗ según la construcción que se hacía en el apartado 3.2.4
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Figura 3.6: En negro se muestra la deformación que se le hace a T2\Sus(Ω) cerca de el segmento Lj en

la parte inferior de la figura. Esta deformación se repite en los demás Lk, aunque no se puede apreciar

en el dibujo.

2. Para cada n ∈ N definimos Rn como la unión de Sn con los puntos de ∂Sn que
no pertenecían a ningún G′

nk
.

Ahora la familia {Rn}n∈N verifica las condiciones (i) y (iii) de la definición 3.4.5,
pero no la (ii), en concreto la familia no es regular en el sentido de Whitney porque
los puntos de ∂Rn en los que hemos pegado los segmentos no admiten entornos
regulares de Whitney. En concreto no existen esos entornos porque no se satisface la
condición (b) de la definición 3.4.3, aunque cualquier entorno de los puntos de ∂Rn

sí satisface la condición (a). Además es fácil ver que ningún flujo definido sobre T2

puede tener a Bd
⋃

nRn como un conjunto ω-límite.

Recordamos que en la página 92, apartado 3, asegurábamos que existían contrae-
jemplos que fallaban en la condición (ii) de la definición 3.4.5 por dos motivos: por
no satisfacerse la propiedad (a) de la definición 3.4.3 o por no verificarse la condición
(b). En los párrafos precedentes hemos conseguido el ejemplo de familias {Rn}n∈N

que no verifican la condición (b) pero sí la (a), se trata ahora de encontrar una
familia que verifique la condición (b), pero no la (a). Para ello fijaremos como antes
del flujo de Denjoy, Φf : R×T2 → T2, el círculo no orientable C = [S1(1 + a)×{1}]
y el entorno que contiene al círculo C, M , ver la figura 3.4.

Ahora se trata de modificar la estructura del flujo Φf en el entorno M como se
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esboza en la figura 3.7 para obtener un flujo Φ2 : R×T2 → T2 con las propiedades:

Si Ω∗∗ es el conjunto modificado de Sus(Ω), para todo u ∈ T2\Ω∗∗, ωΦ2(u) =

Ω∗∗.

Todos los puntos de Ω∗∗ son singulares.

Seguidamente se hace una modificación de Φ2 para obtener ˜̃Φ2 : R×T2 → T2 de

la misma manera que modificamos Φf para obtener ˜̃Φf , exigiendo que |nk − nj | > 2

para cualesquiera k y j. El flujo ˜̃Φ2 tendrá las siguientes propiedades:

1. Existe un conjunto cerrado con interior vacío, Ω̃∗∗17, tal que T2\Ω̃∗∗ tiene
infinitas componentes conexas {Sn}n∈N.

2. Para cada n ∈ N definimos Rn como la unión de Sn con los puntos de ∂Sn que
no pertenecen a ningún Gnk

.

La familia {Rn}n∈N verifica las condiciones (i) y (iii) de la definición 3.4.5, pero
no la (ii) ya que los puntos de D no admiten entornos regulares de Whitney. En
concreto cualquier entorno de los puntos citados satisface la condición (b) de la
definición 3.4.3 pero no la (a). Finalmente hacemos notar que ningún flujo definido
sobre T2 puede tener a Bd

⋃
nRn como un conjunto ω-límite.

3.7.3. Familias que satisfacen las condiciones (i) y (ii) de la
definición 3.4.5

Este es el ejemplo más fácil de construir, para ello fijamos el flujo modificado de
Denjoy ̂̂

Φf : R× T2 −→ T2

(t, x) → g−1(Φ̂f (t, g(x))),

construido en el apartado 3.2.4 y suponemos que la sucesión (nk)k utilizada para
construirlo satisface que |nk − nj| > 2 para cualesquiera k y j. Las propiedades de
este flujo se pueden ver en la página 114.

Recordamos que el conjunto F denotaba al conjunto ω-límite de los puntos
recurrentes no triviales del flujo y que T2\F tiene infinitas componentes conexas

17Este conjunto es el modificado de Ω∗∗ según la construcción que se hacía en el apartado 3.2.4
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Figura 3.7: Entorno paralelizable M que contiene a dos círculos no homotópicamente nulos, C y D, y

su modificación

{Sn}n∈N. Ahora, tomando para cada n ∈ N la superficie Rn obtenida con la unión
de Sn con las órbitas regulares de BdSn, se tiene que {Rn}n∈N es una familia reali-
zable para un círculo no homotópicamente nulo C tal que Bd

⋃
nRn = F .

Nuestro objetivo es construir ahora una familia {Tn}n∈N que verifique las pro-
piedades (i) y (ii) de la definición 3.4.5, pero que no verifique la (iii). Definiremos
para todo n ∈ N\{1} Tn := Rn y tomaremos como T1 la superficie R1 quitándole un
segmento cerrado L, contenido en R1, que tiene uno de sus extremos en un punto
x ∈ BdR1\∂R1 y tal que L\{x} ⊂ R1\∂R1, ver la figura 3.8.

R1 T1x � L

Figura 3.8: Modificación de la superficie R1 para obtener T1

Ahora es claro que la familia {Tn}n∈N verifica las propiedades (i) y (ii) de la
definición 3.4.5, pero que no verifica la propiedad (iii), porque si u e v están en
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L ⊂ BdT1 entonces se puede tomar ε > 0 suficientemente pequeño para que no
exista ningún arco A en

⋃
n ∂Tn que satisfaga dist(u,A) < ε y dist(v, A) < ε. Además

es claro que Bd
⋃

n Tn es conexo y no es el ω-límite de ningún punto de u ∈ T2 para
ningún flujo definido sobre T2.



Capítulo 4

Órbitas recurrentes sobre
superficies. Transitividad

4.1. Introducción

Hasta ahora este trabajo ha fijado su atención en desvelar la estructura de los
conjuntos ω-límite sobre superficies compactas y conexas en dos casos concretos:

1. conjuntos ω-límite de órbitas o puntos no recurrentes y

2. conjuntos ω-límite con interior vacío de puntos recurrentes.

Cabe destacar que los conjuntos ω-límite del primer tipo, aunque no se haya dicho
explícitamente, también tienen interior vacío. En caso contrario las órbitas deberían
ser recurrentes.

El objetivo de este capítulo es abordar el tercer tipo de conjuntos ω-límite que
se nos pueden presentar, estos conjuntos son aquellos que tienen interior no vacío y
que, por lo tanto, están generados por órbitas recurrentes.

Este problema es equivalente a otro que ha ocupado a bastantes autores y que es
el de clasificar las superficies transitivas, ver sección 1.4.2 para la definición de tran-
sitividad. Esta equivalencia entre los dos problemas viene justificada por el siguiente
lema.
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Lema 4.1.1. Sea M una variedad, Φ : R ×M → M un flujo continuo y x ∈ M .
Supongamos que O = IntωΦ(x) �= ∅, entonces O es invariante para Φ, O es conexo
y ClO = ωΦ(x).

Demostración. Empezamos tomando un punto y ∈ Φx(R) ∩ O y como ωΦ(x) es
invariante para el flujo Φ y O ⊂ ωΦ(x) entonces Φ(R × O) ⊂ ωΦ(x), en concreto
Φx(R) = Φy(R) ⊂ ωΦ(x).

El conjunto Φ(R×O) es abierto porque es la unión de todos los conjuntos Φt(O),
que son abiertos ya que Φt es un homeomorfismo para cada valor de t.

Al ser Φ(R×O) abierto, Φ(R×O) ⊂ ωΦ(x) y O ⊂ Φ(R×O) entonces Φ(R×O) =

O y O es invariante. O es conexo porque es la unión de los conjuntos conexos
{Φt(O)}t∈R y todos ellos contienen a la órbita Φy(R). Finalmente O también es
denso en ωΦ(x) porque incluye a la órbita Φx(R).

Este lema explica por qué caracterizar variedades transitivas es equivalente a ca-
racterizar conjuntos ω-límites con interior no vacío generados por órbitas recurren-
tes. En efecto, cualquiera de estos conjuntos ω-límite es, según el lema precedente,
la clausura del interior del conjunto ω-límite, siendo este interior claramente una
variedad transitiva. Además es trivial el recíproco.

El problema de encontrar flujos transitivos sobre variedades tiene una larga tra-
dición (como ejemplo del interés que han suscitado se pueden consultar los artículos
[Ano74], [OU41], [ST88a], [ST88b], [Bir31] y [Woc84] y[Bas02]). En el caso de varie-
dades de dimensión 1, la caracterización de variedades transitivas es sencilla puesto
que cualquier variedad de dimensión 1 conexa debe ser homeomorfa a una de las
siguientes:

1. S1,

2. [0, 1],

3. (0, 1],

4. (0, 1).

Es claro pues que cualquier variedad de dimensión 1 transitiva debe ser homeomorfa
al círculo y por lo tanto la clasificación de variedades transitivas de dimensión 1 es
trivial. Sin embargo, cuando subimos una dimensión el problema se complica.
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Es bien conocido que el toro T2 es una superficie transitiva y que por el contrario
S2, P2 y B2 no lo son puesto que no admiten órbitas recurrentes no triviales (ver el
teorema 1.4.6). Además, mediante una serie de argumentos geométricos sencillos se
puede ver que el resto de superficies compactas y conexas sí que son transitivas (ver
[ST88b]), sin embargo para caracterizar los conjuntos ω-límites con interior no vacío
(en superficies compactas y conexas) se necesita dar una clasificación de superficies
transitivas en general. Esta clasificación la hemos obtenido en [JS04d] y la vamos a
presentar en este capítulo de la tesis.

Conviene recordar aquí que el concepto de minimalidad implica el de transi-
tividad. En otras palabras, si una superficie es minimal entonces admite un flujo
definido sobre ella de forma que tiene todas sus órbitas densas en la superficie. Sin
embargo para que la superficies sea transitiva sólo se necesita que una de las órbitas
sea densa en la superficie. No obstante la existencia de una órbita densa implica
la existencia de una gran cantidad de órbitas densas, en concreto un conjunto Gδ

denso de puntos cuyas órbitas son densas en la superficie. Veamos la prueba de este
resultado que la haremos para espacios metrizables localmente compactos.

Lema 4.1.2. Sea X un espacio metrizable localmente compacto y Φ : R×X → X

un flujo continuo. Entonces las dos condiciones siguientes son equivalentes:

1. Hay un punto x ∈ X cuya órbita es densa en X.

2. Hay un conjunto Gδ denso de puntos en X, cada uno de los cuales tiene a X
como su conjunto ω-límite y su α-límite.

Demostración. Es claro que la única implicación no trivial es 1 ⇒ 2. Veamos su
justificación.

Como X es un espacio de Baire [Mun75, p. 299], sólo tenemos que encontrar
conjuntos abiertos y densos {On}∞n=1 en X tales que αΦ(y) = ωΦ(y) = X para cada
y ∈ ⋂∞

n=1On.

Obsérvese que X es conexo y por lo tanto tiene una base numerable {Un}∞n=1 de
conjuntos abiertos. Tomemos x ∈ X con Cl Φx(R) = X y fijemos cualquier par, Um

y Un, de estos conjuntos.

Puesto que Cl Φx(R) = X existen puntos a = am,n y z = zm,n en Φx(R) ∩ Um y
números ta < −n y tz > n tales que:

Φa(ta) ∈ Un y Φz(tz) ∈ Un.
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Además, por la continuidad de Φ se tiene que Φu(ta) ∈ Un y Φv(tz) ∈ Un para cada
u ∈ Wa y v ∈ Wz, siendo Wa y Wz pequeños entornos de a y z respectivamente.
Ahora es suficiente con tomar

On =

( ∞⋃
m=1

Wam,n

)
∩
( ∞⋃

m=1

Wzm,n

)
.

Después de este lema es conveniente introducir el concepto de transitividad fuerte
que se usa en [ST88a].

Definición 4.1.3 (transitividad fuerte). Un flujo Φ sobre una variedad M se
dice que es fuertemente transitivo cuando existe un subconjunto N ⊂ M que es Gδ

denso en M tal que para cada punto p ∈ N se tiene que ωΦ(p) = M .

Así que en vista del lema anteriormente enunciado y probado se tiene que la
transitividad y transitividad fuerte son conceptos equivalentes. En cambio la mini-
malidad sí que no es equivalente a la transitividad, como muestra de ello se puede
poner que todas las superficies compactas y conexas diferentes de S2, P2 y B2 son
transitivas (ver por ejemplo [ST88b]), sin embargo la única superficie compacta y
conexa minimal es el toro (ver [Sch63]).

Como hemos comentado anteriormente, nuestro objetivo es clasificar las superfi-
cies transitivas en general, cabe comentar que otro problema que se ha planteado en
la literatura es el de clasificar las superficies minimales. En este sentido es importante
mencionar que Benière probó en su tesis doctoral (ver [Ben98]) una caracterización
de superficies orientables minimales. En concreto probó que una superficie orienta-
ble es minimal si y sólo si es de género mayor que cero. En cambio no quedaron
caracterizadas allí las superficies minimales no orientables.

Para acabar la introducción de este capítulo enunciamos el teorema de clasifica-
ción de superficies transitivas, previamente se introduce la noción precisa de círculos
cortándose (transversalmente) en un punto.

Definición 4.1.4 (curvas de Jordan cruzadas). Dos curvas de Jordan α y β

sobre una superficie S intersecan o se cortan transversalmente en x si:

1. x ∈ α ∩ β y
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2. hay un disco D, x ∈ D, tal que tanto γ = α ∩ D como δ = β ∩ D son arcos
abiertos que descomponen a D en dos discos Dγ

1 , D
γ
2 y Dδ

1, D
δ
2 respectivamente.

Los arcos γ y δ se descomponen por x en dos arcos abiertos γ1, γ2 y δ1, δ2

respectivamente. Además δi ⊂ Dγ
i y γi ⊂ Dδ

i para i = 1, 2.

Cuando dos curvas de Jordan orientables intersecan (transversalmente) en un único
punto entonces nos referimos a ellas como dos curvas de Jordan cruzadas. También
diremos que ambas curvas se cruzan.

Teorema 4.1.A. Sea S una superficie conexa. Entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) S es transitiva para un flujo suave;

(ii) S es transitiva;

(iii) S no es homeomorfa a S2, P2, ni a ninguna superficie contenida en B2;

(iv) S tiene dos círculos que se cruzan.

Este teorema admite una versión simplificada si sólo tenemos en cuenta superfi-
cies orientables:

Teorema 4.1.B (versión orientable). Sea S una superficie conexa y orientable.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) S es transitiva para un flujo suave;

(ii) S es transitiva;

(iii) S no es homeomorfa a ninguna superficie contenida en S2;

(iv) S tiene dos círculos que se cruzan.

Naturalmente el teorema 4.1.B sigue del resultado de Benière sobre superficies
minimales. Este resultado está enunciado en el libro de Nikolaev y Zhuzhoma [NZ99,
ver teorema 11.7.1, p. 252], pero la prueba presentada sólo es válida para superficies
orientables de género finito. Además se requieren herramientas bastante fuertes (re-
sultados de Falconer sobre medidas de Hausdorff y transformaciones del intervalo)
que en la prueba de nuestros teoremas no son necesarias.
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4.2. Prueba de la caracterización de superficies tran-

sitivas (teoremas 4.1.A y 4.1.B)

Antes de entrar en los detalles de la demostración es necesario recordar algunos
resultados topológicos sobre la esfera que se necesitarán, los recogemos en el enuncia-
do del siguiente teorema. En los argumentos que siguen se usarán estos resultados,
que son intuitivamente obvios aunque bastante difíciles de probar.

Teorema 4.2.1. 1. Cualquier curva de Jordan sobre la esfera la descompone en
dos discos, cada uno de los cuales tiene a la curva de Jordan como frontera
(teorema de la curva de Jordan).

2. Cualquier homeomorfismo entre dos círculos de una esfera se puede extender
a un homeomorfismo sobre toda la esfera (teorema de Schönflies).

3. Si quitamos los interiores de dos discos cerrados de la esfera entonces el espacio
resultante es un anillo cerrado (teorema del anillo en dimensión 2).

4. Ningún arco descompone a la esfera en más de una componente conexa.

Demostración. Una referencia adecuada para ver este tipo de resultados geométricos
es [Kur68, capítulo 10]).

4.2.1. Simplificaciones previas

Para empezar es importante darse cuenta que es suficiente con realizar la prueba
bajo la condición adicional ∂S = ∅. Esto se debe a que si el teorema es cierto
para superficies sin frontera entonces sigue siendo cierto para superficies arbitrarias
debido a que una superficie S satisface (i) (respectivamente (ii), (iii) o (iv)) si y sólo
si R = S \ ∂S satisface (i) (respectivamente (ii), (iii) o (iv)). Veámoslo.

Para las propiedades (i) y (ii) nuestra afirmación sigue del lema 1.3.A, y para
la propiedad (iv) la observación también es cierta porque si S tiene dos curvas
de Jordan que se cruzan, entonces pueden ser fácilmente modificadas (usando por
ejemplo que, de acuerdo con el teorema del collar, ver páginas 113 y 114 de [Hir88],
existe un embebimiento e : ∂S × [0, 1) → S con e(x, 0) = x para cualquier x ∈ ∂S)
para conseguir dos curvas de Jordan que se cruzan en R.
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Se necesita llevar un poco más de cuidado en la propiedad (iii). Claramente,
es suficiente con mostrar que si R se puede embeber en B2 (respectivamente en S2)
entonces S se embebe en B2 (respectivamente en S2) también. Para llevar a cabo esto
usamos de nuevo el teorema del collar para embeber S en una superficie sin frontera
combinatoria T (que es orientable si S es orientable) tal que T \ S ∼= ∂S × (0, 1).

Es sencillo comprobar que si α y β son dos curvas de Jordan que se cruzan
en T entonces ambas deben intersecar a R y por lo tanto se pueden modificar
para conseguir dos curvas de Jordan que se cruzan en R. Puesto que R no puede
tener dos curvas de Jordan cruzándose (recordamos que estamos asumiendo que el
teorema 4.1.A es cierto en el caso de frontera vacía), T tampoco puede tenerlas y
podemos aplicar el teorema 4.1.A a (la superficie sin frontera) T para concluir que
se puede embeber en B2 (resp. en S2). Por lo tanto S se puede embeber en B2 (resp.
en S2) como queríamos probar.

Así que hemos reducido nuestro problema a probar el teorema 4.1.A bajo la
condición adicional ∂S = ∅.

4.2.2. Implicaciones (i)⇒(ii) y (ii)⇒(iii)

La implicación (i)⇒(ii) es trivial, y la demostración de (ii)⇒(iii) sigue del teore-
ma 1.4.6, que nos dice que en S2, B2 y P2 no existen órbitas recurrentes no triviales.

4.2.3. Demostración de la implicación (iii)⇒(iv)

Procedemos con la implicación (iii)⇒(iv). Aquí vamos a demostrar que si S no
tiene curvas de Jordan cruzándose en un punto entonces es homeomorfa a S2, P2 o
una región de B2 (o, si S es orientable, a una región de S2).

Consideremos el embebimiento e : S → S2
Σ del teorema 1.5.17. La no existencia

de curvas de Jordan que se cruzan implica que i(Σ) = 0 y j(Σ) ≤ 2. Vemos la
demostración de esta afirmación por reducción al absurdo.

Asumamos que i(Σ) �= 0 y que {α1, β1} ⊆ Σ (revisar la notación 1.5.12 en
la página 51). Tomamos un conjunto totalmente disconexo y cerrado C ⊂ S2 \
(
⋃

σ∈Σ ClDσ) para el que S ∼= S2
Σ \ [C]Σ. Además, puesto que C es totalmente

disconexo y no puede separar a la esfera S2 (úsese por ejemplo [Kur68, p. 189 y p.
539, Th. 5]) y existe un arco δ ⊂ S2 que tiene sus extremos en α1 y β1 respectivamente
y que no interseca a ningún otro punto de C ∪⋃σ∈Σ ClDσ.
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Debido a que α1 y β1 tienen orientaciones opuestas, [δ]Σ y [α1]Σ = [β1]Σ son
curvas de Jordan que se cruzan en un punto en S2

Σ \ [C]Σ, por lo tanto S tiene dos
curvas de Jordan cruzándose y llegamos a una contradicción, así que i(Σ) = 0.

Ahora probamos que j(Σ) ≤ 2 (observemos que si S es orientable entonces auto-
máticamente se tiene j(Σ) = 0 y S es embebible en S2 como se quería). Procedemos
de nuevo razonando por reducción al absurdo suponiendo que j(Σ) > 2. Entonces
en S hay tres curvas de Jordan no orientables, por ejemplo δ, φ1 y φ2 (ver la figura
4.1).

Tomamos un círculo orientable ζ que encierre a δ y dos curvas de Jordan no
orientables δ1 y δ2 cerca de δ (y por lo tanto disjuntas de φ1 y φ2) intersecándose
transversalmente en un punto x ∈ δ. Además existen discos cerrados disjuntos dos
a dos en S, K1 y K2, tales que Kl ∩ δl = µl y Kl ∩ φl = ρl son arcos contenidos en
BdKl para l = 1, 2.

Pongamos que BdKl = µl ∪ τl,1 ∪ ρl ∪ τl,2 para arcos (minimales) adecuados
τl,1, τl,2. Entonces, para l = 1 y l = 2, los arcos (δl \ µl) ∪ τl,1 ∪ (φl \ ρl) ∪ τl,2 son
círculos orientables cruzándose exactamente en x y llegamos así a una contradicción,
por lo que j(Σ) ≤ 2 .
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Figura 4.1: Ilustración de la prueba del caso j(Σ) ≤ 2. δ, φ1 y φ2 son curvas de Jordan no orientables

por lo que hay que identificar cada punto con su simétrico

Hemos probado que i(Σ) = 0 y j(Σ) ≤ 2. Esto significa que S es embebible en
S2, P2 o B2. Además, si no es homeomorfa a ninguna de las dos primeras superficies,
como cualquier región propia de S2 o P2 se puede embeber en B2 (ver el lema 2.2.4(i)),
sería también embebible en B2. Esto concluye la prueba de la implicación (iii)⇒(iv).
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4.2.4. Demostración de la implicación (iv)⇒(i)

Para acabar la demostración del teorema 4.1.A queda por ver finalmente que
(iv)⇒(i). Procederemos en este caso dividiendo la prueba según el siguiente esquema:

1o. Se prueba que hay una región densa, O ⊂ S, que tiene dos curvas de Jordan
cruzándose, y que se puede embeber en T2.

2o. Vemos que O es homeomorfa a T2 \ A, siendo A un conjunto totalmente dis-
conexo e incluido en un arco de pendiente irracional constante.

3o. Finalmente modificamos el flujo irracional correspondiente sobre T2 de tal
manera que A sea el conjunto de puntos singulares del nuevo flujo que, en con-
creto, tiene una órbita densa en T2\A. Después se aplica el teorema 1.5.3 para
llevar este flujo a un flujo transitivo y suave sobre O, y usamos el lema 1.3.A
para conseguir el flujo transitivo deseado en S.

Antes de empezar la demostración de cada uno de los pasos damos una descrip-
ción geométrica de la superficie no orientable de género 3, N3.

Lema 4.2.2. Sea M2 una superficie orientable de género 2 contenida en R3 y elegida
de tal manera que si x ∈ M2 entonces −x ∈ M2. Denotemos por “≈” la relación
de equivalencia en M2 que identifica x y −x para todo x ∈ M2 y denotemos por
π : M2 →M2/ ≈ a la aplicación cociente. Entonces M2/ ≈ es homeomorfa a N3.

Demostración. Es claro que M2/ ≈ es una superficie compacta, veamos que además
es no orientable y tiene característica de Euler igual a −1.

Para probar que es no orientable fijamos puntos x y −x de M2 y construimos un
arco α en W que tenga a x y −x como extremos. No es restrictivo suponer que α
no contiene ningún otro par de puntos simétricos (en otro caso elegiríamos un arco
abierto β ⊂ α, suficientemente pequeño y que no tenga tales pares y lo incluiríamos
en un arco abierto maximal γ ⊂ α con la misma propiedad y reemplazaríamos α
por la clausura de γ).

Claramente, hay un homeomorfismo h : [−1, 1] × (−1, 1) → U ⊂ M2 tal que
h([−1, 1] × {0}) = α y h(−1, t) = −h(1,−t) para cada t ∈ [−1, 1]. Entonces π(α)

es una curva de Jordan en M2/ ≈ que tiene a π(U) (una banda de Möbius) como
entorno y por lo tanto π(α) no es orientable y tampoco M2/ ≈.
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Por último construimos una triangulación de M2 tal que si K es cualquiera de
sus caras, aristas o vértices entonces −K = {−x : x ∈ K} es también una cara, una
arista o un vértice de la triangulación. Así que:

χ(M2/ ≈) =
χ(M2)

2
= −1 = χ(N3)

y por lo tanto la superficie M2/ ≈ es homeomorfa a N3.

Primer paso: búsqueda de la región O

Como en la prueba de (iii)⇒(iv) consideramos el embebimiento e : S → S2
Σ que,

de acuerdo con el razonamiento de dicha prueba y el lema 2.2.4, debe ser de tal
forma que i(Σ) �= 0 o j(Σ) ≥ 3.

Si nos centramos primero en el caso i(Σ) �= 0 entonces es suficiente con quitar de
S todas las curvas de Jordan que van a parar por e a los círculos [αi] = [βi] (i �= 1)
y [γj] para obtener el conjunto O. Tomemos un arco δ con puntos finales en α1 y
β1 relacionados con la relación ∼ que da lugar a S2

Σ. Ahora se tiene que e−1([δ]) y
e−1([α1]) son curvas de Jordan que se cruzan en O. Además O se puede embeber
trivialmente en S2

Σ′ con Σ′ = {α1, β1}, y es obvio que S2
Σ′ es homeomorfo a T2. Por

lo tanto hemos obtenido la región O deseada.

El caso j(Σ) ≥ 3 requiere un argumento más extenso. Fijándonos en la sección
4.2.3 se puede proceder para encontrar una región O′, densa en S, embebible en N3

y que tiene dos curvas de Jordan cruzándose. Ahora vamos a mostrar cómo quitar
una circunferencia no orientable de O′ de manera que la región que resulte O (que
sigue siendo densa en S) todavía tenga dos curvas de Jordan cruzándose pero que
pueda ser embebida en T2.

Para encontrar la región O usaremos la descripción de N3 dada en el lema 4.2.2,
es decir O′ ⊂ N3 = M2/ ≈.

Recordamos que π : M2 → M2/ ≈ denota la aplicación cociente y mostramos
seguidamente que π−1(O′) es conexo. Para ver esto probamos una observación previa.

Observación 4.2.1. Si V ⊂ N3 es una región arbitraria y U es una de las componentes
de π−1(V ) entonces π|U es sobreyectiva.

Demostración de la observación. Para probar la sobreyectividad de π|U se hace un
argumento por reducción al absurdo. Si π|U no es sobreyectiva existe un punto b

de la frontera de π(U) en V (porque V es conexo). Obsérvese que, debido a que
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π(U) es abierto (porque π es una aplicación abierta), b /∈ π(U). Encontremos una
sucesión de puntos (yn)n de π(V ) que converjan a b y tomemos puntos xn en U con
π(xn) = yn; no es restrictivo suponer que (xn)n converge, digamos que a a. Puesto
que π(a) = b entonces a /∈ U . Ahora es suficiente con tomar un entorno conexo, Ua

de a, y observar que π(U ∪ Ua) ⊂ V , lo que contradice la definición de U . Por lo
tanto π|U es sobreyectiva.

En vista de la observación, una de las dos posibilidades siguientes ocurre:

1. π−1(O′) es conexo o

2. π−1(O′) tiene dos componentes conexas, cada una de las cuales homeomorfas
a O′ y simétricas una de otra.

La existencia de curvas no orientables implica que la primera posibilidad es la
que tiene lugar, es decir π−1(O′) es conexo.

Ahora es fácil probar que si σ y τ son curvas de Jordan cruzadas en O′, entonces
π−1(σ) = σ1∪σ2 y π−1(τ) = τ1∪τ2, donde σl y τl son curvas de Jordan cruzadas para
l = 1 y l = 2, además (σ1∪τ1)∩(σ2∪τ2) = ∅. Claramente π−1(O′)\(σ1∪τ1∪σ2∪τ2)
es conexo, así que podemos construir un arco (minimal) δ cuyos extremos son dos
puntos simétricos x y −x de O′. Ahora α = π(δ) es una curva de Jordan no orientable
y las curvas σ y τ están contenidas en O := O′ \ α. Según el lema lema 2.2.4 (i), O
se puede embeber en B2 o en T2. La existencia de curvas de Jordan cruzadas en O

excluye la primera posibilidad por el lema 2.2.4, apartados (ii) y (iii). Entonces O
se puede embeber en T2.

Segundo paso: construcción del homeomorfismo a T2 \ A

Apliquemos el teorema 1.5.17 a la superficie O para encontrar el embebimiento
correspondiente e′′ : O → S2

Σ′′ . Puesto que O es orientable tenemos que j(Σ′′) = 0.
Además, debido a que O tiene dos curvas de Jordan cruzadas entonces i(Σ′′) ≥ 1 por
el lema 2.2.4. Por otro lado, como O es embebible en el toro se tiene i(Σ′′) ≤ 1 (si no,
O tendría dos pares de curvas de Jordan cruzadas y debido a que cada una de estas
curvas es orientable y no homotópicamente nula, por el lema 2.2.3, aplicaríamos el
lema 2.2.4(ii) para llegar a una contradicción. Por lo tanto S2

Σ′′ ∼= T2 y se puede
asumir que O ⊂ T2 y que C = T2 \ O es totalmente disconexo (ver el teorema
1.5.17).
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Denotemos por α y β a las curvas de Jordan que se cruzan en O. Fijemos un
entorno anular de β, B ⊂ O, intersecando α exactamente en un pequeño arco abierto
γ.

Usemos ahora el lema 2.2.4(ii) para encontrar un homeomorfismo f : T2\α →
S1 × (−1, 1) tal que, si U es un anillo cerrado separado por α en dos anillos cerra-
dos Ul, l ∈ {−1, 1}, entonces la restricción de f a Ul \ α se puede extender a un
homeomorfismo fl : Ul → f(Ul \ α) ∪ (S1 × {l}), l ∈ {−1, 1}.

Obsérvese que si fijamos una orientación de α y la inducimos mediante las aplica-
ciones fl en S1 ×{l} := αl, entonces estos círculos tienen orientaciones compatibles1

en la esfera (S1 × (−1, 1)) ∪ (D2 × {−1}) ∪ (D2 × {1}) (porque el disco f(B \ γ) las
conecta).

Ahora podemos construir un homeomorfismo q que aplique el anillo cerrado
S1 × [−1, 1] sobre él mismo llevando un arco φ ⊃ f(C) (consultar [Kur68, página
189 y 539, teorema 5]) sobre un arco δ de pendiente irracional ρ), y tal que la
primera coordenada de (q ◦ f−1 ◦α)(t) y (q ◦ f1 ◦α)(t) coincide para cada t ∈ S1. Sea
A = (q ◦ f)(C), entonces es claro que O es homeomorfo a T2 \ A (estamos viendo
S1 × (−1, 1) como un subconjunto de T2).

Tercer paso: final de la prueba

Consideremos el flujo irracional de pendiente ρ en T2, tomemos una copia difeo-
morfa M1 ⊂ R3 de T2 y llevemos este flujo a un flujo suave sobre M1 cuyo campo
vectorial asociado es F : M1 → R3. Multipliquemos F por una función suave no
negativa λ : M1 → [0,∞) tal que el campo de vectores resultante tiene un flujo
asociado que, una vez llevado a T2, tiene a A como conjunto de puntos singulares.
Usemos el teorema 1.5.3 para construir un flujo suave y transitivo sobre O y exten-
dámoslo a un flujo suave Φ sobre toda la superficie S por medio del lema 1.3.A. Esto
concluye la prueba de la implicación (iii)⇒(iv) y por lo tanto del teorema 4.1.A.

1 Recordamos que dos círculos Cα y Cβ sobre la esfera, con parametrizaciones α y β y acotando
discos abiertos Dα y Dβ, tienen orientaciones compatibles si existe un homeomorfismo h : S1 ×
[−1, 1] → S2\(Dα ∪ Dβ) tal que h(t,−1) = α(t) y h(t, 1) = β(t)



Capítulo 5

Variedades de dimensión n, n ≥ 3

5.1. Introducción

En este capítulo abandonamos el estudio de flujos en superficies para pasar al
estudio en variedades en general. El aumento de la dimensión de los espacios con
los que vamos a trabajar traerá como consecuencia que los resultados que probemos
sobre los conjuntos ω-límite sean menos descriptivos y más generales.

El estudio de los conjuntos ω-límite en dimensiones mayores o iguales a tres
es una extensión natural del estudio que hemos llevado a cabo para superficies
en los capítulos anteriores. No obstante, desvelar la estructura de estos conjuntos
para dimensiones mayores tiene importancia en sí mismo, ya que existen muchos
fenómenos físicos estudiados con ecuaciones diferenciales (y por lo tanto con flujos)
sobre espacios de dimensiones altas.

Entre las ecuaciones diferenciales que nos llevan a estudiar flujos sobre varieda-
des, las ecuaciones de Lorenz han tenido una importancia especial. Recordamos que
las ecuaciones de Lorenz se pueden expresar de la siguiente manera:

x′ = σ(y − x),

y′ = rx− y − xz,

z′ = xy − bz,

(5.1.1)
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para ciertas constantes reales σ, r y b. Estas ecuaciones describen varios fenómenos
físicos de distinta naturaleza. Entre ellos, podemos citar:

1. Fenómenos meteorológicos.

2. El movimiento de un fluido acotado por dos placas calientes cuya temperatura
es diferente.

3. El movimiento de una rueda de agua.

4. El comportamiento de un láser.

5. El comportamiento de una dinamo.

Para ver la descripción de los modelos citados y sus relaciones con las ecuaciones
de Lorenz remitimos al lector a las referencias bibliográficas [Jac92, Spa82]. Estos
ejemplos justifican el estudio de flujos sobre variedades no sólo como una generali-
zación de la teoría desarrollada para superficies. Naturalmente, en este trabajo sólo
nos ocuparemos de una parte muy limitada del estudio de flujos sobre variedades:
el estudio de conjuntos ω-límite.

Recordemos que en el caso de superficies empezamos el estudio de los conjuntos
ω-límite repasando el clásico teorema de Poincaré y Bendixson y estudiamos su vali-
dez en otras superficies. Vimos que tras la aportación de A. J. Schwartz, el teorema
de Poincaré-Bendixson sigue siendo válido con algunas restricciones para cualquier
superficie compacta y conexa (ver los teoremas 2.1.1, 2.1.2 y 2.1.4). Un buen punto
de partida para estudiar la estructura asintótica de órbitas sobre variedades sería
plantearse la validez del teorema de Poincaré-Bendixson en espacios de dimensión
mayor que dos. Aunque ahora sabemos la respuesta de este problema, ésta se estuvo
buscando durante dos décadas. En concreto, en 1950 Seifert propuso la siguiente
conjetura:

“Sea T3 el sólido tridimensional acotado por T2 y sea Φ : R×T3 → T3 un
flujo de clase Cr, r ≥ 1, sin puntos singulares. Entonces Φ tiene órbitas
cerradas."

Veinticuatro años más tarde P. A. Schweitzer (ver [Sch74] y [ZTWZ98, pp. 415-
418]) construyó un flujo de clase C1, Φ : R × T3 → T3, siendo todos los puntos de
T3 regulares y sin órbitas periódicas. La búsqueda de contraejemplos a la conjetura
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de Seifert ha dado lugar a una gran cantidad de artículos, entre ellos destacamos los
trabajos de K. Kuperberg y G. Kuperberg [Kup94, KK96]. En el primero de ellos
se da un contraejemplo de un flujo de clase C∞ a la conjetura de Seifert y en el
segundo, en 1996, se extiende este contraejemplo construyendo flujos analíticos en
cualquier variedad de dimensión mayor que 2. Cabe destacar que también existen
en la literatura contraejemplos con flujos hamiltonianos y ergódicos.

Una vez constatada la imposibilidad de extender el teorema de Poicaré-Bendixson,
el siguiente paso es intentar dar teoremas del tipo de Vinograd en variedades de di-
mensión mayores a 2. Veremos en este capítulo que el teorema de Vinograd sigue
siendo cierto para la esfera de dimensión n (n ≥ 3) para conjuntos ω-límite de
órbitas no recurrentes. Basicamente, este capítulo está dedicado a caracterizar con-
juntos ω-límite de órbitas no recurrentes sobre variedades compactas y al estudio de
variedades transitivas no necesariamente compactas.

Para finalizar esta sección introductoria describimos la estructura de las secciones
restantes del capítulo. La sección 5.2 introduce la notación y resultados técnicos que
se usarán posteriormente. El apartado 5.3 se ocupa del estudio de los conjuntos ω-
límites de órbitas no recurrentes, prestando especial atención a los flujos definidos
sobre Sm. La última sección se dedica al estudio de variedades transitivas.

5.2. Notación y resultados técnicos

En esta sección presentamos las nociones que se usarán en la prueba de los teo-
remas principales (teoremas 5.3.A, 5.3.B y 5.4.A) de este capítulo, así como los
resultados técnicos necesarios. Empezamos con algunas definiciones, en ellas M de-
nota una variedad de dimensión n.

Definición 5.2.1 (célula de dimensión n). Un conjunto C ⊂ M es una célula
de dimensión n si es homeomorfo a la bola Dn. Recordamos que Dn = Dn(1) es la
bola cerrada de diámetro 1 (ver el apartado 1.5.2 de notación).

Si adicionalmente θ : I×Dn−1 → C es un homeomorfismo (I = [−1, 1]), entonces
llamaremos a (C, θ) una célula parametrizada de dimensión n.

Definición 5.2.2 (fibras abiertas y cerradas). Para cada z ∈ Dn−1 el arco
θ(I×{z}) recibe el nombre de fibra cerrada de C (con respecto a la parametrización
θ) y el arco θ((−1, 1) × {z}) recibe el nombre de fibra abierta de C (también con
respecto a la parametrización θ).
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En todo el capítulo haremos las identificaciones siguientes:

1. B(C) = B(C, θ) = θ({−1} × Dn−1),

2. T (C) = T (C, θ) = θ({1} ×Dn−1).

Además, si reemplazamos Dm−1 por Om−1 obtenemos:

3. BO(C) = BO(C, θ) = θ({−1} ×On−1),

4. TO(C) = TO(C, θ) = θ({1} ×On−1).

Recordamos que un conjunto C ⊂ M se dice que es una esfera de dimensión n

si es homeomorfo a la esfera Sn = {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1}.
Obsérvese que si C es una célula de dimensión n en M y h : Dn → C es un

homeomorfismo entonces h(On) = IntC y h(Sn) = BdC, ya que, debido al teorema
de invarianza del dominio (ver por ejemplo [Kur68, p. 475]), cualquier subconjunto de
M que es homeomorfo a un conjunto abierto de Rn es también abierto. Las próximas
dos definiciones jugarán un papel importante en el desarrollo de este capítulo.

Definición 5.2.3 (torre). Sea {(B, β)}∪{(Fi, φi)}r
i=1∪{(Sj, σj)}s

j=1 una colección
finita de células parametrizadas sobre una variedad M de dimensión n, que si no
hay confusión posible con las parametrizaciones de las células, identificaremos con
la unión T = B ∪⋃r

i=1 Fi ∪
⋃s

j=1 Sj.

Diremos que la colección de células anteriores es una torre con base B = (B, β),
pisos Fi = (Fi, φi) y escaleras Sj = (Sj , σj) (nos referiremos genéricamente a B, Fi

y Sj como los bloques de T ) cuando para cada bloque C existe un entero no negativo
l(C), llamado el nivel de C, tal que se satisfacen los siguientes enunciados:

(i) l(B) = 0 y l(C) > 0 para cualquier otro bloque C.

(ii) Si F es un piso de nivel l entonces hay un piso F ∗ de nivel l − 1 tal que
F ∩ F ∗ = B(F ) ⊂ TO(F ∗) (si l = 1 entonces F ∗ es la base B). Además
F ∩ C = ∅ para cualquier otro bloque C con l(C) ≤ l.

(iii) Si S es una escalera de nivel l entonces S ∩ B = T (S) ⊂ BO(B) y hay un
piso F ∗ de nivel l − 1 tal que S ∩ F ∗ = B(S) ⊂ TO(F ∗) (si l = 1 entonces
F ∗ = B y S ∩ F ∗ = B(S) ∪ T (S) con T (S) ⊂ BO(B) y B(S) ⊂ TO(B)).
Además S ∩ C = ∅ para cualquier otro bloque C.
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Definición 5.2.4 (torre regularizable). Una torre T se dice regularizable si ade-
más de verificar las condiciones de una torre existe un número real ε, 0 < ε < 1,
tal que para cada bloque (C, θ) de T existe un embebimiento continuo (o, si M
es suave, un embebimiento suave) que extiende a θ y que se denota por e(θ) :

(−1 − ε, 1 + ε) ×On−1(1 + ε) → M .

Además, si e(C) := e(θ)((−1− ε, 1 + ε)×On−1(1 + ε)) entonces se satisfacen las
siguientes propiedades:

(iv) Si C y C ′ son bloques disjuntos entonces e(C) y e(C ′) son también disjuntos.

(v) Si F = (F, φ) y F ∗ = (F ∗, φ∗) son como en la propiedad (ii) de la definición de
torre, entonces:

e(φ)({−1} ×On−1(1 + ε)) ⊂ TO(F ∗) y

e(φ)(t, z) = e(φ∗)(t+ 2, z∗) para cada t ∈ (−1 − ε,−1 + ε) cuando z y z∗

son tales que e(φ)(−1, z) = e(φ∗)(1, z∗).

(vi) Si S = (S, σ) y F ∗ = (F ∗, φ∗) son como en la propiedad (iii) de la definición
de torre, entonces:

e(σ)({−1} ×On−1(1 + ε)) ⊂ TO(F ∗),

e(σ)(t, z) = e(φ∗)(t+ 2, z∗) para cualquier t ∈ (−1 − ε,−1 + ε) cuando z
y z∗ satisfacen e(σ)(−1, z) = e(φ∗)(1, z∗),

e(σ)({1} × Dn−1(1 + ε)) ⊂ BO(B) y

e(σ)(t, w) = e(β)(t−2, w∗) para cada t ∈ (1−ε, 1+ε) si w y w∗ satisfacen
e(σ)(1, w) = e(β)(−1, w∗).

Escribiremos e(T ) = e(B) ∪⋃r
i=1 e(Fi) ∪

⋃s
j=1 e(Sj).

Definición 5.2.5 (torre regularizable infinita). Diremos que T es una torre
regularizable infinita si T =

⋃∞
m=0 Tm, donde cada Tm es una torre regularizable

tal que T0 = {(B, β)} y, para cada m ≥ 1, hay un bloque (Cm, θm) de Tm tal que
Tm = Tm−1 ∪ {(Cm, θm)}.

Ahora las fibras de T son los arcos conexos maximales de IntT que resultan de
uniones numerables de fibras abiertas o cerradas de cada uno de los bloques que
componen las torres Tm.
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Figura 5.1: Torre regularizable con base B, pisos F1, F2 y F3 y escalera S1 para la que l(B) = 0,

l(F1) = l(F2) = l(S1) = 1 y l(F3) = 2

Seguidamente probamos un teorema importante acerca de torres regularizables.
Este teorema será de utilidad en la construcción de los diferentes flujos necesarios
en el capítulo de este trabajo.

Teorema 5.2.A. Sea M una variedad de dimensión n, O ⊂M una región y T una
torre regularizable con e(T ) ⊂ O. Sea x ∈ TO(F ) para algún piso F de T de nivel
l ≥ 0 (si l = 0 entonces F = B) y asumamos que x /∈ C para ningún otro bloque C
de T .

1. Sea y ∈ O\T . Entonces existe una torre regularizable T ∗ = T ∪{(F ∗, φ∗)}, con
e(T ∗) ⊂ O, para la que F ∗ es un piso de nivel l + 1 y tal que x = φ∗(−1, 0),
y = φ∗(1, 0).

2. Sea y ∈ BO(B). Entonces hay una torre regularizable T ∗ = T ∪{(S∗, σ∗)}, con
e(T ∗) ⊂ O, para la que S∗ es una escalera de nivel l+1 y tal que x = σ∗(−1, 0),
y = σ∗(1, 0).

Dividiremos la prueba de este teorema en dos partes. Primero asumiremos, en el
apartado 5.2.1, que M es sólo una variedad topológica y después haremos la prueba
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cuando M es una variedad suave en el apartado 5.2.2.

5.2.1. Prueba del teorema 5.2.A en el caso continuo

Puesto que la torre T es regularizable y la dimensión de M es mayor o igual
que 3 es fácil ver que e(T ) \ T es conexo y como e(T ) es un entorno abierto de
T en la región O, se tiene que el conjunto O \ T también es conexo. Usando la
conexión del conjunto O\T construimos un arco A con puntos extremos x e y y tal
que A \ {x, y} ⊂ O \ T .

Debido a que el arco A es compacto se deduce la existencia de un número δ > 0,
tal que si A′ es un subarco de A con diamA′ < δ entonces existe un conjunto abierto
W que satisface:

A′ ⊂W ,

W es homeomorfo a Rn.

Dividimos ahora la prueba dependiendo de que diamA sea menor o mayor o
igual que δ.

Primer caso: diam A < δ

Empezamos fijando un conjunto W homeomorfo a Rn que incluya a A y pro-
baremos la parte 1 del teorema. Después haremos un comentario para la forma de
proceder a la hora de demostrar la parte 2 del teorema. Para facilitar el seguimiento
de esta demostración se pueden ver las figuras 5.2 y 5.3.

Construimos células de dimensión n disjuntas en O ∩W , Cx y Cy, conteniendo
respectivamente los puntos x e y en sus fronteras, denotadas por Bx y By. En
concreto tomaremos Cx = e(φ)([1, 1 + µ] × D) para un número suficientemente
pequeño µ < ε y una bola cerrada D ⊂ On−1 y asumimos que e(φ)(1, a) = x para
el centro, a, de D. Obsérvese que podemos suponer que Bx y By son esferas de
dimensión n− 1 regularizables, es decir, existen entornos abiertos, Ox y Oy, de Bx y
By respectivamente y homeomorfismos

hx : (−1, 1) × Sn−1 → Ox y hy : (−1, 1) × Sn−1 → Oy

tales que:
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Figura 5.2: Ilustración sobre la demostración del primer caso

hx({0} × Sn−1) = Bx,

hy({0} × Sn−1) = By.

Ahora si e(φ)(1 + µ, a) = x∗ tomamos un arco A∗ ⊂ O ∩W conectando x∗ e y
de manera que A∗ no contiene ningún otro punto de Cx ∪ Cy ∪ T .

Denotemos por W∞ := W ∪ {∞} la compactificación usual por un punto de W .
Puesto que Bx y By son regularizables, el teorema del anillo, ver [Moi52, Kir69,
Qui82], garantiza la existencia de un homeomorfismo

h : I × Sn−1 →W∞ \ Int(Cx ∪ Cy),

tal que:

h({−1} × Sn−1) = Bx y

h({1} × Sn−1) = By.

Ahora es fácil tomar células de dimensión (n − 1), Kx∗ y Ky, en Bx y By res-
pectivamente. De hecho podemos tomar Kx∗ = e(φ)({1 + µ} ×E) para alguna bola
cerrada, E ⊂ D, centrada en a. Construimos, usando h, una célula parametrizada
de dimensión n, (F+, φ+), en W \ Int(Cx ∪ Cy), muy cercana a A∗ y verificando:
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Figura 5.3: Ilustración sobre la demostración del primer caso

F+ ⊂ O\T

F+ ∩Bx = B(F+) = Kx∗ ,

F+ ∩By = T (F+) = Ky,

φ+(−1, 0) = x∗, φ+(1, 0) = y.

Ahora tomamos la célula F++ := F+ ∪ e(φ)([1, 1 + µ]×E) y la parametrizamos
con una aplicación φ++ : [−1, 1] ×Dn−1 → F++ tal que:

B(F++) = Kx := e(φ)({1} × E) y T (F++) = Ky.

Si u ∈ Kx∗ y e(φ)(1+µ, z) = u para algún z ∈ E entonces hay un z++ ∈ Dn−1

tal que φ++(t, z++) = e(φ)(2 + t, z) para todo t ∈ [−1,−1 + µ].

φ++(−1, 0) = x y φ++(1, 0) = y.

Finalmente ponemos F ∗ := φ++(I × Dn−1(ν)) para algún ν < 1 y definimos
φ∗ : [−1, 1]×Dn−1 → F ∗ por φ∗(t, z) = φ++(t, νz). Obviamente T ∗ = T ∪{(F ∗, φ∗)}
es regularizable (obsérvese que podemos usar las mismas extensiones para los bloques
de T restringiéndolos para un apropiado ε+ < ε).
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Esto concluye la prueba de la parte 1 del teorema bajo la hipótesis adicional que
diamA < δ. La prueba de la parte 2 del teorema no incluye dificultades especiales,
basta con proceder de forma análoga con x e y, usando para y la base B de la torre
T como lo hicimos previamente con x y el bloque de la torre que lo contiene.

Segundo caso: diam A ≥ δ

Como en el caso anterior haremos la prueba para la parte 1 del teorema, haciendo
comentarios de cómo adaptar el argumento para la parte 2.

Empezamos eligiendo puntos x = x0, x1, . . . , xk = y que descomponen el arco
A en subarcos A1, . . . , Ak con diámetros menores que δ. Se razona como en el caso
anterior para construir una célula parametrizada de dimensión n, (F ∗

1 , φ
∗
1), con x0 =

φ∗
1(−1, 0), x1 = φ∗

1(1, 0) y tal que:

T1 = T ∪ {(F ∗
1 , φ

∗
1)} es una torre regularizable,

e(T1) ⊂ O,

F ∗
1 es un piso de nivel l + 1,

T1 ∩ (A3 ∪ · · · ∪ Ak) = ∅.

Reemplazando A2, si fuera necesario, por un arco cerrado con los mismos puntos
extremos y que no interseque a la fibra cerrada de F ∗

1 que contiene a x0 y x1. Y
tomando también un bloque F ∗

1 más fino, no es restrictivo suponer que (A2 \{x1})∩
T1 = ∅. Ahora se puede proceder como antes para extender T1 con un piso (F ∗

2 , φ
∗
2)

de nivel l + 2 a una torre regularizable T2 = T1 ∪ {(F ∗
2 , φ

∗
2)} tal que:

x1 = φ∗
2(−1, 0),

x2 = φ∗
2(1, 0),

e(T2) ⊂ O.

Repitiendo el razonamiento un número finito de veces podemos construir en O

una torre regularizable T ∪ {(F ∗
i , φ

∗
i )}k

i=1 (si estamos en la parte 1 del teorema) o
T ∪ {(F ∗

i , φ
∗
i )}k−1

i=1 ∪ {(S∗, σ∗)} (si estamos en la parte 2) tal que xi−1 = φ∗
i (−1, 0),

xi = φ∗
i (1, 0) para cualquier i ∈ {1, 2, . . . , k} (donde φ∗

k = σ∗ para la prueba de la
parte 2 del teorema).
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Ahora tomamos ν suficientemente pequeño y definimos E1 = Dn−1(ν) e, inducti-
vamente, Ei para cada 1 < i ≤ k por la propiedad φ∗

i ({−1}×Ei) = φ∗
i−1({1}×Ei−1).

Es claro que
⋃k

i=1 φ
∗
i (I × Ei) es una elección apropiada para F ∗ o S∗ (los φ∗ o σ∗

correspondientes se pueden definir fácilmente).

5.2.2. Prueba del teorema 5.2.A en el caso suave

Las ideas básicas de esta demostración son análogas a la usadas en la sección
anterior para probar el teorema en su versión continua. Usaremos la misma notación
que antes y procediendo como allí sólo hará falta tener cuidado para garantizar que,
cuando diamA < δ, tenemos que la extensión de la torre es diferenciable. Nos
limitaremos a hacer la demostración de la primera parte del teorema, que como
antes se puede adaptar de manera fácil a la prueba de la parte 2.

Obsérvese primero que si W ⊂ M es el conjunto homeomorfo a Rn tal que
A ⊂W , entonces podemos suponer que es difeomorfo a Rn.

Recordemos que λ := e(θ) : (1 − ε, 1 + ε) × On−1(1 + ε) → M es ahora un
embebimiento suave y tomemos como antes Cx = λ([1, 1 + µ]×D) para un número
suficientemente pequeño µ < ε y una bola cerrada D ⊂ On−1 con λ(1, a) = x

siendo a el centro de D. Con el fin de utilizar una notación similar y para marcar las
similitudes del argumento en el caso (b), podemos suponer que hay un embebimiento
suave γ : (1 − ε, 1 + ε) × On−1(1 + ε) → M tal que Cy := γ([−1 − µ,−1] × R)

para una bola cerrada pequeña R ⊂ On−1 cuyo centro, b, satisface γ(−1, b) = y.
Asumiremos que tanto el radio de D como el de R es µ, que λ([1 − µ, 1 + µ] × D)

y γ([−1 − µ,−1 + µ] × R) son conjuntos disjuntos y contenidos en O ∩W y que
γ([−1 − µ,−1 + µ] ×R) no interseca a T . En lo que sigue identificaremos a W con
Rn (por lo tanto O′ := O ∩W y T ′ := T ∩W serán vistos como subconjuntos de
Rn).

Consideremos las curvas α : [1 − µ, 1 + µ] → Rn y η : [−1 − µ,−1 + µ] → Rn

respectivamente definidas por α(t) = λ(t, a) y η(t) = γ(t, b). Observemos que, debido
a que λ y γ son difeomorfismos, tenemos α′(t) �= 0 y η′(t) �= 0 para todo t. Ahora
es sencillo conectarlos de forma diferenciable, es decir, hay una aplicación inyectiva
suave κ : [−1−µ, 1+µ] → Rn que satisface κ′(t) �= 0 para cualquier t, κ(t) = α(t+2)

para t ∈ [−1−µ,−1+µ], y κ(t) = η(t−2) para t ∈ [1−µ, 1+µ]. Podemos suponer
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adicionalmente que κ([−1 + µ, 1 − µ]) ⊂ O′ \ T ′ y que

κ([−1 + µ, 1 − µ]) ∩ λ([1 − µ, 1 + µ/2] ×D) = ∅,
κ([−1 + µ, 1 − µ]) ∩ γ([−1 − µ/2,−1 + µ] × R) = ∅.

(5.2.1)

De [Hir88, página 69, Proposición 1.2]1, la aplicación

F : [−1 − µ, 1 + µ] −→ Sn−1

t → F (t) = κ′(t)
‖κ′(t)‖

no puede aplicar el intervalo [−1−µ, 1+µ] sobre Sn, es decir, hay un punto p ∈ Sn−1

tal que F (t) = κ′(t)
‖κ′(t)‖ �= p para todo t. Fijemos un difeomorfismo g : Rn−1 →

Sn−1 \ {p}, y definamos Gr : Sn−1 \ {p} → Rn, 1 ≤ r ≤ n− 1, por

Gr(q) =
∂g

∂zr
(g−1(q)),

donde zr denota la r-ésima componente en Rn−1.

Como todos los vectores Gr(
κ′(t)

‖κ′(t)‖ ) son tangentes a Sn−1 entonces son ortogonales
a κ′(t). Además por ser g un difeomorfismo obtenemos que

{κ′(t), G1(κ
′(t)/‖κ′(t)‖), . . . , Gn−1(κ

′(t)/‖κ′(t)‖)}

es una base para todo t y se puede asumir, tomando µ∗ < µ suficientemente pequeño,
que la aplicación ξ : (−1 − µ, 1 + µ) ×On−1(µ

∗) → Rn definida por

ξ(t, z1, . . . , zn−1) = κ(t) + z1G1(κ
′(t)/‖κ′(t)‖) + · · · zn−1Gn−1(κ

′(t)/‖κ′(t)‖),

es un embebimiento tal que:

ξ([−1 + µ/4, 1 − µ/4] × Dn−1(µ
∗/2)) ∩ λ([1 − µ, 1 + µ/8] ×D) = ∅ y

ξ([−1 + µ/4, 1 − µ/4] ×Dn−1(µ
∗/2)) ∩ γ([−1 − µ/8,−1 + µ] × R) = ∅.

(5.2.2)

Sea ρc,d,s : Rn → R, d > c > 0, s > 0, una aplicación suave no negativa
verificando ρc,d,s(t, z) = 1 para cada (t, z) ∈ [−c, c] × Dn−1(s/2) y que se anula

1Nota por eliminar: ¿Esta cita es referente al lema de Sard? En caso afirmativo, cítese
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Figura 5.4: La función ρc,d,s se anula en la región C, es igual a 1 en A y toma valores positivos en B

exactamente en Rn \ (−d, d)×On−1(s) (ver la figura 5.4), y construyamos en Rn los
campos de vectores definidos por:

X(λ(t, z)) = ρµ/4,µ/2,µ(t− 1, z − a)
∂λ

∂t
(t, z),

Y (γ(t, z)) = ρµ/4,µ/2,µ(t+ 1, z − b)
∂γ

∂t
(t, z),

Z(ξ(t, z)) = ρ1−µ/2,1−µ/4,µ∗/2(t, z)
∂ξ

∂t
(t, z),

siempre que las expresiones de arriba tengan sentido y cero en el resto. Claramente,
todas están bien definidas y son suaves. Además, sea H = X + Y + Z. Como H se
anula fuera de un subconjunto acotado de Rn, su flujo asociado Φ está bien definido.

Obsérvese que, debido a (5.2.1), el arco κ([−1 − µ, 1 + µ]) está incluido en una
de las órbitas de Φ y, por (5.2.2), tenemos:

Φ(t, λ(1, z)) = λ(t+ 1, z), si |t| ≤ µ/8 y z ∈ D,

Φ(t, γ(−1, z)) = γ(t− 1, z), si |t| ≤ µ/8 y z ∈ R.
(5.2.3)

Supongamos que Φ(tx, x) = y (por lo que Φx([0, tx]) = κ([−1, 1])) y definamos
ϕ : R× IntD → Rn por ϕ(t, z) = Φ(t, λ(1, z)). Entonces vamos a ver que dϕ(t, z) es
regular (su determinante no se anula) para cada (t, z). Las derivadas parciales de ϕ
son:

∂ϕ

∂zr

(t, z) = dΦt(λ(1, z))
∂λ

∂zr

(1, z) para 1 ≤ r ≤ n− 1 y
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∂ϕ

∂t
(t, z) = dΦt(λ(1, z))

∂ϕ

∂t
(0, z)

= dΦt(λ(1, z))
∂Φ

∂t
(0, λ(1, z))

= dΦt(λ(1, z))H(λ(1, z))

= dΦt(λ(1, z))
∂λ

∂t
(1, z).

Debido a que λ y Φt son difeomorfismos entonces ϕ lo es.

Sea µ∗∗ un número real suficientemente pequeño para que γ−1 ◦ ϕ esté bien
definida sobre (tx − µ∗∗, tx + µ∗∗) × O∗∗, siendo O∗∗ el disco abierto de radio µ∗∗

centrado en a, y denotemos por τ a la primera componente de γ−1. Entonces:

∂(τ ◦ ϕ)

∂t
(tx, a) = ∇τ(tx, a) · ∂ϕ

∂t
(tx, a)

= ∇τ(tx, a) ·H(Φ(tx, λ(1, a)))

= ∇τ(y) ·H(y)

= ∇τ(y) · ∂γ
∂t

(−1, b)

= 1

y (puesto que µ∗∗ es suficientemente pequeño) se puede aplicar el teorema de la
función implícita para obtener una aplicación suave t = t(z) que satisfaga t(a) = tx

y ϕ(t(z), z) ∈ γ(−1, R) para cada z ∈ O∗∗.

Sean f1, f2 : R→ R aplicaciones suaves y no decrecientes que satisfacen:

f1(t) = t si t ∈ (−∞, µ/8]; f2(t) = 0 si t ∈ (−∞, 0];

f1(t) = µ/4 si t ∈ [µ/4,∞); f2(t) = 2 − µ/2 si t ∈ [1,∞);

f ′
1(t) > 0 si t ∈ (−∞, µ/4); f ′

2(t) > 0 si t ∈ (0, 1)

y definamos

f(t, z) = f1(t) + f2

(
t− µ/8

t(z) − µ/4

)
+ µ/4 − f1(t(z) − t).

Como ϕ(t, z) es un difeomorfismo local, es fácil comprobar (de nuevo si µ∗∗ es su-
ficientemente pequeño) que la aplicación ϕ∗ : (−µ/8, 2 + µ/8) × O∗∗ → Rn dada
por:

ϕ∗(f(t, z), z) = ϕ(t, z)
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es un difeomorfismo bien definido que verifica para todo z ∈ O∗∗:

ϕ∗(2, z) ∈ γ({−1} × R).

Ahora por 5.2.3:
ϕ∗(t, z) = λ(t− 1, z) para |t| ≤ µ/8,

ϕ∗(t+ 2, z) = γ(t− 1, w), si z y w son tales que ϕ(2, z) = γ(−1, w) y |t| ≤ µ/8.

Definiendo φ∗(t, z) = ϕ∗(t + 1, 2(z − a)/µ∗∗) y F ∗ = φ∗(I,Dn−1) hemos terminado,
ya que podemos asumir naturalmente que φ∗((−1, 1] ×Dn−1) ⊂ O′ \ T ′.

5.3. Estudio de órbitas no recurrentes sobre varie-

dades compactas: el teorema de Vinograd en

Sn con n ≥ 3

5.3.1. Introducción

Esta sección está dedicada a extender el teorema de Vinograd a la esfera de
dimensión n. Naturalmente, bajo la condición adicional de que la órbita de la que
caracterizamos el conjunto ω-límite sea no recurrente. Esta generalización vendrá co-
mo corolario de la caracterización de los conjuntos ω-límites de órbitas no recurren-
tes en variedades compactas y de algunos resultados topológicos sobre la esfera de
dimensión n.

Conviene hacer notar que en esta sección nos vamos a limitar a estudiar un tipo
muy concreto de los conjuntos ω-límites que pueden aparecer sobre una variedad
compacta en general. En efecto, del teorema de Sidorov se obtiene la existencia de
órbitas no recurrentes y densas en cualquier conjunto conexo de Rn con n ≥ 3.

Teorema 5.3.1 (Sidorov). Sea O ⊂ Rn (n ≥ 3) un conjunto abierto y conexo.
Entonces existe un flujo suave (para la estructura diferencial estándar de Rn) Φ :

R× Rn → Rn y un punto u ∈ Rn tal que ωΦ(u) = ClO.

La prueba de este resultado se puede seguir en el artículo original (en ruso) de
Sidorov, [Sid68]. Una versión traducida al español se puede encontrar en [Sol01b, p.
139].

Volviendo al teorema de Vinograd, nuestro objetivo es probar los siguientes re-
sultados:
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Teorema 5.3.A. Sea Φ : R × Sn → Sn un flujo continuo sobre Sn y sea x ∈ Sn

un punto no recurrente del flujo. Entonces ωΦ(x) es la frontera de una región O,
∅ � O � Sn, cuyo complementario es conexo.

Recíprocamente, si Ω es la frontera de una región O, ∅ � O � Sn, con comple-
mentario conexo, entonces existe un flujo Φ : R× Sn → Sn sobre Sn y un punto no
recurrente x ∈ Sn para el flujo Φ tal que Ω = ωΦ(x).

Es conveniente observar que este teorema se probó en [JS03] pero, allí “suave"se
refería sólo a la estructura diferencial estándar de Sn. La prueba general se hizo
en [Sol05] apoyándose en una caracterización de los conjuntos ω-límite no recurren-
tes sobre variedades compactas que introducimos a continuación después de una
definición necesaria.

En lo que sigue dist : M ×M → [0,+∞[ denotará una distancia fija definida en
la variedad M . Asociada a esta distancia podemos fijar la noción de entorno de un
conjunto A ⊂ M de amplitud ε > 0 como:

C(A, ε) = {x ∈M : dist(x,A) < ε}.

Definición 5.3.2 (conjuntos ω-conexos). Dada una variedad compacta y conexa
y dado un conjunto conexo y abierto O de una variedad compacta y conexa de
dimensión n se dice ω-conexo si y sólo si para todo ε > 0 existe una región Oε ⊂
O ∩ C(BdO, ε) tal que BdO ⊂ BdOε

Teorema 5.3.B. Sea M una variedad topológica (respectivamente suave) compacta
y conexa de dimensión m, entonces se verifican los siguientes resultados.

1. Dado un flujo continuo Φ : R ×M → M y un punto no recurrente u ∈ M ,
entonces ωΦ(u) es la frontera de un conjunto ω-conexo O, ∅ � O �M .

2. Recíprocamente, si Ω es la frontera de un conjunto ω-conexo O, ∅ � O � M ,
entonces existe un un flujo continuo (respectivamente suave) Φ : R×M → M

y un punto no recurrente u ∈M tal que Ω = ωΦ(u).

El resto de esta sección está dedicada a probar los resultados precedentes (teo-
remas 5.3.A y 5.3.B). Haremos primero la prueba del teorema 5.3.B, después se
probará un lema topológico y con ambos resultados se obtendrá como un corolario
el teorema 5.3.A.
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5.3.2. Caracterización de conjuntos ω-límites de órbitas no
recurrentes

En esta sección se trata de probar el teorema 5.3.B enunciado en la introducción
anterior.

Prueba de la primera parte del teorema 5.3.B

Empezamos fijando la órbita γ = Φu(R), el conjunto U = M\ωΦ(u) y su des-
composición en componentes conexas: U =

⋃
i∈I Oi. Puesto que u no es recurrente

se tiene que γ ∩ ωΦ(u) = ∅ y por lo tanto γ ⊂ Oj := O para algún j ∈ I.

O es un conjunto abierto y conexo por definición, probemos también que es ω-
conexo. Tomamos para ello un ε > 0 arbitrario y descomponemos O ∩ C(BdO, ε)

en sus componentes {U ε
j}j∈J . Usando la compacidad de M tenemos que existe U ε

jε

y nε suficientemente grande para que Φu([nε,∞)) ⊂ U ε
jε
. Pongamos Oε := U ε

jε
y

observemos que BdOε ⊃ BdO lo que prueba que O es un conjunto ω-conexo.

Por último mostramos que BdO = ωΦ(u). Puesto que γ ⊂ O y ωΦ(u) ∩ O = ∅
tenemos ωΦ(u) ⊂ BdO. Recíprocamente, BdO = BdOj = ClOj\Oj ⊂ (Oj ∪
ωΦ(u))\Oj = ωΦ(u).

Prueba de la segunda parte del teorema 5.3.B para variedades de dimensión
m con m≥3

Nos ocupamos ahora de la prueba de la segunda parte del teorema para varie-
dades de dimensión m con m ≥ 3. Empezamos probando dos lemas.

Lema 5.3.3. Si O es un conjunto ω-conexo, ε es un número real positivo arbitrario
y x ∈ Bd (C(BdO, ε) ∩ O) entonces o bien dist(x,BdO) = 0 o dist(x,BdO) = ε.

Demostración. Por supuesto, si x ∈ Bd (C(BdO, ε) ∩ O) entonces dist(x,BdO) ≤ ε.
Asumamos que 0 < dist(x,BdO) < ε, entonces x ∈ ClO pero x �∈ BdO lo que signi-
fica que x ∈ O y puesto que O es abierto tenemos que x ∈ Int (C(BdO, ε) ∩ O). Pero
esto es una contradicción porque x ∈ Bd (C(BdO, ε) ∩ O). Así que dist(x,BdO) = 0

o dist(x,BdO) = ε para cada x ∈ Bd (C(BdO, ε) ∩ O).

Lema 5.3.4. Si O es ω-conexo entonces C(BdO, ε)∩O se descompone en un número
finito de componentes.
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Demostración. Nótese que C(BdO, ε) ∩ O no puede contener dos componentes co-
nexas diferentes, U1 y U2, cuyas fronteras estén completamente contenidas en BdO.
Asumamos lo contrario, entonces usamos la conexión por caminos de O para tomar
un arco α : [0, 1] → O tal que α(0) ∈ U1 y α(1) ∈ U2. Observemos que debido a que
U1 y U2 son dos componentes conexas diferentes de C(BdO, ε) ∩O y α es continua
entonces existe un punto p ∈ α([0, 1])∩BdU1, pero esto es una contradicción ya que
p ∈ BdU1 ∩O ⊂ BdO ∩O = ∅.

Ahora vemos que si {Wi}i∈I es el conjunto de componentes conexas de C(BdO, ε)∩
O tales que BdWi no está completamente contenida en BdO entonces I es finito.
Asumamos lo contrario y tomemos para cada i ∈ I un punto wi ∈ Wi tal que
ε
2
≤ dist(wi,BdO) ≤ 3ε

4
.

Por la compacidad deM existe un punto de acumulación w de la sucesión {wi}i∈I ,
tomemos (wil)l∈N tal que w = ĺım

l→∞
wil. Entonces por la continuidad de la función

distancia tenemos que ε
2
≤ dist(w,BdO) ≤ 3ε

4
, además w está contenido en O

porque w ∈ ClO\BdO y por lo tanto w está contenido en una componente de
C(BdO, ε)∩O, Wj para algún j ∈ I adecuado. Llegamos a una contradicción puesto
que por un lado C({w}, δ) ⊂ Wj para δ > 0 suficientemente pequeño, y por otro
lado existe un entero positivo l0 para el que C({w}, δ) ∩Wil �= ∅ si l ≥ l0, ya que
w = ĺım

l→∞
wil .

Damos ahora la construcción de una familia de conjuntos abiertos {On}∞n=1 que
satisfacen para cada n ∈ N las siguientes propiedades:

(A) On es una componente conexa de C(BdO, 1
n
) ∩O,

(B) On+1 ⊂ On,

(C) BdO ⊂ BdOn,

(D) para cada ε, 0 < ε < 1
n
, existe una componente conexa Uε de C(BdO, ε)

contenida en On de manera que BdUε ⊃ BdO.

La existencia de esta familia de conjuntos se prueba por inducción en n, obser-
vemos que para n = 1, gracias a que existe un número finito de componentes de
C(BdO, 1) ∩ O y puesto que O es un conjunto ω-conexo, podemos elegir una com-
ponente conexa O1 de C(BdO, 1) ∩ O tal que BdO ⊂ BdO1 y además si 0 < ε < 1
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existe una componente conexa Uε de C(BdO, ε)∩O, contenida en O1, cuya frontera
contiene a BdO. Asumamos ahora que hemos construido {O1, O2, . . . , Ok} satisfa-
ciendo las condiciones (A), (B), (C) y (D) y construyamos Ok+1 de tal manera que
se verifican las mismas propiedades para la nueva familia. Para hacerlo, usemos de
nuevo que C(BdO, 1

k+1
) ∩ O contiene sólo un número finito de componentes y la

propiedad anterior (D) para encontrar una componente Ok+1 de C(BdO, 1
k+1

) ∩ O
tal que el conjunto {O1, O2, . . . , Ok, Ok+1} satisface las propiedades (A), (B) (C) y
(D). Por último usamos el Principio de Inducción para obtener la familia {On}n∈N.

El siguiente paso de esta prueba consiste en construir una sucesión (xi)i∈N de
puntos de O tales que Cl{xi}i∈N\{xi}i∈N = BdO. Para conseguir esto usamos la
compacidad de BdO para encontrar para cada n ∈ N un cubrimiento finito de BdO

formado por conjuntos abiertos de M , {Un
i }kn

i=1, tales que diamUn
i < 1

n
para cada

i ∈ {1, 2, . . . , kn}. Ahora tomamos para cada n ∈ N e i ∈ {1, 2, . . . , kn} un punto

zn
i ∈ Un

i ∩ On, obsérvese que
⋃

n∈N

kn⋃
i=1

{zn
i } es un conjunto numerable de puntos y si

definimos {xj}j∈N :=
⋃

n∈N

km⋃
i=1

{zn
i }, obtenemos la sucesión deseada (xi)i∈N.

Se trata ahora de construir por medio de la proposición 5.2.A una torre regula-
rizable infinita T =

⋃∞
i=0 Ti en O tal que:

(T1) Para cada i ∈ N ∪ {0}, Ti es un bloque de nivel i, {xi, xi+1} ⊂ Ti y xj �∈ Ti si
j �∈ {i, i+ 1}.

(T2) Si n es el entero más grande para el que {xi, xi+1} ⊂ On entonces Ti ⊂ On,

(T3) Una de las fibras de T , ρ∗, contiene la sucesión de puntos (xi)i∈N.

En consecuencia, usando las propiedades (T2) y (T3) se tiene que BdO = Cl{xi}i∈N\
{xi}i∈N ⊂ Cl ρ∗\ρ∗. Además de (T2) se sigue que Cl ρ∗\ρ∗ ⊂ ⋂

n∈N

ClOn ⊂ BdO, por

lo tanto Cl ρ∗\ρ∗ = BdO. El objetivo ahora es construir un flujo Φ : R ×M → M

tal que ρ∗ esté contenido en una de las órbitas.

Observemos que para cualquier fibra ρ de T y cualquier punto u de la fibra ρ,
existe un intervalo abierto Iu que contiene a 0 y una biyección ρu : Iu → ρ tal que:

(a) ρu(0) = u.

(b) Si v ∈ ρ ∩ e(C) para algún bloque (C, φ) de T y v = ρu(t
∗) = e(φ)(t∗∗, z),

entonces para cualquier t ∈ R tal que e(φ)(t + t∗∗, z) esté definido tenemos
ρu(t+ t∗) = e(φ)(t+ t∗∗, z).
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Definamos ahora Ψ(t, u) := ρu(t), es claro que Ψ está definido en un subconjunto
Λ ⊂ R×M que, en general, es diferente de R×M . Sin embargo probaremos que Ψ

es un flujo local y existirá entonces, en virtud del lema 1.3.A (página 35), un flujo
Φ : R×M → M topológicamente equivalente a Ψ, de manera que las órbitas de Φ

y Ψ y sus orientaciones coinciden.

Empezamos por probar que Λ es abierto y que Ψ es continuo. Tomemos para ello
(t, u) ∈ Λ y asumamos que t > 0 (se procede análogamente en el otro caso), entonces
puesto que Im ρu ⊂ IntT y ρu([0, t]) es compacto existe t∗1 ∈ (−1, 1], t∗n ∈ [−1, 1),
{φi}n

i=1 y {z∗i : z∗i ∈ Om−1}n
i=1 (el argumento para n = 1 se puede adaptar fácilmente)

tales que:

(c) φ1(t
∗
1, z

∗
1) = ρu(0) = u.

(d) φi(1, z
∗
i ) = φi+1(0, z

∗
i+1) = ρu(t1 + i− 1) para cualquier i ∈ {1, 2, . . . , n− 1} y

φn(t∗n, z
∗
n) = ρu(t) = ρu(t1 + n− 2 + t∗n) con t1 = 1 − t∗1.

(e) ρ ⊂ Int
n⋃

i=1

φi([−1, 1] ×Om−1).

Ahora para cualquier ε > 0 usamos la continuidad de los homeomorfismos {φi}n
i=1

para escoger números reales positivos {δi}n
i=1 tales que:

(C1) Si ‖z′i − z∗i ‖m−1 < δi entonces dist(φi(s, z
′
i), φi(s, z

∗
i )) < δi+1 para cada i ∈

{1, 2, . . . , n}, s ∈ [−1, 1] y δn+1 := ε
2
, también asumimos que φi(1, z

′
i) ∈

φi+1({0} ×Om−1) para cada i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.

(C2) Existe un número real positivo δ0 tal que si dist(u, u′) < δ0 entonces u′ =

φ1(s, w) para algún (s, w) adecuado que satisface ‖(s, w) − (t∗1, z
∗
1)‖m < δ1.

Finalmente usamos de nuevo la continuidad de φn para encontrar δn+2 > 0

para el que se tiene la siguiente condición.

(C3) Si |t′n−t∗n| < δn+2 y ‖z′n−z∗n‖m−1 < δn+2 entonces dist(φ(t′n, z
′
n), φ(t∗n, z

∗
n)) < ε

2
.

Obsérvese que no hay problema en tomar δ1 < δn+2

2
.

Por la propiedad (C2), si v ∈ M y t ∈ R satisfacen que dist(u, v) < δ =

mı́n{δ0, δn+2

2
} y |s − t| < δ entonces existe (s∗1, w

∗
1) ∈ (−1, 1] × Om−1 tal que v =

φ1(s
∗
1, w

∗
1) y ‖(t∗1, z∗1)−(s∗1, w

∗
1)‖m < δ1. Usamos ahora la propiedad (C1) para ver que

los puntos {w∗
i : w∗

i ∈ Om−1}n
i=2 están bien definidos por las expresiones φi(1, w

∗
i ) =



5.3 Estudio de órbitas no recurrentes sobre variedades compactas:

el teorema de Vinograd en Sn
con n ≥ 3 153

φi+1(0, w
∗
i+1) para cada i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}. Además se satisface que ‖w∗

i − z∗i ‖ < δi

para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} y φi(0, w
∗
i ) = ρv(1 − s∗1 + i− 2) si i ∈ {2, 3, . . . , n}.

Definiendo s∗n := s − (n − 1 − s∗1) (recordemos que t∗n := t − (n − 1 − t∗1)), se
tiene que |s∗n − t∗n| = |s − t + s∗1 − t∗1| < |s − t| + |s∗1 − t∗1| < δn+2. Usamos (C2)
y (C3) para obtener que dist(φn(s∗n, w

∗
n), φn(t∗n, z

∗
n)) < dist(φn(s∗n, w

∗
n), φn(s∗n, z

∗
n)) +

dist(φn(s∗n, z
∗
n), φn(t∗n, z

∗
n)) < ε

2
+ ε

2
= ε.

Ahora se tiene que Ψ(s, v) está bien definido y es igual a ρv(s) = φn(s∗n), además
dist(Ψ(s, v),Ψ(t, u)) = dist(ρv(s), ρu(t)) < ε entonces la aplicación Ψ es continua y
Λ es un conjunto abierto.

Lema 5.3.5. Si Ψ(t, u) = v entonces:

(P1) A := {s : (s, v) ∈ Λ} = {r − t : (r, u) ∈ Λ} := B.

(P2) Ψ(s+ t, u) = Ψ(s,Ψ(t, u)) cuando ambos miembros están bien definidos.

Demostración. Haremos la prueba para t > 0, el otro caso es similar. Tomemos
la notación usada en la prueba del lema anterior para obtener Ψ(t, u) = ρu(t) =

ρu(t1 +n−2+ t∗n) = φn(t∗n, z
∗
n) y supongamos que s ∈ A, entonces (s, v) ∈ Λ y existe

s∗1 ∈ (−1, 1], s∗l ∈ [−1, 1), {ψi}l
i=1 y {w∗

i : w∗
i ∈ Om−1}l

i=1 (el caso n = 1 o l = 1 no
supone ninguna dificultad adicional) tal que:

(c’) ψ1(s
∗
1, w

∗
1) = ρv(0) = φn(s∗n, z

∗
n) (en la mayoría de los casos, φn = ψ1).

(d’) ψi(1, w
∗
i ) = ψi+1(0, w

∗
i+1) = ρv(s1 + i− 1) para cualquier i ∈ {1, 2, . . . , l− 1} y

ψl(s
∗
l , w

∗
l ) = ρv(s) = ρv(s1 + l − 2 + s∗l ) con s1 = 1 − s∗1.

De (c’) y (d’) se deduce que ψi(1, w
∗
i ) = ρv(s1+i−1) = ρu(t+s1+i−1) para cada

i ∈ {1, 2, . . . , l−1} y ψl(s
∗
l , w

∗
l ) = ρv(s) = ρv(s1+l−2+s∗n) = ρu(t+s1+l−2+s∗n) =

ρu(t + s), por lo tanto (t + s, u) ∈ Λ y Ψ(s,Ψ(t, u)) = Ψ(s + t, u). Si definimos
(t + s, u) := (r, u) ∈ Λ entonces s = r − t y hemos obtenido que s = r − t y por
lo tanto A ⊆ B. De manera análoga se puede mostrar que B ⊆ A. Además, en
este párrafo hemos probado también (P2) Ψ(s+ t, u) = Ψ(s,Ψ(t, u)) cuando ambos
miembros están bien definidos.

La aplicación Ψ es por lo tanto continua, está definida en el conjunto abierto Λ

y satisface (P1) y (P2), seguidamente se usa el lema 1.3.A para obtener un flujo
continuo Φ : R×M →M tal que Φ(R×{u}) = {u} si R×{u}∩Λ = ∅, en otro caso
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Φ(R×{u}) = Ψ({(t, u) : (t, u) ∈ Λ}) y la orientación de ambas curvas inducidas por
Φ y Ψ son las mismas. Por lo tanto ωΦ(v) = BdO para cada v ∈ ρ∗, lo que concluye
la prueba en el caso continuo y dimensión mayor o igual a 3.

Para la versión suave del teorema, hacemos notar en primer lugar que la discusión
anterior es válida ahora y que las aplicaciones φi y las extensiones e(φi) se pueden
elegir suaves. Obsérvese que en el razonamiento anterior hemos visto que si (t, u) ∈ Λ

existe un entorno donde Ψ está definida por Ψ(t, u) = ρu(t) = φn(t − (n − 1 −
t∗1(u)), z

∗
n(u)) = e(φn) (t− (n− 1 − t∗1(u)), z

∗
n(u)). Denotemos por π1 : R× Rm−1 →

R y π2 : R× Rm−1 → Rm−1 las aplicaciones suaves (aquí por supuesto nos estamos
refiriendo a la estructura diferencial estándar de Rm−1) definidas por π1(t, z) = t y
π2(t, z) = z. Finalmente nótese que t∗1(u) = π1 ◦ e(φ1)

−1(u), z∗1(u) = π2 ◦ e(φ1)
−1(u)

y z∗i+1(u) = π2◦e(φi+1)
−1◦e(φi)(1, z

∗
i (u)), i ∈ 1, 2, . . . , n− 1, son aplicaciones suaves

ya que son la composición de aplicaciones suaves. Por lo tanto Ψ es suave y aplicamos
en este caso la versión suave del lema 1.5 de [JS04d] para obtener un flujo suave
Φ : R × M → M tal que Φ(R × {u}) = {u} si R × {u} ∩ Λ = ∅, en otro caso
Φ(R×{u}) = Ψ({(t, u) : (t, u) ∈ Λ}) y la orientación de ambas curvas inducidas por
Φ y Ψ son las mismas. Por lo tanto ωΦ(v) = BdO para cualquier v ∈ ρ∗ y hemos
concluido la prueba en el caso suave para variedades de dimensión m con m ≥ 3.

Prueba de la segunda parte del teorema 5.3.B para variedades de dimensión
m con m < 3

Variedades de dimensión 1. Como cualquier variedad de dimensión 1 compacta
y conexa es homeomorfa al círculo S1 y los ω-límites son invariantes topológicos,
bastará con hacer la prueba en S1. Por otro lado es importante tener en cuenta
que sobre S1 los únicos conjuntos ω-límites de puntos no recurrentes son conjuntos
unipuntuales. Así que sólo será necesario ver probar que en S1 la equivalencia entre
conjuntos unipuntuales y conjuntos que son la frontera de un conjunto ω-conexo.

Tomemos para probar la equivalencia anunciada un punto p ∈ S1, este punto p es
la frontera del conjunto S1\{p} y éste es un conjunto ω-conexo. El recíproco también
es cierto, esto es, la frontera de cualquier conjunto ω-conexo O, ∅ � O � S1, es un
punto. Esto es cierto, ya que por la conexión de O se tiene que O = {eiθ : a < θ < b}
para números reales adecuados a, b ∈ R con b − a ≤ 2π. Además la propiedad de
conexión por la frontera implica que b − a = 2π y por lo tanto la frontera de O es
sólo un punto.
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Superficies. Probamos ahora la segunda parte del teorema 5.3.B para superficies
compactas y conexas. No haremos una construcción directa del flujo Φ, sino que
usaremos el teorema 2.3.A. Por lo tanto debemos probar que si Ω = BdO para
algún conjunto ω-conexo O, ∅ � O �M , entonces Ω es una componente conexa de
la frontera de un anillo regular U ⊂M .

Esta parte de la prueba se realizará por inducción en el género de M , g. Em-
pecemos con el caso g = 0, esto es M = S2. Hacemos notar que O es simplemente
conexo, si no existiría una curva de Jordan no homotópicamente nula γ ⊂ O aco-
tando un disco D de tal forma que tanto D como S2\D contienen puntos de BdO,
pero esto contradice que O sea un conjunto ω-conexo.Tenemos por otro lado que
BdO es también una componente de la frontera de U := O∗ y aplicamos el lema
2.2.2 a O para obtener que U es un anillo regular.

Asumimos ahora que el resultado es cierto para todas las superficies que tienen
género menor que g y que O es simplemente conexo y procedemos como en el caso de
género 0 y se obtiene la prueba del resultado. Si O no es simplemente conexo entonces
debe incluir al menos una curva de Jordan no homotópicamente nula γ, que no
encierra un disco y al que le podemos aplicar (i), (ii) o (iii) del lema 2.2.4. Asumimos
(se procede similarmente con el resto de posibilidades) que γ es orientable, M = Ng

y S\γ ∼= Ng−2,∗∗, entonces fijamos puntos x1, x2 ∈ Ng−2 y, gracias al lema citado, un
homeomorfismo h : S\γ → Ng−2\{x1, x2}. Puesto que h es un homeomorfismo y O
es un conjunto ω-conexo se tiene que h(O\γ) ∪ {x1, x2} es también un conjunto ω-
conexo en Ng−2 y aplicamos la hipótesis de inducción para obtener un anillo regular
U ′ ⊂ Ng−2 tal que Bd (h(O\γ) ∪ {x1, x2}) = h(BdO) = U ′

1 donde U ′
1 es una de

las dos componentes de BdU ′. Si x1 y x2 no están contenidos en ClU ′ entonces
U = h−1(U ′) es también un anillo regular en M tal que Bdh−1(U ′

1) = BdO es una
de las dos componentes de la frontera de U y obtenemos la prueba en este caso.

Por último asumimos que ClU ′ contiene los puntos x1 y x2 (si sólo contiene uno
de ellos el argumento se puede adaptar fácilmente) y fijamos un homeomorfismo
g : O2\{(0, 0)} → U ′ tal que Bd g(O2\ClO2(1/2)) interseca BdU ′ exactamente en
U ′

1. Tomemos ahora r, 0 < r < 1, suficientemente grande para tener que O2(r)

contiene a {g−1(x1), g
−1(x2)}, entonces U ′′ = g(O2\ClO2(r)) es un anillo regular

que no contiene ni a x1 ni a x2 y además una de las dos componentes de de BdU ′′

es igual a U ′
1. Ahora acabamos la prueba tomando U = h−1(U ′′).
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5.3.3. Resultados topológicos sobre Sn

El propósito de esta sección es mostrar que si A es un conjunto conexo de Sn

(n ≥ 2) y Sn \A también es conexo entonces existen entornos de BdA tan próximos
a BdA como se quiera, de tal forma que la intersecciones de estos entornos con A son
conjuntos conexos. Aunque este resultado es obvio intuitivamente, no es trivial de
demostrar y por otro lado no hemos encontrado una prueba de él en la bibliografía
utilizada. Es importante darse cuenta que cuando n = 1 el resultado no es cierto,
para ello basta con tomar un arco como conjunto A, de tal forma que su clausura no
sea S1. Este resultado topológico es imprescindible a la hora de extender el teorema
de Vinograd en S2 a Sn para órbitas no recurrentes.

La parte central del argumento para probar este resultado está recogida en el
lema siguiente. En lo que sigue d2 denota la distancia euclídea y para un conjunto
A ⊂ Sn identificaremos C2(A, ε) = {x ∈ Sn : d2(x,A) < ε}.
Lema 5.3.6. Sea A ⊂ Sn, n ≥ 2, tal que tanto A como Sn\A son conjuntos conexos.
Entonces BdA es conexo.

Demostración. Si IntA = ∅ entonces BdA es trivialmente conexo y el resultado es
cierto. Por lo tanto asumiremos que IntA �= ∅. Además, si identificamos Sn con Rn

∞
podemos suponer sin pérdida de generalidad que ∞ ∈ IntA y entonces BdA es
acotado en Rn.

Asumamos que BdA no es un conjunto conexo y tomemos conjuntos cerrados
disjuntos y no vacíos A1, A2 tales que BdA = A1∪A2. Definamos δ := d2(A1, A2) > 0

y para todo (z1, . . . , zn) ∈ Zn consideremos los cubos

C(z1, . . . , zn) = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : zi
δ√
n
≤ xi ≤ (zi + 1)

δ√
n
, 1 ≤ i ≤ n}.

Usaremos también la letra C para denotar a la familia de cubos C(z1, . . . , zn) que
intersecan a A1.

Fijemos una de las componentes B, de
⋃

C∈C
C, y observemos que si ponemos

B1 = BdA ∩ B y B2 = BdA ∩ (Rn \B)

entonces tanto B1 como B2 son conjuntos cerrados no vacíos con BdA = B1 ∪ B2.

Tomamos ε = d2(B,B2) > 0, hacemos una triangulación de C2(B, ε) [RS45, p.
12], construimos el poliedro formado por los símplices de dimensión n de la triangu-
lación que intersecan a B y tomamos un entorno regular suave M de este poliedro
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en C2(B, ε) como se hace en [Hir62], ver también [RS45, pp. 31–34]. En particular,
M es una subvariedad suave de dimensión n de Rn con frontera y tal que:

1. B1 ⊂ IntM y

2. M ⊂ C2(B, ε) por lo que B2 ∩M = ∅.

Recalcamos que P := ∂M = BdM (ya que en Rn cualquier conjunto homeomorfo
a un conjunto abierto debe ser también abierto, ver por ejemplo [Kur68, p. 475]).
También tenemos que:

3. P es una subvariedad suave (no necesariamente conexa) de dimensión (n− 1)

de Rn [GP74, p. 59–60].

4. P tiene un número finito de componentes.

5. P tiene un entorno tubular en Rn, esto es, existe un homeomorfismo (de hecho
un difeomorfismo) h de P × (−1, 1) sobre un entorno abierto de P en Rn tal
que h(x, 0) = x para todo x ∈ P [GP74, p. 71–72]. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que h(P × (−1, 0)) ⊂ IntM y h(P × (0, 1)) ⊂ Rn \M .

6. Puesto que M es conexa, IntM es también un conjunto conexo porque cual-
quier camino en M uniendo dos puntos de IntM se puede modificar fácilmente
en h(P × (−1, 0)) para incluirlo en IntM .

Sean P1, . . . , Pk las componentes de P . Al ser cada Pi una subvariedad suave de
dimensión (n− 1) de Rn aplicamos el teorema de Jordan-Brouwer (ver por ejemplo
[GP74, pp. 85–89]) y obtenemos que Pi descompone Rn en dos regiones Vi y Ui.
Definimos Vi de forma que es acotada y Ui no acotada. Además se tiene que BdVi =

BdUi = Pi (aquí se necesita n ≥ 2).

Ahora se debe describir la posición relativa de las componentes Pi. Para empe-
zar, descompongamos la familia P1, . . . , Pk en familias disjuntas P1, . . . ,Pl, de la
siguiente forma:

Pj = {Pi(j,r) : 1 ≤ r ≤ rj},
con las propiedades:

7. Pi(j,r) ⊂ Vi(j,1) para cualesquiera j y r > 1,
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P1

P2

P3

P4

P5

P6

P7

P8

P9

Figura 5.5: Para esta familia {Pi}9
i=1 se tiene la descomposición P1 = {P1, P2, P3, P4}, P2 =

{P4, P5, P6}, P3 = {P7}, P4 = {P8, P9}

8. Pi(j,1) ⊂ Ui(j′,1) para cada j �= j′ (observar la figura 5.5 para ver una descom-
posición concreta de una familia de conjuntos Pi).

De hecho, debido a que IntM es un conjunto conexo y P = Bd(IntM), se tiene
que ocurre una de las dos posibilidades que siguen:

(a) l = 1

(b) l > 1 y rj = 1 para todo j = 1, . . . , l.

La posibilidad (b) no puede ocurrir ya que la conexión de IntM forzaría a que
M ⊂ Rn \ (V1 ∪ · · · ∪ Vl), Vj := Vi(j,1), y entonces h(P × (0, 1)) ⊂ V1 ∪ · · · ∪ Vl.
Esto significa que podemos modificar en M cualquier camino en Rn \V1 uniendo dos
puntos de Rn \ (V1 ∪ · · · ∪Vl) en un camino que une todavía los mismos puntos pero
que no interseca a ninguno de los conjuntos Vj. En concreto, Rn \ (V1 ∪ · · · ∪ Vl) es
conexo y como tiene la misma frontera que M entonces M = Rn \ (V1 ∪ · · · ∪ Vl).
Pero esto es una contradicción porque M es acotado.

Así que debe ocurrir (a) y tenemos que Pi ⊂ V1 para cualquier i > 1 y Pi ⊂ Uj

para cualquier i �= j con i > 1 y j > 1. Razonando de forma análoga al párrafo
superior, obtenemos IntM = V1 \Cl(V2 ∪ · · · ∪ Vk) (si k = 1 lo que esto quiere decir
es V2 ∪ · · · ∪ Vk = ∅).

Recordemos ahora que B2 no interseca a M , así que debe intersecar alguno de
los conjuntos U1, V2, . . . , Vl, pongamos por ejemplo U1. Como B1 ⊂ IntM y tanto
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E1 = A \ {∞} como E2 = Rn
∞ \ A = Rn \ E1 son conexos, P1 debe intersecarlos.

Además, BdA ∩ P = ∅ implica que BdA ∩ E1 y BdA ∩ E2 son conjuntos abiertos
en P1, pero esto es una contradicción ya que P1 es conexo.

Proposición 5.3.7. Sea A ⊂ Sn, n ≥ 2, tal que tanto A como Sn \ A son conexos.
Entonces, para cualquier ε > 0, hay un entorno abierto U de BdA tal que U ⊂
C(BdA, ε) y U ∩A es conexo.

Demostración. Durante esta demostración denotaremos por dist : Sn×Sn → [0,+∞[

a una distancia fija en Sn y, para cada A ⊂ Sn y ε > 0 recordamos que C(A, ε)

representa al conjunto {x ∈ Sn : dist(x,A) < ε}. Como en el lema previo, no es
restrictivo suponer que ∞ ∈ IntA �= ∅. Entonces será suficiente con ver que, para
cualquier número fijo ε > 0, el conjunto C = C2(BdA, ε) ∩A es conexo.

Descompongamos C y D = A \ C en sus componentes, C =
⋃

i∈I Ci, D =⋃
j∈J Dj. Para cada i ∈ I, sea Ji ⊂ J el conjunto de índices j que satisfacen que

Ci tiene algún punto de acumulación en Dj . También, para cada i, definamos Ai =

BdA \ (BdA ∩ Ci) y Ei = Ci ∪
⋃

j∈Ji
Dj .

Observemos que cada Ci debe tener algún punto de acumulación en BdA ya que,
si no, d2(x,BdA) = ε para cualquier x ∈ BdCi. Pero esto es imposible porque si
y ∈ Ci y dibujamos una línea recta conectándolo con su punto más cercano en BdA,
entonces ClCi ∩ BdA = ∅ implica que esta línea debe intersecar a BdCi en algún
punto punto z y se tiene que d2(z,BdA) < ε.

Por otro lado hacemos notar que si i′ �= i entonces todos los puntos de acumu-
lación de Ci′ en BdA están en Ai (porque los conjuntos Ci son las componentes
de C). Finalmente, observemos que si j ∈ J \ Ji entonces

⋃
i′∈I,i′ �=iCi′ tiene puntos

de acumulación en Dj porque d(x,BdA) = ε para cualquier x ∈ BdDj . Todo esto,
junto con la hipótesis,implica que

(Sn \ A) ∪Ai ∪
( ⋃

i′∈I,i′ �=i

Ci′

)
∪
 ⋃

j∈J\Ji

Dj

 = Sn \ Ei

es conexo.

Como Ei es conexo también, el lema anterior implica que BdEi es conexo. Puesto
que el conjunto Ci tiene puntos de acumulación en BdA y d(x,BdA) ∈ {0, ε} para
cada x ∈ BdEi, la continuidad de la aplicación distancia y la conexión de BdEi dan
BdEi ⊂ BdA. En concreto, esto implica que si i �= i′ entonces Ji ∩ Ji′ = ∅ y que
J =

⋃
i∈I Ji. Por lo tanto A =

⋃
i∈I Ei.
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Ahora, si C no es conexo, podemos dividir I en dos conjuntos vacíos disjuntos I1
y I2 tales que

⋃
i∈I1

Ci y
⋃

i∈I2
Ci son abiertos en A. Entonces claramente tenemos

que
⋃

i∈I1
Ei y

⋃
i∈I2

Ei son disjuntos y abiertos en A, lo que es una contradicción
porque A es conexo.

5.3.4. El teorema de Vinograd generalizado para órbitas no
recurrentes

Enunciamos en la introducción de esta sección que el teorema de Vinograd sigue
siendo válido en la esfera de dimensión mayor que 2 si sólo tenemos en consideración
órbitas no recurrentes (teorema 5.3.A). Escribimos de nuevo este teorema, que se
deduce fácilmente de los resultados anteriores.

Teorema. 5.3.A. Sea Φ : R × Sn → Sn un flujo continuo sobre Sn y sea x ∈ Sn

un punto no recurrente del flujo. Entonces ωΦ(x) es la frontera de una región O,
∅ � O � Sn, cuyo complementario es conexo.

Recíprocamente, si Ω es la frontera de una región O, ∅ � O � Sn, con comple-
mentario conexo, entonces existe un flujo Φ : R× Sn → Sn sobre Sn y un punto no
recurrente x ∈ Sn para el flujo Φ tal que Ω = ωΦ(x).

Demostración. Como hemos dicho la prueba se hace usando los resultados anterio-
res, ya que, por la proposición 5.3.7 se tiene que en Sn, (n ≥ 2), los abiertos conexos
con complementario conexo son abiertos ω-conexos. Así que aplicando el teorema
5.3.B se obtiene la prueba de esta generalización del teorema de Vinograd.

5.4. Transitividad en variedades de dimensión n

para valores n ≥ 3.

Aunque esta sección es corta, es una parte importante del artículo [JS04d]. En
este trabajo hemos preferido, sin embargo, separar los resultados técnicos acerca de
torres regularizables (sección 5.2) del resultado principal sobre variedades transitivas
de [JS04d]. La razón de hacerlo así es que los resultados sobre torres regularizables
han ayudado a simplificar las pruebas de los teoremas previos sobre conjuntos ω-
límites de órbitas no recurrentes. En este apartado nos limitamos a caracterizar las
variedades transitivas ya que el trabajo técnico ha sido desarrollado anteriormente.
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La caracterización de variedades transitivas supondrá una generalización del teorema
de Sidorov y se probará en los siguientes términos.

Teorema 5.4.A. Sea M una variedad conexa de dimensión n (respectivamente
una variedad conexa de dimensión n y suave), n ≥ 3. Entonces M es transitiva
(respectivamente transitiva de clase C∞).

Es conveniente señalar aquí algunos estudios previos acerca de variedades tran-
sitivas en el caso multidimensional. Algunos son anteriores al trabajo de Sidorov,
entre ellos destacamos el trabajo de Oxtoby y Ulam que probaron en 1941 que todos
los poliedros de dimensión n compactos y conexos admiten flujos continuos transiti-
vos, ver [OU41]. Después del trabajo de Sidorov, Anosov [Ano74] probó la existencia
de flujos ergódicos, y por lo tanto transitivos, sobre cualquier variedad compacta,
conexa y suave de dimensión n.

Este problema de caracterizar variedades transitivas se propuso en el artículo de
Smith y Thomas en [ST88a]. El siguiente apartado está dedicado a la demostración
del teorema que hemos enunciado para caracterizar las variedades transitivas.

Prueba del teorema 5.4.A

La prueba de este teorema consiste en construir, usando la proposición 5.2.A,
una torre regularizable infinita T en O = Int Ω con la propiedad adicional que una
de sus fibras, �∗, es densa en O. Es conveniente observar que este procedimiento no
entraña dificultad si se sigue la construcción realizada entre las páginas 151 y 154
para la demostración del teorema 5.3.B.

Otra vez siguiendo la prueba del teorema 5.3.B se ve que si � es una fibra de T
y u ∈ � entonces existe un intervalo abierto 0 ∈ Iu y una biyección �u : Iu → � tales
que:

1. �u(0) = u,

2. si v ∈ �∩ e(C) para algún bloque (C, φ) en T , v = �u(t
∗) = e(φ)(t∗∗, z), existe

un número real εv > 0 tal que �u(t + t∗) = e(φ)(t+ t∗∗, z) para los números t
que satisfacen |t| < εv.

No es difícil ver2 que Φ(t, u) := �u(t) es un flujo local bien definido sobre O
2De nuevo se pueden ajustar estos detalles como en la demostración del teorema 5.3.B, ver

página 152
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(que es diferenciable el caso suave). Además, si u ∈ �∗ entonces tiene la semiórbita
positiva completamente definida y ωΦ(u) = Ω. Ahora se aplica el lema 1.3.A (página
35) y terminamos la prueba.

Observación 5.4.1 (prueba alternativa del teorema 5.4.A). Dada una variedad to-
pológica (respectivamente suave) de dimensión n, M , usando la proposición 5.2.A
se puede construir una torre regularizable infinita T densa en O y cuyo interior es
homeomorfo (respectivamente difeomorfo) a un conjunto conexo y abierto O ⊂ Rn.

Por otro lado, puesto que cada región de Rn es transitiva por el teorema de
Sidorov (teorema 5.3.1), se puede construir un flujo suave Ψ : R × O → O para el
que hay un punto y ∈ O con ωΨ(y) = ClO.

Sea h : IntT → O el homeomorfismo (respectivamente el difeomorfismo) entre
IntT y O y Φ : R × IntT → IntT el flujo continuo (respectivamente suave) Φ :

R× IntT → IntT definido por Φ(t, x) = h−1(Ψ(t, h(x))) con ωΦ(h−1(y)) = ClO.

Extendamos por último, aplicando el lema 1.3.A (página 35), Φ a un flujo con-
tinuo (respectivamente suave) sobre M , y que todavía denotamos por Φ. Entonces
ωΦ(u) = ClO para u = h−1(y).

Observación 5.4.2 (respuesta a un problema planteado por P. Nykos). En 1998 P.
Nykos en la “Spring Topology Conference” planteó la siguiente cuestión ¿Contiene
toda variedad conexa de dimensión n un subconjunto denso homeomorfo a Rn?

En 2003 A. Shibakov respondió afirmativamente a esta cuestión en el artículo
[Shi03]. Usando la proposición 5.2.A es fácil construir una torre regularizable infinita
T , densa en O, y cuyo interior es homeomorfo a Rn. Por lo tanto nuestro artículo
[JS04d] da también una respuesta positiva al problema planteado por P. Nykos,
alternativa y anterior a la de Shibakov.
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