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Introduccidén

Sistemas dindmicos continuos

La forma de abordar la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias sufri6 una
revolucién a finales del siglo XIX como consecuencia del articulo “Memoire sur les
courbes définiés par une équation différentielle” publicado por Henri Poincaré entre
a la hora de abordar problemas relacionados con las ecuaciones diferenciales y ha

dado lugar al nacimiento de los sistemas dindmicos.

Cuando Poincaré empieza a interesarse por el estudio de las funciones definidas
por ecuaciones diferenciales, la tendencia que se seguia era la de construir funciones
soluciones de una ecuacion diferencial por desarrollos en serie en entornos de los
puntos singulares de la ecuacion diferencial. Esta forma de abordar el problema in-
troducida por Cauchy tenia sentido una vez que se habian demostrado los teoremas
de existencia y unicidad de Peano, Picard y el propio Cauchy. A este acercamiento
a las ecuaciones diferenciales sumaron sus esfuerzos matematicos como Briot, Bou-
quet e incluso Wierstrass y Jordan que probaron por separado nuevos teoremas de
existencia de soluciones cuando ya habia aparecido el trabajo de Poincaré, incluso el

trabajo de Jordan se hizo mas de veinte anos después de la aparicion del de Poincaré.

Las nuevas ideas de Poincaré fueron revolucionarias, aunque no supusieron el
abandono tajante de otro tipo de ideas, incluso el mismo Poincaré se ocup6 al
principio de mejorar los resultados sobre desarrollo en serie de soluciones de Briot

y Bouquet.

se pueden resumir en tres direcciones:

» Se decide estudiar las soluciones de forma global y no en torno sélo de los
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puntos singulares. Es decir, hay un interés por conocer todo lo posible sobre

el diagrama de fases de una ecuacion diferencial.

» Hay un abandono de las soluciones que son funciones de variable compleja y

un interés por aquellas que son funciones reales de variable real.

» Aparece una geometrizaciéon del problema.

El propio Poincaré considera utoépico el describir el caracter asintético de to-
das las soluciones de una ecuaciéon. No obstante considera que la utilizacion de la
geometria del espacio de fases es suficiente para estudiar ciertos aspectos cualita-
tivos relevantes de las soluciones de un problema. Més de un siglo después de la
calificacion de utopia de Poincaré y después de cientos de articulos sobre el tema
no podemos més que darle la razon: son muchos los aspectos que conocemos del
diagrama de fases de un sistema, pero no su descripcion global. En ese sentido, la
presente memoria intenta desvelar la estructura asintética de soluciones individuales
de una ecuacion diferencial y lo consigue para variedades compactas y conexas de
dimension dos y para variedades de dimension mayor sélo cuando las drbitas son no

recurrentes o algin tipo concreto de recurrencias.

A pesar de ser considerado Poincaré el pionero del estudio cualitativo de ecuacio-
nes diferenciales, es conveniente hacer notar que ya en 1836 J. C. F. Sturm publicé un
articulo sobre las ecuaciones lineales de segundo orden haciendo argumentos de tipo
cualitativo. En 1833 dejoé constancia en su memoria de la importancia del estudio

cualitativo de ecuaciones:

Solo sabemos integrar ecuaciones diferenciales lineales en un pequeno
numero de casos particulares, fuera de los cuales no somos capaces ni de
calcular una integral primera; e incluso cuando conocemos una funciéon
que verifica tales ecuaciones, sea una expresion analitica, desarrollo en se-
rie o en forma de integrales definidas o indefinidas, lo mas normal es que
es que en esta expresion sea dificil de evaluar o conocer sus propiedades
caracteristicas. Asi, por ejemplo, no podemos ver si en un intervalo dado
se anula o tiende hacia infinito, si cambia de signo, o si tiene maximos
y minimos. Sin embargo, el conocimiento de estas propiedades contie-
nen la informaciéon mas importante que pueden presentar los numerosos
fendémenos fisicos y dinamicos a los que se refieren éstas. Si importa po-

der determinar el valor de la funcién desconocida para un valor aislado
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cualquiera, no es menos necesario conocer las caracteristicas de éstaf),
o en otros términos, examinar la forma o las sinuosidades de la curva
definida por la funcién. Sin embargo se puede llegar a este fin por la sola
consideracion de las ecuaciones diferenciales en si mismas, sin que haya

necesidad de su integracion.

De todas formas, debido a la novedad, variedad de herramientas, conceptos y
nuevos métodos introducidos por Poincaré, asi como la trascendencia de su obra, se
considera unanimemente a éste como el punto de partida de los sistemas dindmicos
cuyo estudio articuld en torno a cuatro aspectos principales:

» La teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales.
» La estabilidad global de conjuntos de oérbitas.
» Las bifurcaciones y las ecuaciones diferenciales dependientes de pardmetros.

» La introduccion de conceptos probabilisticos en la dinamica.

En cuanto a los objetos geométricos que Poincaré introduce se encuentran los ar-
cos o ciclos sin contacto (curvas que no son tangentes a ninguna trayectoria solucion
de la ecuacion diferencial en estudio) y ciertos conjuntos de curvas con propiedades
especiales, formados por la uniéon de trayectorias y donde la dindmica es “sencilla’.
Entre estos conjuntos destacan las trayectorias de tipo centro, los ciclos limite y
las variedades estables e inestables de puntos singulares. No obstante la definicion
precisa y rigurosa de estos conceptos, asi como las condiciones exactas para que el

espacio de fases quede perfectamente determinado por ellos se deben a Markus y

Uno de los resultados fundamentales? de Poincaré estudia la estructura asintotica
de algunas orbitas de una ecuacion diferencial y se puede enunciar, sin utilizar

definiciones que se introducen mas tarde, como sigue:

Teorema (Poincaré, [Poi85|). Las drbitas acotadas de una ecuacion diferencial

analitica sobre el plano que no acaban en un punto singular se dividen en dos tipos:

» orbitas periodicas y

!Nota por eliminar: buscar la traduccién de marche del francés
2En el articulo histérico [ADO2] se considera como la aportacion fundamental del trabajo de

Poincaré en el campo de ecuaciones diferenciales
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» orbitas que tienden asintoticamente hacia una orbita periddica.

El resultado probado por éste es el mismo que el de Poincaré, pero sélo pidiendo a

la ecuacion diferencial que sea de clase C*:

ecuacion diferencial de clase C* sobre el plano que no acaban en un punto singular

se dividen en dos tipos:

= grbitas periodicas y

» orbitas que tienden asintoticamente hacia una orbita periddica.

Este resultado es el célebre teorema de Poincaré-Bendixson y ha dado lugar a
una rama importante de investigacion en sistemas dinamicos, la teoria de Poincaré-
Bendizson, que intenta desvelar la estructura asintotica de cada una de las 6rbitas
de un sistema. Por supuesto que la formulacién del teorema anterior no es la que
ahora utilizamos, antes de dar una expresion mas moderna preferimos hacer algunos
comentarios sobre la aparicion de la notacién que ahora utilizamos, las definiciones

precisas y finalmente la reformulacién con la nueva notacion.

La definicion abstracta de sistema dindmico no aparece hasta los anos treinta
cuando la introdujeron independientemente Andrei Andreievich Markov (1903-1979)
y Hassler Whitney (1907-1989), ver [Mar3%, Whi32a, Whi32b] y [Cie0l,, seccion 7).
Esta definicion abstracta generaliza los sistemas que se estaban considerando, que
eran basicamente los que provenian de ecuaciones diferenciales y la podemos enunciar

de la siguiente manera.

Definiciéon (sistema dindmico continuo). Dado un espacio métrico X, un un
sistema dindmico continuo sobre X es una terna (X, R, ®), donde ® : R x X — X

es una aplicacion continua que verifica:

1. ®(0,z) = x para todo = € X.

2. O(t+s,x) = P(t, (s,x)) para todo t,s e Ry z € X.

Llamaremos flujo a la aplicacion @, espacio de fases al espacio métrico X y para cada

x € X la curva ®(R x {z}) (y a veces también su parametrizacion ~,(t) = ®(¢, x))
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serd la orbita de x. Cuando la érbita de un punto z estéd formada sélo por dicho
punto se dice que x es singular y cuando existe un ntumero real 7" > 0 tal que
O(T,z)=xyx¢ P(0,T) x {x}) se dice que la orbita de = es periddica.

Todavia se necesita introducir otra nociéon para dar el enunciado usual del teo-
rema de Poincaré-Bendixson, ésta es la de conjunto w-limite. Aunque la idea del
conjunto w-limite ya esté en los trabajos de Poincaré y en los de Bendixson, la defi-
nicién de este concepto, y también el de a-limite, se debe a George David Birkhoff
seccion 4]. Por lo tanto la definicion de estos conjuntos es anterior a la definicion
abstracta de sistema dindmico. Esto es asi porque Birkhoff, que es considerado en al-
gunos libros como el creador de la teorfa de sistemas dinamicos [BS70, introduccion,

péagina 2|, solo trabajaba con este tipo de sistemas ligados a ecuaciones diferenciales.

Definicién (conjuntos a-limite y w-limite). Dado un espacio métrico X, un
flujo @ : R x X — X y un punto z € X, se define el conjunto w-limite del punto x

como:
we(x) ={y € X : existe (t,)neny — +00 tal que (P(tn, ) )neny — y}
y el conjunto a-limite de z:

ag(r) ={y € X : existe (t,)neny — —00 tal que (P(tn, z))neny — y}-

Teoria de Poincaré-Bendixson
Con la notacién introducida el teorema de Poincaré-Bendixson admite una for-
mulacién a la que estamos mas acostumbrados en la literatura actual:

Teorema (Poincaré-Bendixson). Dado un flujo ® : R x S* — §* de clase C*
y un punto x € S*. Entonces si we(x) no contiene puntos singulares es una orbita

periodica.

Asi que el teorema da una descripcion precisa de los w-limite que no contienen

puntos singulares en la esfera, desde los puntos de vista topolégico y dinamico:

(i) desde el punto de vista topologico nos dice que este conjunto es un circulo?

3Un circulo es cualquier espacio homeomorfo a S' = {(z,y) € R? : 22 +¢% = 1}.
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(ii) y desde el dinamico nos dice que es una orbita periddica.

A partir de este teorema es natural plantearse varios problemas cuya resolucion
han ido conformando la teoria de Poincaré-Bendizson. Entre otros nos parecen de
interés citar los que siguen, cuya respuesta a veces se ha articulado a través de otra

serie de problemas, algunos de ellos todavia sin resolver.

1. Extensiones del teorema de Poincaré-Bendixson:

a) en la esfera para flujos continuos y de clase C?,
b) en superficies?,
c¢) en variedades de dimension mayor o igual a 3.
2. Caracterizaciones topologicas de los conjuntos w-limite sin restriccion sobre el
numero de puntos singulares existentes en el dicho conjunto:
a) en la esfera,

b) en superficies,

c¢) en variedades de dimension mayor o igual a 3.

3. Caracterizaciones dinamicas de los conjuntos w-limite.

Antes de seguir avanzando sobre el estado de los problemas anteriores en cuanto
a su resolucion y autor o autores de la misma y sobre todo para fijar ideas, conviene
indicar que la aportacion de esta memoria se centra en el segundo problema de los
tres anteriores. Esta aportacion seré descrita en la tercera parte de esta introduccion.
También es pertinente decir que los tres problemas anteriores no son independientes,

siendo la relacion entre ellos estrecha.

4 El cambio de la esfera por otros espacios de fases hace que la dinamica se pueda complicar, en
concreto pueden aparecer flujos ® : Rx M — M con puntos recurrentes no triviales, aquellos puntos
x tales que © € we(x) y ademéas no son ni puntos singulares ni pertenecen a orbitas periddicas.
Separamos el estudio de variedades de dimensiéon mayor que dos del de superficies puesto que en las
primeras siempre existen puntos recurrentes no triviales mientras que en las segundas no siempre

es asi.
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Extensiones del teorema de Poincaré-Bendixson

Este problema ha ocupado a un gran nimero de matemaéticos del siglo XX puesto
que restringe bastante el comportamiento de un sistema dindmico. Sin embargo su
validez en espacios distintos de la esfera es muy limitada. En cuanto a las vias para
generalizar el resultado se han seguido dos caminos dependiendo de si estamos ante

flujos derivados de ecuaciones diferenciales autéonomas o flujos generales.

Para flujos derivados de ecuaciones diferenciales en 1932 Arnold Denjoy, ver
[Dendd|, puso de manifiesto la existencia de flujos de clase C! sobre el toro sin
puntos fijos ni 6rbitas periddicas, lo que implica que dicho teorema no es vélido en
el toro. La validez del teorema para flujos de clase C? sobre superficies compactas y
conexas quedo pendiente de resolucion hasta su consecucion en 1963 por A. Schwartz
en [Scht3]. Conviene decir que hasta la prueba de Schwartz el problema no quedé

olvidado sino que hubo intentos fallidos para probar el teorema, como los de Felix

Por otro lado la generalizaciéon del teorema o la consecuciéon de un contraejemplo
para la esfera nm-dimensional es un problema que también estuvo abierto durante
bastante tiempo. En concreto, H. Seifert conjeturé en [Seih(}] que cualquier flujo de
clase O sobre S? debe tener 6rbitas periédicas o puntos singulares. Un contraejem-
plo a la conjetura de Seifert supondria que la extension de Poincaré-Bendixson no
es posible para la esfera de dimension 3, este contraejemplo se consiguié 24 anos
después de que Seifert lanzara su conjetura. En concreto P. A. Schweitzer consi-
guié contraejemplos a la conjetura de clase O en cualquier variedad de dimension
3 en [Sch74], también es conveniente destacar que se han conseguido contraejemplos
analiticos en cualquier variedad de dimensién mayor que 2 por G. Kuperberg y K.
Kuperberg en [KK9G].

La otra via de extension del resultado de Poincaré y Bendixson consistiria en
rebajar la hipotesis de la clase de diferenciabilidad y plantearse si el teorema se
satisface para flujos continuos que no derivan de la resoluciéon de ecuaciones diferen-
ciales. Esta extension ha sido posible mediante la demostracion de resultados para
flujos generales que estaban en el germen de la demostracion del teorema para flujos
derivados de ecuaciones diferenciales. Por supuesto que las pruebas de estos resul-

tados se han tenido que hacer especificamente para flujos generales. Conviene citar

5M. M. Peixoto encontré una errata en la demostracién propuesta por F. Hass segiin puso de

manifiesto en [Pei6d].
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aqui los siguientes progresos parciales que han permitido la extension del teorema

de Poincaré-Bendixson:

= H. Whitney y M. Bebutov definieron y probaron la existencia de secciones

transversales (generalizacion del concepto de ciclos sin contacto de Poincaré)

= O. Hajek desveld la estructura topoldgica de las secciones transversales de

flujos continuos sobre superficies [Haj654].

El mismo O. Hajek consiguié finalmente la generalizacion del teorema de Poincaré-

Para acabar este apartado conviene decir que todo el trabajo anterior hubiera
sido papel mojado para esta generalizacion si hubiésemos dispuesto del articulo de
compacta es topologicamente equivalente a un flujo de clase C! y si la superficie es
la esfera S?, el plano proyectivo P? o la botella de Klein B? el flujo se puede obtener
de clase C'*°. Por lo tanto, aplicando simultdneamente el resultado de Gutierrez y el
de Schwartz, el teorema de Poincaré-Bendixson tiene validez para flujos continuos
en estas tres ultimas superficies. Ademas para el resto de superficies, en el teorema
de Schwartz no se puede debilitar la clase de diferenciabilidad del flujo, pues es
posible modificar el flujo de Denjoy para obtener ejemplos de flujos de clase C! y
puntos para los que el w-limite no es una érbita periédica y tampoco contiene puntos

singulares.

Caracterizaciones topolégicas y dinamicas de los conjuntos w-
limite
Como hemos comentado antes el teorema de Poincaré-Bendixson da la estructura

del conjunto w-limite sélo cuando este no tiene puntos singulares, ademés Bendixson

dio también algunas caracterizaciones para conjuntos w-limites que contienen sélo

seccion 3.
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El trabajo de Bendixson influy6é decisivamente en los de J. K. Solntzev y R. E.
Vinograd, que dieron descripciones sobre sobre los conjuntos w-limites sin restric-
ciones sobre el niimero de puntos singulares. En concreto sus resultados se pueden

reformular, usando el teorema de Gutierrez, como sigue:

- -==

Teorema (Solntzev [Sol45] y Vinograd [Vin52]). Sea @ : R x S* — S* un flujo

continuo, * € S* y S el conjunto de puntos singulares contenidos en Q = we ().

(a) Si S =10 entonces Q es una orbita periddica.

(b) Si S # 0 y definimos la relacion de equivalencia u ~ v si y solo si existe una
componente conexa de S que contiene tanto a uw como a v, entonces existe
una aplicacion continua sobreyectiva g : S' — Q) ~ tal que gl,~1ng) €s un

homeomorfismo.

En concreto Q0 contiene un cantidad numerable de oOrbitas regulares (no sin-
gulares), ademds si u es un punto regular (no singular) de wg(z) entonces

we(u), y también ag(u), es un punto de S.

Por otro lado Vinograd dio una primera caracterizacion topologica global de los

conjuntos w-limite sobre la esfera.

Teorema (Vinograd, [Vin52]). Sea ® : R x S* — §* un flujo continuo y sea u €

S2. Entonces wg(u) es la frontera de una region simplemente conexa O, ) G O G S2.

Reciprocamente, si §) es la frontera de una region simplemente conexa, ) G O &

S?, entonces existe un flujo suave ® : R x S? — S? y un punto u € S? tal que

Q= we(u).

Estos dos teoremas abren vias de investigacion, en concreto la generalizacion del
primero nos llevaria a dar respuestas al tercer problema antes planteado, mientras
que la extension del segundo teorema supondria resolver las cuestiones agrupadas

en el segundo problema.

El problema tercero, al menos en el caso de la esfera, se resolvié satisfactoriamente
en [BJ9§]. Presentamos una reformulacion del resultado de F. Balibrea Gallego y V.
Jiménez Lopez, para ello fijamos un flujo continuo ® : R xS? — S?, un punto u € S2,
el conjunto de puntos singulares S de wg(u), una regién simplemente conexa O C S?
tal que BdO = wg(u) (usando el teorema de Vinograd) y la componente conexa U

de S*\'S que contiene a O. Ahora definimos la relacion de equivalencia u = v si y
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s6lo si 4 = v 0 una misma componente conexa de S*\U contiene simultaneamente a

u vy a v. Podemos enunciar ya la caracterizacion.

Teorema (Balibrea Gallego-Jiménez Lopez). S?/ ~ es homeomorfo a S*. Ade-
mdas el conjunto formado por las clases de equivalencia de we(u) es la frontera de la
union de una dendrita® D y una cantidad numerable de discos cerrados {D,,}, tales

que:

(i) DN D, es un arco para cada n;
(ii) D, N D,, es a lo sumo un punto para cada n # m;
(iii) los diametros de los discos D,, tienden a 0 si el conjunto {D,}, es infinito;

(iv) U,, D» es denso en D.

En cuanto al segundo problema cabe decir que hasta el ano 2000 no han apare-
cido nuevas caracterizaciones topologicas del conjunto w-limite en espacios de fases
diferentes de S?. Incluso D. V. Anosov en [Ano95| hizo notar que la caracterizacion
topologica de Vinograd en S? no servia para describir a los conjuntos w-limite en
P2, en el citado articulo se propone estudiar caracterizaciones topoldgicas para estos
conjuntos en P?. El hecho de sugerir el estudio concretamente en P? es consecuencia
de que en este espacio de fases no existen 6rbitas recurrentes no trivialest, siendo en

principio més facil encontrar las caracterizaciones.

En este trabajo de investigacion hemos buscado respuestas al problema de Ano-
sov, pero no sélo nos hemos limitado a dar caracterizaciones en el plano proyectivo
sino que hemos obtenido una caracterizaciéon global de los w-limites en superficies
compactas y conexas. Por supuesto que la tarea en estas superficies es mucho mas
sencilla que en variedades compactas y conexas de dimensiéon arbitraria, pues en
estas ultimas no existe un teorema de clasificacién mientras que en las primeras
si. Ademas se han estudiado algunos tipos de conjuntos w-limites (aquellos cuyo

interior es no vacio) en variedades arbitrarias no necesariamente compactas. En la

6Una dendrita es un continuo localmente conexo que no contiene circulos.
"Las superficies compactas que no admiten érbitas recurrentes no triviales son S?, P? y B2. La

B2 con puntos singulares. El resultado en P? es una simple consecuencia del de la esfera por ser

ésta el recubridor orientable doble del plano proyectivo.
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siguiente seccion de esta introduccion resumimos los resultados que demostramos en

esta memoria.

Antes de acabar este apartado nos gustaria dejar claro, que aunque no se haya
avanzado mucho en cuanto a la caracterizacion de conjuntos w-limites en superficies
en general hasta hace poco, el problema del estudio de algunas propiedades de estos
conjuntos no ha estado olvidado. En concreto el estudio de 6rbitas recurrentes sobre
superficies capto la atencion de, entre otros, T. M. Cherry, S. Kh. Aranson, A. G.
Maier y N. G. Markley. Recopilamos a continuacion los resultados mas relevantes, en
todos ellos S sera una superficie compacta y conexay ® : Rx.S — S un flujo definido
sobre ella. Empezamos por un teorema de Cherry que demuestra la existencia de
orbitas recurrentes en ambos sentidos del tiempo en el w-limite de puntos recurrentes

no triviales:

flujo ® entonces Q2 = we(u) contiene a un subconjunto compacto y conexo R tal que

st v € R entonces:

Q2 =ws(v) = ag(v).

El siguiente enunciado nos da un criterio de existencia de orbitas recurrentes

para el flujo ®.

periodica y tal que:

(i.) we(u) contiene puntos requlares;

(ii.) u € we(v) para algin v € S;
entonces u es un punto recurrente.

Es importante observar que el reciproco del teorema anterior es también cierto
segiin se deduce del teorema previo de Cherry. Acabamos este apartado con un
teorema que limita el nimero maximo de w-limites diferentes, de puntos recurrentes

no triviales, que puede tener el flujo ®.

Teorema (Aranson-Maier-Markley). (i.) Siu yv son puntos recurrentes para

O tales que v € we(u), entonces we(u) = we(v), filarsd].
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(i.) Si S es una superficie orientable de género g entonces el nimero mdzximo de
conjuntos w-limites diferentes de orbitas recurrentes no triviales para ® es

g. Ademds esta cota superior se alcanza para algun flujo definido sobre S,

(ii.) Si S es una superficie no orientable de género g entonces el nimero mdzimo
de conjuntos w-limites diferentes de orbitas recurrentes no triviales para ® es

[9%1] Ademds esta cota superior se alcanza para algun flujo definido sobre S,

Nuestra contribucién a la teoria de Poincaré-Ben-

dixson

Esta seccion resume nuestra aportacion al estudio de los conjuntos w-limite, la

Notacién

Para una exposicion precisa de los resultados que hemos obtenido fijaremos la

notacion y definiciones necesarias para enunciarlos:

s M denotara una wvariedad conexa de dimension n, topologica o de clase C*°

(suave) y que puede tener frontera combinatoria denotada por M.

= Cuando n = 2 entonces M recibe el nombre de superficie y se suele denotar

por S.

= dist denotard una distancia fija sobre M y disty sera la distancia de Hausdorff

correspondiente.
= Un arco es un espacio topologico homeomorfo a [0, 1].

» Un anillo es un espacio topologico homeomorfo a R? \ {(0,0)}. Cuando la
frontera de un anillo tiene dos componentes conexas diremos que estamos ante

un anillo regular.

= Cuando digamos que [z;y] es un arco, querremos decir que es un arco que tiene

a xry ay como puntos finales.
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= Una curva es o bien un circulo o bien la imagen de una aplicaciéon continua e

inyectiva cuyo dominio es R.

= Int A, Cl1A, BdA y diam A denotan respectivamente el interior, la clausura,

la frontera topoldgica y el didmetro del conjunto A.

La estructura topologica del conjunto w-limite depende mucho de la naturaleza
dinamica del punto que estemos considerando: no recurrente, recurrente trivial, re-
currente no trivial con conjunto w-limite con interior vacio o recurrente no trivial
con conjunto w-limite con interior no vacio. A la hora de estudiar la estructura asin-
totica de las orbitas hemos tenido que hacer distinciones en cuanto a su naturaleza

dindmica. En este resumen también las las haremos.

Orbitas no recurrentes

Este ha sido el caso més sencillo de estudiar, para él hemos obtenido cinco
caracterizaciones distintas: una general para cualquier tipo de superficie compacta y
conexa, dos para los casos de flujos definidos en P? y B? (puesto que en estos casos no
existen orbitas recurrentes no triviales y el w-limite de las recurrentes triviales tiene
el mismo comportamiento que el de 6rbitas no recurrentes), una para variedades
compactas y conexas de dimension arbitraria y finalmente una para el caso concreto
de la esfera de dimension n, S*. El capitulo 2 de esta memoria esta dedicado a los
tres primeros casos, mientras que el capitulo § se ocupa, entre otras cosas, de los

dos ultimos.

Empezamos enunciando el teorema general que caracteriza los w-limites de pun-

tos no recurrentes sobre cualquier superficie compacta y conexa.

R xS — S un flujo continuo y u € S. Supongamos que u es un punto no recurrente
o que Intwe(u) = 0 y S\we(u) tiene un nimero finito de componentes. Entonces

we(u) es una componente de la frontera de un anillo reqular de S.

Reciprocamente, si €) es una componente de la frontera de un anillo reqular de S

entonces existe un flujo suave, ® : Rx S — S, y un punto u € S tal que Q = we(u).

Para superficies compactas y conexas que no admiten flujos con recurrencias no
triviales, es decir S?, P? y B2, el teorema enunciado da una caracterizacion global de

los conjuntos w-limites. No obstante, en el caso de la esfera hemos visto que éstos
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fueron descritos en una forma més sencilla por Vinograd (como fronteras de regiones

simplemente conexas). Para el caso de P? y B?, probamos con anterioridad al teorema

Entonces Q es el conjunto w-limite para algun flujo continuo (o, equivalentemente,

para algin flujo suave) si y sélo si es la frontera de una region 0 & O & S tal que:

(a) O es simplemente conezxo (en el caso S = S?);
(b) S\ O es conero (en el caso S = P?);

(c) S\ O es conexo y o O es simplemente conexo o existe un circulo no homotd-
picamente nulo C' C O tal que €2 estd contenido en la frontera de una de las
componentes de O\ C' (en el caso S = B?).

Puesto que en S? las regiones simplemente conexas son aquellas que tienen com-
plementario conexo, entonces el apartado (a) se puede reescribir como el (b). Sin
embargo esto no es cierto en P? ya que el plano proyectivo menos un punto es una
region conexa con complementario conexo y que sin embargo no es simplemente

conexa.

La caracterizacion de los conjuntos w-limites para variedades de dimensiones
arbitrarias es mas complicada y sobre todo en el caso de orbitas recurrentes. Sin
embargo es importante resenar que en la esfera de dimension n, si nos limitamos a
conjuntos w-limites de 6rbitas no recurrentes su caracterizacion es analoga a la del

plano proyectivo:

sobre S™ y sea x € S™ un punto no recurrente del flujo. Entonces we(x) es la frontera

de una region O, 0 € O C S™, cuyo complementario es conexo.

Reciprocamente, si 0 es la frontera de una region O, ) € O C S™, con comple-
mentario conexo, entonces existe un flujo ® : R x S* — S" sobre S™ y un punto no

recurrente x € S™ para el flujo ¢ tal que Q = we(x).

Hacemos notar que el flujo suave de la parte reciproca del teorema se refiere a
cualquier estructura diferencial sobre S" aunque la prueba que hicimos en [JS03]

se refiere solo a la estructura diferencial usual. La generalizacion para cualquier
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que caracterizaba los conjuntos w-limite de 6rbitas no recurrentes sobre variedades

compactas y conexas. Exponemos esta caracterizacion.

Definicién (conjunto w-conexo). Dada una variedad compacta y conexa y dado
un conjunto conexo y abierto O de una variedad compacta y conexa de dimension
n se dice w-conexo si y solo si para todo € > 0 existe una region O, C {z € O :
d(x,BdO) < €} tal que BdO C Bd O,

tivamente suave) compacta, coneza, sin frontera combinatoria y de dimension m,

entonces se verifican los siguientes resultados.

1. Dado un flujo continuo ® : R x M — M y un punto no recurrente u € M,

entonces we(u) es la frontera de un conjunto w-conexo O, ) T O C M.

2. Reciprocamente, si S) es la frontera de un conjunto w-conexo O, ) C O C M,
entonces existe un un flujo continuo (respectivamente suave) ® : R x M — M

y un punto no recurrente u € M tal que 2 = we(u).

Orbitas recurrentes generando w-limites con interior no vacio

Dentro de las orbitas recurrentes existen dos grandes tipos: aquellas que generan
w-limites con interior vacio y las que los generan con interior vacio. En esta seccion
damos las caracterizaciones obtenidas para las segundas. El estudio de éstas esta

estrechamente ligado a la nocién de transitividad.

Una variedad (resp. variedad de clase C™) es transitiva (resp. transitiva de clase
C) si admite un flujo continuo (resp. de clase C'*) con una 6rbita densa. Se vera
que la conexion entre transitividad y el estudio de conjuntos w-limite es la siguiente:
un conjunto 2 C M con interior no vacio es un conjunto w-limite para un flujo
continuo (resp. de clase C*°) sobre M si y solo si es la clausura de una subvariedad

transitiva (resp. subvariedad transitiva de clase C*°) de M.

Es importante senalar que el estudio de superficies y variedades transitivas ha
tenido una larga tradicion. En superficies compactas y conexas se sabe que S%, P? y
B2 no son transitivas por no admitir flujos con puntos recurrentes no triviales, mien-

tras que el resto de superficies compactas y conexas si son transitivas de clase C'*°,
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qué superficies, no necesariamente compactas, son transitivas. Aqui damos respuesta

al problema planteado por Smith y Thomas, pero para superficies orientables fue

En cuanto a variedades de dimension n > 3 existen trabajos ya en 1941, de

Oxtoby y Ulam, donde se prueba que cualquier poliedro compacto y conexo es tran-

de dimensién n es transitiva de clase C'™°, en realidad admite flujos ergddicos suaves.
Finalmente podemos decir que en [ST88a| se simplifico la demostracion de Anosov,

pero dejaron pendiente dar una clasificacion de qué variedades son transitivas.

En los capitulos 4 y § del presente trabajo se caracterizan respectivamente las
superficies y variedades transitivas. En particular se responden con estas caracteri-
zaciones a las cuestiones aludidas en los dos parrafos precedentes. Cuando n > 3 la

clasificacion de variedades transitivas es muy sencilla:

dimension n (respectivamente una variedad conexa de dimension n y suave), n > 3.

Entonces M es transitiva (respectivamente transitiva de clase C™).

En contraste con las variedades, la situacién en superficies no es tan facil de

describir. Necesitamos para ello dar una nueva nocion.

Definiciéon. Sean C, D C S circulos orientables. Diremos que C'y D se cruzan si

se verifican:

1. C'y D intersecan exactamente en un punto p.

2. Si Ay B son arcos suficientemente pequenos en C'y D que contienen a p, pero
no lo tienen como un punto de sus extremos, entonces las dos componentes de
B\ {p} (resp. A\ {p}) estan incluidas en lados opuestos de C' (resp. D).

table). Entonces son equivalentes las siguientes condiciones:

(i) S es transitiva de clase C*°;

(i) S es transitiva;
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(iii) S no es homeomorfa a S*, P2, ni a ninguna subsuperficie de B* (resp. no es

homeomorfa a ninguna subsuperficie de S?);

(iv) S tiene dos circulos que se cruzan.

Para acabar este apartado resaltamos que los resultados técnicos conducentes a
probar el teorema de clasificacion de variedades transitivas nos han permitido dar
respuesta al problema planteado por P. Nykos en la “Spring Topology Conference”
de 1998. En concreto, éste planted la siguiente cuestion ;Contiene toda variedad

conexa de dimensiéon n un subconjunto denso homeomorfo a R"?

En 2003 A. Shibakov respondi6 afirmativamente a esta pregunta en el articulo

__________

cuestion de Nykos, nuestra forma de abordar este problema es alternativa y anterior

a la de Shibakov, [JS04dj.

Orbitas recurrentes generando w-limites con interior vacio

Completamos la descripcion de los conjuntos w-limite en superficies compactas
sin frontera combinatoria. Para ello es necesario dar una caracterizacion de los con-
juntos de este tipo con interior vacio y generados por érbitas recurrentes, pero que no
pueden ser generados por 6rbitas no recurrentes. El enunciado del resultado obtenido

requiere de varias definiciones previas, la demostracion se hara en el capitulo 8.

Definiciéon (familia de curvas regular en el sentido de Whitney). Sea B una
familia de curvas en S, p € B € By O un entorno de p. Diremos que O es un
entorno reqular de Whitney del punto p si para cada € > 0 existe un nimero real

0 > 0 tal que:
(a) si[p';q¢'] € ONB' paraalgin B’ € By dist(p/, ¢') < J, entonces diam([p'; ¢']) < ¢;

(b) si[p;q) CONB, p € ON B para algin B’ € By dist(p,p’) < 0, entonces hay
algtin [p';¢'] € O N B’ tal que du([p; ql, [p';¢']) < e

Diremos que B es reqular en el sentido de Whitney si todos los puntos de todas las

curvas B € B tienen un entorno regular de Whitney.

Definicion (superficies de giro). Sea R C S una superficie y C' C S un circulo
orientable no homotopicamente nulo. Diremos que R gira alrededor de C' si existe
un embebimiento ¢ : [0, 1] x [0, 1] — R tal que:
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(1) o((0,1) % (0,1)) € R\ (ORU C);
(ii) ¢([0,1] x {0,1}) C R;
(i) ¢({0,1} x [0,1]) C C;

(iv) sie > 0 essuficientemente pequeno entonces ¢((0, €] x[0,1]) y ¢([1—¢, 1) %[0, 1])

estan en lados opuestos de C.

El conjunto ¢([0, 1] x [0, 1]) recibe el nombre de seccion de giro de R y el conjunto
#(]0,1] x {0,1}) es su frontera de giro. También denotaremos al conjunto union de

todas las secciones de giro de R por T(R) y a la union de todas las fronteras de giro
por Y(OR).

Las definiciones previas dependen del circulo C', asi que siempre deberé estar

claro a qué circulo nos estamos refiriendo para que no haya confusion.

Definicion (familia realizable). Sea {R,}2°, una familia de superficies simple-
mente conexas sobre S disjuntas dos a dos. Sea C' C S un circulo orientable no
homotopicamente nulo. Diremos que {R,,}°2 es una familia realizable respecto a C

si se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) todas las superficies R,, giran alrededor del circulo C'y para cada indice m, el
conjunto R, UCL({J, T(R,)) es un entorno de OR,,;

(ii) la familia de las componentes de todas las fronteras combinatorias OR,, es re-

gular en el sentido de Whitney;

iii) para cada u,v € Bd R, y € > 0 existe un arco A en | J77, OR,, que satisface
n n=1
dist(u, A) <€, dist(v, A) < e.

Enunciamos ya el teorema que caracteriza los conjuntos w-limites con interior

vacio de puntos recurrentes no triviales.

tal que Int 2 = (.

(1) Supongamos que € es el conjunto w-limite de un punto recurrente de algin
flujo definido sobre S pero no es el w-limite de ningin punto no recurrente de
ningun flujo definido sobre S. Entonces existe una familia realizable { R, }2

para alguna curva C' tal que Q@ = BdJ, R,.
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(ii) Asumamos que eziste una familia realizable { R, }°° | para alguna curva C' con
Q = BdU, R.. Entonces existe un flujo definido sobre S (topoldgicamente
equivalente a un flujo suave definido sobe S) que tiene a ) como el conjunto
w-limite de uno de sus puntos recurrentes. Sin embargo, no existe ningun flujo
definido sobre S que tiene a €2 como el conjunto w-limite de alguno de sus
puntos no recurrentes.

Para acabar esta introduccién podemos dar un corolario que caracteriza com-
pletamente los conjuntos w-limites sobre superficies compactas sin frontera combi-
natoria. Este resultado recoge todos los enunciados anteriormente sobre superficies

compactas sin frontera combinatoria.

sea 2 C S. Entonces 2 es un w-limite para algin flujo continuo sobre S si y solo si

ocurre una de las siguientes alternativas:

(1) Q es una de las componentes de la frontera de un anillo reqular;
(i) Q es la clausura de una region que contiene a dos circulos que se cruzan

(iii) 2 es la frontera de la union de los conjuntos de una familia realizable.






Capitulo 1

Definiciones basicas y resultados

técnicos

1.1. Variedades topolégicas y diferenciables. Espa-

cio tangente

Esta seccion esté dedicada a presentar y estudiar los espacios sobre los que vamos
a trabajar, asi como las aplicaciones que se pueden definir entre dichos espacios, para

més detalles sobre estos conceptos se puede seguir el primer capitulo de [Hir8§].

1.1.1. Variedades

Definicion 1.1.1 (variedad topolégica de dimension n). Una variedad topold-
gica de dimension n es un espacio topologico M, segundo axioma de numerabilidad?,
Hausdorff y que ademas es localmente homeomorfo a un abierto de R™ (localmente
euclideo). Es decir, para cada punto = € M existe un conjunto abierto conteniendo

a x, U, C M, un conjunto abierto V, C R", y un homeomorfismo ¢, : U, — V.

1'Un espacio X es seqgundo azioma de numerabilidad cuando posee una base numerable, esto es,
un conjunto numerable de abiertos {O,, }nen tales que cualquier abierto de X se puede expresar

como una unién de conjuntos de {O,, }nen.
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La dimension de la variedad M se denota normalmente por dim M y es igual a

Algunos autores no piden en la definicion de variedad que ésta sea segundo
axioma de numerabilidad o Hausdorff. Queremos dejar claro que estas definiciones
alternativas no son equivalentes a nuestra definicion. Existen varios ejemplos que
clideos y segundo axioma de numerabilidad que no son Hausdorff. También existen
ejemplos de espacios localmente euclideos y Hausdorff que no son segundo axioma
de numerabilidad como se puede ver en [Spi79, apéndice A|. No obstante, cuan-
do un espacio es compacto, ambas definiciones son equivalentes?. Por otro lado, al
exigirle a una variedad que sea localmente euclidea y Hausdorff se tiene que debe

que la variedad tenga una base numerable obtenemos que es metrizable, ver [Kur66,

capitulo 2, seccion 22.1I]. Denotaremos por

dist: M xM — [0,400]
(z,y) — dist(z,y)

a una distancia definida sobre la variedad y compatible con la topologia de ésta.

Definiciéon 1.1.2 (atlas, carta). Dada una variedad de dimension n, M, se sigue
de la anterior definicion la existencia de un cubrimiento abierto de M, U = {U, };ey,
de manera que para cada i € [ existe un homeomorfismo ¢; entre U; y un conjunto
abierto V; de R™.

Para cada i € I, el par (¢;,U;) se llama carta o sistema de coordenadas. El

conjunto de todas las cartas ® = {(¢;, U;) }ser recibe el nombre de atlas.

Entre variedades topologicas so6lo se pueden definir funciones continuas. Si quere-
mos introducir la nocién de aplicacion diferenciable debemos introducir previamente
una estructura diferenciable en las variedades. Esto se consigue pidiéndole propie-

dades adicionales a los atlas anteriormente introducidos.

Definicion 1.1.3 (atlas de clase C", 0 < r < o0). Un atlas ® = {(¢;,U;) }ier

sobre una variedad M se dice que es de clase C" si para cada par de cartas (U, ¢;),

2Nota por eliminar: dar una referencia precisa sobre esta afirmacion, si es que es cierta
3 Un espacio regular es aquél en el que para cada punto p y cada cerrado C' existen abiertos,
Uy, 3>py Ve D C, tales que U, N Vo = (). Recordamos también que un espacio regular y 77 (cada

punto es un conjunto cerrado) es por definiciéon un espacio 75.
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(U;, ¢;) tales que U; N U; # () se tiene que
¢jo ;" ¢i(UiNU;) — ¢;(U; N U;) (1.1.1)

es una aplicacion de clase C.

Cualquier atlas de clase C", @, se puede extender a un atlas maximal, W, de una
unica forma. Este atlas se puede construir anadiendo a las cartas de ® todas las

cartas posibles que verifican la condicion (1.L.1).

Definicion 1.1.4 (variedad diferenciable de clase C", 0 < r < o0). Una
variedad M se dice que es una variedad diferenciable de clase C" si admite un atlas
de clase C". En este caso cada atlas maximal define una estructura diferenciable
sobre M.

Escribiremos (M, ®) para referirnos a la variedad diferenciable M provista de la
estructura diferenciable definida por ®. Cuando r = 0 M es simplemente una varie-

dad topoldgica como en la definicién 1.1.1} y no usaremos el término “diferenciable’.

Definicién 1.1.5 (variedad suave). Llamaremos variedad suave a cualquier va-

riedad diferenciable de clase C°°.

Ejemplo 1.1.1. Cualquier conjunto abierto U C R™ es una variedad suave con el
atlas ® = {(U,Id : U — U) : U es un conjunto abierto de R"}, donde Id(u) = u

para cada u € U. Por tanto R" es una variedad suave.

Ejemplo 1.1.2 (esfera de dimension n). Para todo n € N, la esfera de dimension n,

S™, admite un atlas de clase C*°.

Empezamos dando la definicion topolégica de S™. Usamos en R™*! la norma
|z = (O, 22)"*. Entonces S* = {z € R™' : |[z|| = 1} v definimos para cada

j€{1,2,...,n+ 1} los siguientes conjuntos abiertos (hemisferios):
Ugj_l = {x esS": Tj > 0}
Ugj:{l’ESnil’j<0}.

Seguidamente introducimos las cartas sobre S". Q™ denotara el disco unidad en
R™, es decir, O, = {z € R" : ||z|| < 1}. (x1,..., %4, ..., 2,11) denota el vector
de R™ que se obtiene quitando la componente i-ésima de (x1,...,x,.1). Para cada
i€{l,2,...,n+ 1} definimos:
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U — 0, o :

Z ! R ,sig=2i07=2i—1y1<:i:<n+1.
x — (x1,..., T4 Tpy1)

Es facil mostrar que ® = {(U;, ¢;)}2"1? es un atlas de clase C™ que induce una

estructura diferenciable suave sobre S”, la estructura diferencial estandar.

Para acabar introducimos las condiciones para que un subconjunto N de una
variedad de dimension m y clase C", (M, ®), reciba el nombre de subvariedad de

dimension n, n < m. Estas subvariedades también seran variedades.

Definiciéon 1.1.6 (subvariedad). Sea (M, ®) una variedad de dimension m y clase
C". Diremos que un subconjunto N es una subvariedad de dimensionn y clase C" de
(M, ®) (o simplemente una subvariedad de M cuando no haya ambigiiedad posible)

si para cada punto x € N existe una carta (¢,,U,) € ® tal que:

1. Uu.NN = ¢;'(R" x {0,,_,,}) (0,,_,, denota el vector nulo de R™").

2. {(¢zlv,ay U NN — R" U,) }oen es un atlas de clase C” de N.

Ahora se puede ver que S" con la estructura diferencial estandar dada en el
ejemplo 1.T.2 es una subvariedad de R"™! considerando en este espacio la estructura

diferencial usual (introducida en el ejemplo 1.1.1).

1.1.2. Variedades con frontera combinatoria

La definiciéon de variedad dada excluye muchos espacios que tienen interés en
geometria y para nuestro trabajo. Es por eso por lo que se puede extender la defi-
niciéon para tener una cantidad mayor de objetos de estudio. Hagamos la extension
de la definicion de variedad.

Definiciéon 1.1.7 (semiespacio). Llamaremos semiespacio de R™ al subconjunto
de R™ definido por :
H= {(.Z'Z):Lzl eR": T > 0}

Ahora definimos la nocion de carta generalizada de clase C" que servira para
extender sistematicamente las definiciones de atlas de clase C" a atlas generalizado

de clase C", de estructura diferencial de clase C" a estructura diferencial de clase
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C" generalizada y de variedad de clase C" a wvariedad con frontera (combinatoria)
de clase C" tal y como las introdujimos anteriormente con la nociéon de carta. Es
necesario precisar que en todas estas extensiones se habla de funciones de clase C”
definidas en conjuntos de R™ que no son abiertos, mientras que la nociéon habitual
de diferenciabilidad esta ligada a funciones definidas sobre abiertos. Por ello es con-
veniente decir que las funciones definidas sobre conjuntos no abiertos de R™ seran

de clase C" cuando sean la restriccion de una funcién de clase C" definida sobre un

Definicion 1.1.8 (extension del concepto de carta). Una carta generalizada
sobre el espacio M es una aplicacion ¢ : U — R"™ de tal manera que envia U C M

homeomorficamente sobre:

1. o un subconjunto abierto de R",
2. 0 H.

Definiciéon 1.1.9 (atlas generalizado). Un conjunto de cartas generalizadas ® =
{(¢i, U;) bier recibe el nombre de atlas generalizado si existe algin ¢ € I que envia

homeomorficamente U; sobre H.

Cuando digamos que M es una variedad siempre estaremos suponiendo que es
una variedad que solo tiene cartas como las de la definicién 1.1.2. Para enfatizarlo
podremos decir que estamos ante una variedad sin frontera combinatoria o variedad

sin O-frontera.

A partir de ahora si C' es un subconjunto de M, Bd C' denotaréd a la frontera

topologica del conjunto C'.

Definicion 1.1.10 (frontera de una variedad). Sea (M, ®) una variedad di-
ferenciable de clase C" y supongamos que (¢,U) € & y ¢(U) = H. Entonces, si
r € ¢~1(Bd H) diremos que x es un punto de la frontera combinatoria de M. La

frontera combinatoria de la variedad M se denota por OM.

Observacion 1.1.1. Obsérvese que la definicion de punto de la frontera de una va-
riedad M no depende de la carta gracias al teorema de invarianza de dominio que

asegura que cualquier subconjunto de R"™ es abierto si es homeomorfo a un conjunto

Para distinguir las fronteras topologicas y combinatoria (cuando M C R™),

usaremos para la primera la notacion Bd M y para la segunda 0M . Es facil demostrar
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seccion 4.

Observacion 1.1.2. Por supuesto la frontera combinatoria de una variedad no siem-
bre coincide con la frontera topoldgica. Por ejemplo, si tomamos la variedad M =
{(z,y) € R? : 2% + y? < 1} entonces OM = () #S' = Bd M.

1.1.3. Espacio tangente

Vamos a introducir la nocién de espacio tangente, la cual nos permitira definir
aplicaciones diferenciables entre variedades. Para ello también necesitaremos la no-

cion clasica de diferencial de una aplicacion f : R™ — R™ en un punto a € R™, se

A partir de ahora denotaremos a la aplicacion diferencial de f en el punto a
por df, : R™ — R"™. Para introducir el concepto de espacio tangente fijamos una
variedad diferenciable de clase C" ! (0 < r < 00) y dimension n, M. La aritmética
para r es la definida por la aritmética de los nimeros naturales anadiendo la féormula
o0 + 1 = co. Fijamos un atlas de clase C"™™!, ® = {(¢;, U;) }ier, y definimos sobre
M x I x R™ la relacion:

(x,i,a) ~ (y,7,b) siy solo si

r=y vy d¢jod; )swm(a) =0
Usando las reglas bésicas de la diferencial se puede demostrar que la relaciéon intro-
ducida es de hecho una relacion de equivalencia.
Definicion 1.1.11 (vector tangente, espacio tangente). Cada uno de los ele-
mentos de M x I x R"/ ~ recibe el nombre de vector tangente de la variedad M.
El conjunto M x I xR"™/ ~ es el espacio tangente de M y se denota normalmente
por T'M.

Notaciéon 1.1.12. Dada la aplicacion:

p: TM — M

[z,1,a] — =,

para cada subconjunto A C M denotamos por Ta M al conjunto p~!(A) y para cada
punto x € M definimos TM, := p~*(x).
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Observacion 1.1.3. Para cada conjunto abierto U C M, si restringimos las cartas de
® a los conjuntos abiertos U; N U tenemos un atlas &y que induce una estructura

diferencial sobre U. En este caso haremos la identificacion TU = Ty M.

Merece la pena destacar que si M es una variedad diferencial de clase C"*!
entonces el espacio T'M tiene estructura de variedad diferenciable de clase C". Los
Conviene por lo menos notar que un atlas de clase C" de dicha variedad se obtiene
fijando primero un atlas de M: ® = {¢; : U; — V;}ier (U; y Vi son abiertos de
M y R" respectivamente). Con esta notacion definimos el conjunto de aplicaciones
TO ={T¢;: TU; — ¢;(U;) x R"},¢;, donde:

T¢z . TUZ — ‘/z x R"™ C R2n
['Tai7a] - (¢l(x)7a)

Se puede ver ahora que el conjunto T'® es un atlas de la variedad de dimension 2n
TM.

Aunque la definicion de espacio tangente es un poco abstracta, veremos que
para nuestro propoésito sera posible ver los espacios tangentes y las variedades como
subespacios de R* para un k suficientemente grande, incluso los espacios tangentes
seran subespacios afines de R¥. Antes de ver esto necesitamos la nociéon de aplicacion
diferencial. No obstante vemos ya que el espacio tangente a una subvariedad N de

R™ se puede considerar como un subconjunto de R™*1,

Ejemplo 1.1.3 (espacio tangente a subvariedades de R™). Sea N una subvariedad de

clase C" y de dimensiéon n de R™ y sea z € N.

Debido a la definiciéon de subvariedad existira un abierto U, que contiene a = y
un difeomorfismo ¢, : U, — R™ tal que U, N N = ¢, (R" x {0,,_,}). Definamos
ahora el homeomorfismo

Yy U, AN — R"
Y - (y17“‘7yn)7

donde (y1,...,y,) viene definido por la igualdad (y1,y2, ..., ¥n,0,...,0) = ¢.(v).
Recordemos que T'M = J,.,, T'M,, donde los elementos de T'M, podemos to-

marlos representados por las clases [z, 1,,a] con a € R", y definamos el espacio de
dimension n E, = {z} x Imdi; . Nuestro objetivo es ver que podemos identificar
TM, y E,., con lo cual el espacio tangente a N en cada punto se puede considerar

como un subconjunto de dimension n de R*™ (el espacio tangente de R™).
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La identificacion de T'M, y E, es facil de hacer cuando cogemos un elemento del
primer conjunto representado por una clase [z,1),,a], basta con ponerlo en corres-
pondencia con (z, dy; (a)). Por dltimo conviene notar que la definicion del espacio

afin £, no depende de la carta ¢, elegida, que el conjunto £ = [J E, es una
meM

subvariedad de dimension 2n de R?*™ y que la aplicacion antes definida para cada
x € M se extiende de manera natural a una aplicacion entre TM y E, aplicacion

que resultard ser un difeomorfismo de clase C" entre variedades.

1.1.4. Aplicacién diferencial. Inmersiones, submersiones y em-

bebimientos

En esta seccion vamos a introducir el concepto de diferenciabilidad para aplica-
ciones definidas entre variedades diferenciables. Fijemos para este fin dos variedades
diferenciables de clase C", (M, ®) y (N, V), y una aplicacion entre ellos f : M — N.

Definicién 1.1.13 (cartas adaptadas, representacion local de f). Un par
de cartas (U;,¢;) € © y (W;,1;) € ¥ se dice que estan adaptadas a f siy solo
si f(U;) € W;. En este caso la aplicacion 1; o f o ¢;' 1 ¢(U;) — 1;(W;) esta
bien definida y recibe el nombre de representacion local de f en las cartas dadas
(Ui, i) € @y (W, 1) € .

Definicion 1.1.14 (aplicaciéon diferenciable y aplicacion de clase C"). Dado
r, 1 < r < oo, la aplicacion f : M — N es diferenciable (respectivamente es
una aplicacion de clase C") si todas sus representaciones locales son aplicaciones
diferenciables (respectivamente aplicaciones de clase C"). Cuando una aplicacion es

de clase C'*° también se suele decir que es una aplicacion suave.

Definicion 1.1.15 (aplicacién diferenciable). Dada la aplicacion de clase C”
f:M — N (1<r<o0)y las cartas adaptadas a f, (U, ¢:) y (Wj,v;), definimos

la aplicacion diferencial de f en el punto x como la aplicacion:

df, : TM, — TNy
dfr([xaiva]) - [f(l’),j, d(¢jf¢;1>¢i(z)(a>]'

Es importante dejar claro que la aplicacion diferencial no depende de las cartas
adaptadas elegidas. Ademaés, los conjuntos T'M, y T'Ny,) son espacios vectoriales

de dimensiones dim M y dim N respectivamente y la aplicaciéon df, es lineal. Para
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Para acabar esta seccion introducimos la nocion de derivada de una curva en un
punto. Dados dos niimeros reales a < b (se permite que sean también —oo y +00),
M = (a,b), una variedad N y una aplicacion f : M — N vamos a definir la derivada

de la curva f en el punto = € (a,b).

Definiciéon 1.1.16 (derivada de f en ). Dada una carta v, : U; — V; tal que
f(xz) € Uj, la derivada de la curva f en el punto x € (a,b) es el vector de Ny

definido por
df
dt

() = £/) = [7(a).5, 2 (o)

o equivalentemente

f(z) = df.([x,1d, 1]).

Seguidamente introducimos algunas definiciones sobre los diferentes tipos de apli-

caciones diferenciales que existen, asi como resultados basicos de ellas.

Definicién 1.1.17 (difeomorfismo). La aplicacion f : M — N se dice que es
un difeomorfismo de clase C” si es un homeomorfismo y tanto f como f~!, son

aplicaciones de clase C".

Una cuestion que parece interesante es saber si una variedad diferenciable de clase
C" (0 < r < o0) admite una estructura diferenciable de clase C* con s > r. En con-
creto, cuando r = 0 esto se reduce a la cuestion de si una variedad topoldgica admite
o no estructuras diferenciables. En este caso se puede responder inmediatamente que
existen variedades topologicas que que no son diferenciables, incluso existen ejemplos
si la variedad admite una estructura diferenciable de clase C" con r > 1, entonces
admite estructuras de clase C** para todo s > r, en particular soporta estructuras
diferenciables de clase C'*°. Ademas la estructura diferenciable de clase C* se puede

elegir de manera que ambas estructuras son difeomorfas de clase C", ver por ejemplo

Definicién 1.1.18 (inmersién, submersion, embebimiento). Una aplicacion
diferencial f : M — N se dice que es una inmersion si para todo punto z € M la
aplicacion lineal df, : T'M, — TNy, es inyectiva. Diremos que f es una submersion
si para cada z, la aplicacion df, : TM, — TNy, es suprayectiva. Por tltimo f es se
dice que es un embebimiento si y so6lo si f es una inmersion tal que f: M — f(M)

es un homeomorfismo.
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Ahora podemos enunciar el Teorema del embebimiento de Whitney.

Teorema 1.1.19 (del embebimiento de Whitney). Cualquier variedad de clase
C" (1 <r < o0)y dimension n, M, se puede embeber en R*" 1. El embebimiento
[+ M — R se puede elegir de clase C" y tal que f(M) es una subvariedad

cerrada de R*"+1,

El teorema anterior admite generalizaciones importantes en dos sentidos, por un
lado se puede rebajar la clase de diferenciabilidad de la variedad y por otro se puede

conseguir que el embebimiento vaya a una dimensiéon menor.

En efecto, el enunciado que hemos dado del teorema de Whitney es el que viene
en el libro de M. W. Hirsch [Hir88|, donde se definen las variedades sin exigir la
condicion de segundo axioma de numerabilidad y Hausdorff. Nosotros si que hemos

exigido dicha condicién que nos ha permitido ver que las variedades son metrizables

27).

Finalmente enunciamos la generalizacion del teorema de Whitney comentada
en el parrafo precedente, que simplificara la demostracion de algunos resultados de

nuestro trabajo.

Teorema 1.1.20 (del embebimiento de Whitney generalizado). Cualquier
variedad de clase C" (1 < r < oo) y dimension n, M, se puede embeber en R*".
El embebimiento f : M — R?™ se puede elegir de clase C™ y tal que f(M) es una

subvariedad cerradal de R*"1.

4Un espacio es paracompacto si de cada cubrimiento abierto se puede extraer un refinamiento

que es localmente finito
SNota por eliminar: cerrada?
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1.2. Ecuaciones diferenciales auténomas sobre va-

riedades. Flujos, flujos locales y semiflujos

Recordamos en esta seccion algunos hechos basicos sobre ecuaciones diferenciales
autonomas sobre R” y fijamos algunas definiciones importantes que seran importan-

tes en lo que sigue.

Definiciéon 1.2.1 (flujo y flujo local). Un flujo local sobre una variedad M es una

aplicacion continua ® : A C R x M — M que satisface las siguientes propiedades:

(i) A es abierto en R x M; ademas, para cada = € M el conjunto de nimeros ¢

para los que ®(¢, z) esta definido es un intervalo abierto I, que contiene al 0.
(ii) ®(0,z) = 2 para todo x € M.

(iii) Si®(¢,x) =y entonces I, = {s—t:s € I, }. Ademas, ®(r,y) = ®(r, O(t,2)) =
O(r +t,x) para todo r € I,,.

Si estamos en el caso particular A = R x M entonces ® recibe el nombre de flujo.
Ademas, llamaremos flujo local de clase C" a aquel para el que la aplicacion @ es de

clase C".

A la variedad M se le suele llamar espacio de fases y al conjunto de los nimeros

reales se le llama espacio de tiempos.

Muchos autores utilizan la nocién de sistema dindmico continuo para referirse a
una terna (M, ®,R) como la de la anterior definicion, es decir, para referirse a un
flujo ® : R x M — M definido sobre la variedad M. Otras nociones relacionadas

estrechamente con ésta son las de sistema dinamico discreto y semiflujo.

Definicion 1.2.2 (sistema dinamico discreto). Recordamos que un sistema di-
ndmico discreto es una terna (M, ®,T) donde el conjunto de tiempos T es, o bien
el conjunto de los niimeros enteros Z, o bien el conjunto de los nimeros naturales N

y ®:T x M — M es una aplicaciéon continua que satisface:

1. ®(0,z) = x para todo = € M.

2. d(n+m,z) = P(n,P(m,x)) para cualesquiecran,m € T'y x € M.
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Como en la definicién de sistema dinamico continuo, la variedad M se llama

espacio de fases.

Es importante destacar que la definicion de sistema dinamico, discreto o continuo,
se puede dar sobre espacios mas generales. Sin embargo para el propdsito de este

trabajo no es necesario introducir la nocién en espacios més amplios que variedades.

Es pertinente aqui comentar la procedencia de los sistemas dindmicos discretos.
En concreto, conviene dejar claro que cualquier aplicaciéon continua de una variedad

M sobre ella misma, f: M — M, define un sistema dindmico discreto como sigue:

d: NxM — M
(n,z)  — (),
de hecho éstos son los tinicos sistemas dinamicos discretos cuando el conjunto de
tiempos es N. Cuando la aplicacién f es ademéas un homeomorfismo, el sistema

dindmico discreto se puede elegir ademas para el conjunto de tiempos T' = 7Z de la

siguiente forma:
b: ZxM — M

(n,z)  —  f(2).

En lo que sigue veremos también que las ecuaciones diferenciales auténomas
definidas por campos de vectores de clase C", 1 < r < oo, generan flujos locales o
flujos. No obstante, cuando los campos de vectores no son localmente Lipschitz, las
soluciones de la ecuacion diferencial pueden no ser inicas y puede que no sea posible

definir flujos pero, a veces, si una estructura similar llamada semiflujo.

Definicion 1.2.3 (semiflujo). % Un semiflujo sobre una variedad M es una apli-

cacion continua @ : [0, +oo[x M — M que satisface las propiedades siguientes.

1. ®(0,u) = u para todo u € M.
2. O(t+ s,u) = P(t, P(s,u)) para todou € M y t,s € [0, +00].

En este trabajo no nos vamos a ocupar del estudio de semiflujos, introducimos
aqui su definiciéon ya que es muy cercana a la de flujos y supone una posible via
de extension de los resultados que obtengamos aqui para flujos. Conviene comentar

que la nocion de semiflujo fue introducida por primera vez en 1965 por O. Hajek en

6Nota por eliminar: Cuidado con la definicion
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Definicion 1.2.4 (campo de vectores). Un campo de vectores de clase C" sobre
una variedad de clase C* (s > r) y dimension n es una aplicaciéon de clase C" como
sigue
f: M — TM
x —  f(x)eTM,.

Definicién 1.2.5 (ecuacion diferencial auténoma). Una ecuacion diferencial
autonoma de clase C", 1 < r < oo, sobre una variedad M sin frontera combinatoria

es una expresion del tipo
y' = f(y), (1.2.1)

donde f es un campo de vectores de clase C", f: M — T'M.

Definicion 1.2.6 (soluciéon de una ecuacion diferencial). Un flujo local & :
A CRx M — M se dice que es la solucidn de (1.2.1) si se satisfacen las siguientes

condiciones:

1. Para cada (0,z) € A se verifica

0P
5 (02) = f(2).

2. La aplicacion @, : I, — M, tal que ®,(t) = ®(¢,z), no se puede extender a

un subintervalo mas grande J de manera que 9/ (t) = f(x) para cada t € J.

Un hecho importante de los flujos locales es la relacion que existe entre ellos y
las ecuaciones diferenciales auténomas, esta relacion la vamos a poner de manifiesto

en lo que sigue.

Teorema 1.2.7. Para cada ecuacion diferencial auténoma de clase C" y' = f(y),
f:R" = R", existe un flujo local de clase C"

d: ACRXxR"—R",

de manera que:

0P
5 (02) = f(2).

Demostracion. Remitimos al lector a [Jim00, seccion 26| y [Sot79, paginas 33-43].
0
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Reciprocamente es sencillo mostrar que cualquier flujo local de clase C", ® : A C
R x M — M, con 1 <r < oo, tiene asociada una ecuacion diferencial de clase C" 1
cuya solucion es el flujo local ®. Esta ecuacion diferencial esta definida por y' = f(y)

con
0P

fly) = E(O,y)-

posicion 1.1]. Enunciamos la extension:

Teorema 1.2.8. Para cada ecuacion diferencial autonoma de clase C" y' = f(y)
sobre una variedad M sin frontera de clase C° (s > r), f: M — TM, existe un
flujgo local de clase C™

P:ACRXM—->M

tal que
0P

S 00) = f(@)

1.3. Flujos. Relacién entre flujos y flujos locales

Hemos visto en la seccién anterior que dado un flujo de clase C". 1 < r < oo,
sobre una variedad M de dimensiéon n, ¥ : R x M — M, podemos asociarle una
ecuacion diferencial auténoma de clase C"': ¢/ = f(y), donde f es una aplicacion

entre M y su espacio tangente, T M, definida por f(y) = %—‘f(o,y).

El reciproco no es cierto en general porque las soluciones de una ecuacion dife-
rencial pueden no estar definidas sobre toda la recta real. Por ejemplo, si tomamos
la ecuacion diferencial autonoma (2, y") = (1,1+ tan?(x)), sus soluciones estan defi-
nidas para cada condicioén inicial (xg, 7) en un intervalo de amplitud 7. Entonces no

podemos asociarle a dicha ecuacion diferencial un flujo. Sin embargo, si la variedad

de vectores de clase C" tiene un flujo local asociado. En esta seccién mostraremos
cuando un flujo local es topoldgicamente equivalente a un flujo en el sentido de la

siguiente definicion.

Definicion 1.3.1 (flujos locales equivalentes). Dados dos flujos locales de clase
C'yr>0,V:XCRxM—->My®:ANCRx M — M sobre una variedad M de
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dimension n, decimos que son equivalentes de clase C" si existe un difeomorfismo de
clase a C", h : M — M, tal que:

1. h conserva las orbitas de ®. Es decir, los subconjuntos h(®,(1,)) ¥y Ynp)(Inep))
de M son iguales para todo p € M.

2. Ademas, las orientaciones de las curvas Wy (t) y h o ®,(t) coinciden para

cada p € M, es decir, existe una aplicacion creciente ¢, : I, — Ip(,) para la
que oo (1) = Wp(p) (ip(1))-

Una cuestion interesante para simplificar la notacion de la tesis es ver que para
cualquier conjunto abierto O en una variedad M y para cualquier flujo local de clase
C',¥: Y CRXxO — O, existe un flujo ® : R x M — M tal que ¥ y ®|g«o son
equivalentes. Esta cuestion fue resuelta por Vinograd [NS60, pp. 19-21] cuando la

variedad considerada es M = R"™.

Teorema 1.3.2 (Vinograd). Sea O un conjunto abierto de R™ y sea & : ¥ C
R x O — O un flujo local de clase C" (r > 0). Entonces eziste un flujo de clase C",
U:R xR" — R"”, tal que:

1. ® y Vlgyo son flujos locales equivalentes de clase C",

2. U(t,x) =x para cada v & O yt € R.
Ademas el difeomorfismo que da la equivalencia es la aplicacion identidad.

En esta seccion vamos a extender este teorema de Vinograd a variedades.

1.3.1. Relacién entre flujos y flujos locales definidos sobre

variedades

Enunciamos ya el teorema que extiende el resultado de Vinograd (teorema1.3.2).

Teorema 1.3.A (Jiménez Loépez-Soler Lopez). Sea O un conjunto abierto de
la variedad de dimension n, M, y sea ® : ¥ C R x O — O un flujo local de clase
C" (r>0). Entonces eziste un flujo de clase C", W : R x M — M, tal que

1. ® y VUlgryo son equivalentes de clase C",
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2. U(t,z) = x para cada v ¢ O yt € R, es decir, los puntos que estin fuera de

O son singulares.

Ademas el difeomorfismo que da la equivalencia es la identidad.

Prueba de la versién continua

es restrictivo suponer que la variedad M es conexa (ya que si NV es una componente
conexa de M entonces el subconjunto abierto de N, ONN, es la union de érbitas de P,
es decir, la restriccion de @ a XN(Rx (ONN)) es un flujo local sobre ONN). Ademas,
puesto que M es localmente compacto y Hausdorff entonces podemos aplicar el

compactificacion de M por un punto, que denotaremos por M.

Segun el teorema de Alexandrov M, es metrizable por serlo M. Fijemos una
distancia diste, : My X My, — [0, 00[ para la que haya algin punto y € O tal que
distoo(y, BAO) > 1 (aqui se entiende que Bd O es la frontera del conjunto O en
la compactificacion M) y elijamos numeros positivos ¢,, n = 1,2, ..., suficiente-
mente pequenos tales que si diste (2, BdO) > 1/n entonces disto (P(t, ), BdO) >
1/(n+ 1) para cualquier |t| < t,. Fijemos una aplicacion continua © : O — (0, c0)
satisfaciendo ©(x) > 1/t,, para cada x con disty(z,BdO) > 1/(n + 1).

Ahora para cada € Ry o € O existe exactamente un namero t(0,z) .=t € I,
tal que 6 = fot O(P(s,x)) ds. Es facil verificar que ¢(0, x) es continua y que ¥ (0, z) =
O(t(0, x), x) es un flujo sobre O que se puede extender de forma continua a todo el
espacio M, (en concreto a M) tomando V(#, x) = x para todo § € Ry x € M \O.

Observacion 1.3.1. La prueba dada también funciona para flujos locales definidos

esta probado en este contexto.

Prueba de la versidn diferenciable

iUsando el teorema de Whitney?, podemos ver a M como una subvariedad de

dimension n de R?". Podemos suponer que M esta acotada en R?" y por lo tanto que

"Nota por eliminar: Revisar la demostracion
8Ver teoremail1.2(, pagina 30.
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K = (CIM)\ O es compacto. Fijemos una coleccion {U;}°, de entornos abiertos y
acotados de K en R?" tales que ClU;y; C U; para cada i y ﬂ;’il U =K.

Ahora se toman aplicaciones de clase C*, \; : R™ — |0, 1], que verifican:

1. \;=1en R™\ U,

2. Ay =0en ClU;;q,
y se definen los campos de vectores de clase C*°, F; : M — R™, dados por:

Fr) = | MOFE) siee0,

0 en caso contrario,

siendo F': M — R™ el campo de vectores suave asociado al flujo local de partida .

Fijemos un atlas numerable sobre la variedad M, {p; : V; CR" — W, C M}32,.
Ahora tomamos ntumeros positivos suficientemente pequenos, {¢;}5°,, para que los
campos de vectores G;(x) = € F;(x) verifiquen que para cada j, las composicio-
nes Gjo;, @ = 1,2,...,7, tienen todas sus derivadas parciales hasta el orden j

uniformemente acotadas por 1/27.

Entonces G = "2, G; es un campo de vectores suave sobre M que se anula en
M\ O y cuyo flujo local asociado, ¥, tiene las mismas o6rbitas y con las mismas
orientaciones que ®. Ademaés, podemos suponer que los ntimeros ¢; elegidos garanti-
zan que |G(z)| < d(R*"\ U;, C1U;, ) (siendo d(+, -) la distancia euclidea) para todo
r € ON (U \ Uyq).

Ahora es claro que ¥ es de hecho un flujo, lo que concluye la prueba.

1.4. Conjuntos w-limite

El objetivo de esta tesis es estudiar el comportamiento asintotico de las trayecto-
rias de un flujo definido sobre una variedad. La resoluciéon de este problema ayudara
a entender el comportamiento final de las trayectorias de ecuaciones diferenciales
debido a la estrecha relacion existente entre ecuaciones diferenciales autéonomas y

flujos.

En esta seccién nos ocupamos de definir el conjunto que contiene la informacion

del comportamiento asintético de las érbitas de un flujo. Este conjunto recibe el
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nombre de conjunto w-limite. Pasamos a dar su definicién precisando previamente

la definicién exacta de drbita.

Definicion 1.4.1 (6rbita de z). Sea ® : R x M — M un flujo sobre una variedad
M y sea x € M. Denotamos por Orbg(z) a la drbita de x, que viene definida por la
igualdad Orbg(z) = ®(R x {z}).

Para cada punto de x podemos estudiar el conjunto de puntos en el que acumula
la semiorbita ®((0, +00) x {x}), cuando consideramos sucesiones de puntos de ella
eligiendo tiempos que tienden a 4oc0. Este conjunto es el conjunto conjunto w-limite.
Por el contrario el conjunto de puntos de acumulacion de ®((—oo, 0) x {z}), eligiendo

sucesiones de puntos de ella con tiempo tendiendo a —oo, se llama conjunto a-limite.

Definicién 1.4.2 (conjunto w-limite y conjunto a-limite). Sea ® : RxM — M
un flujo continuo sobre la variedad M y sea = € M. Entonces el conjunto w-limite
de x, también llamado conjunto w-limite de Orbg(x) (resp. conjunto a-limite de x
también llamado conjunto a-limite de Orbg(z)) se denota por we(x) (resp. aqg(x))

y esta definido por la igualdad:
LU@(:L’) - {y € M: El(tn)nGN — +00 tal que ((I)(tmx))neN - y}a
(resp. ag(r) = {y € M : I(t,)nen — —o0 tal que (P(tn, T))neny — y})-

Obviamente ambos conjuntos, conjunto a-limite y conjunto w-limite, tienen las
mismas propiedades topologicas. El teorema siguiente recoge las propiedades topo-
logicas basicas de los conjuntos w-limites (y por tanto también las de los conjuntos

a-limite).

Teorema 1.4.3 (propiedades basicas de los w-limite). Sea @ : R x M — M

un flujo continuo definido sobre una variedad M vy sea x € M. Entonces:
(wl) we(z) es invariante por el flujo @, es decir P(R X we (7)) = we(z).
(w2) we(z) es cerrado.

Ademas, si M es compacta se verifican las propiedades:

(w3) wo(z) # 0.

(w4) we(z) es compacto.

(wh) we(x) es conexo.
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Demostraciéon de la propiedad (w1)

Probaremos en este caso que el conjunto w-limite es la unién de 6rbitas completas
del flujo ®. Dado y € we(x), veremos que Orbe(y) C we(x). Para ello tomamos
z € Orbg(y), es decir, z = ®(s,y) para cierto s € R y vemos que z pertenece a
we ().

Para ver esto tomemos un entorno U, del punto z y ¢ € R y veamos que existe
7 >t tal que ®(7,2) € U,. Como y € wg(x) existirda un ¢’ >t — s tal que ®(¥',x) €
O({—s} x U,) (abierto que contiene al punto y por ser ® un flujo). De aqui tenemos
que ®(s,P(t',x)) = ¢(t' + s,2) € D({s} x (P({—s} x U,))) = U..

Asi que ®(s +t/,x) € U, y por lo tanto, haciendo 7 = t' + s > ¢ tenemos
O(7,x) € U, por lo que z € we(x) y Orbe(y) C we(x).

Demostracion de la propiedad (w2)

Para probar esta propiedad vamos a ver que el conjunto M\we(x) es abierto.
Tomemos z ¢ wg(x), un conjunto abierto U, C M y t € R tales que ®(s,2) € U,
para todo s > t. Asi que U, C M\we (7).

De lo que se deduce que M\wqg(x) es abierto y entonces wg () es cerrado.
Demostracién de la propiedad (w3)

Debido a que M es compacta, podemos extraer una subsucesion convergente de
la sucesion (®(n, z)),en. Supongamos que esta subsucesion converge hacia ¢ € M.
Por lo tanto ¢ € we(z) y we(z) # 0.

Demostracién de la propiedad (w4)

Puesto que el conjunto we(x) es cerrado y esté contenido dentro de un conjunto

compacto M se tiene que wg () es compacto.

Demostracién de la propiedad (w5)

Supongamos que wg(z) no fuera conexo, es decir wg(r) = AU B para ciertos

conjuntos cerrados y disjuntos A y B.
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Denotemos por 0 a la distancia de A a B. Entonces 0 > 0 por ser A y B cerrados
y disjuntos. Debido a que A y B estan dentro del conjunto we(x) podemos encontrar
dos sucesiones, (S, )nen ¥ (tn)nen, tales que d(P(t,,, z), A) > 0/2,d(P(sp, x), A) < /2
y s, < t, para todo n € N.

Puesto que la funcion ¢t — d(®(¢, x), A) es continua, existiré otra sucesion (v, )nen
con t, < v, < s, de manera que d(®(v,,z),A) = §/2. Debido a que d(A, B) = ¢,
tenemos que d(®(v,,x), B) > §/2.

Ahora, de la sucesion (P (v, ))nen se puede extraer una subsucesion convergente
hacia un punto ¢, que pertenecera a wg (). Por la continuidad de la funcion distancia
tendremos d(c, A) = /2 y d(¢, B) > 0/2, lo cual contradice la hipotesis de no

conexion de wg ().

Estas propiedades son necesarias. Sin embargo es facil ver, incluso si M es com-
pacta, que dichas propiedades no son suficientes para que un conjunto sea un w-

limite.

Ejemplo 1.4.1. Cualquier conjunto w-limite en R es o bien vacio o bien un conjunto
formado por un solo punto. Por lo tanto cualquier intervalo cerrado no puede ser un

conjunto w-limite y sin embargo satisface (w2), (w3), (w4) y (w5).

El objetivo de este trabajo seré encontrar propiedades topolégicas necesarias y
suficientes para caracterizar a los conjuntos w-limite. Naturalmente estas propieda-
des variaran dependiendo de la variedad con la que estemos trabajando. En efecto,
las diferencias topologicas entre variedades dan lugar a que podamos definir sobre
ellas flujos con comportamientos dindmicos diferentes. Una diferencia importante
entre las 6rbitas de una variedad es la ausencia o presencia de puntos recurrentes
no triviales. Estos no estan presentes en todas las variedades, su existencia depende

de la geometria de la variedad.

Definicion 1.4.4 (punto recurrente). Sea ¢ : Rx M — M un flujo definido sobre
una variedad M y sea x € M. Diremos que x es recurrente para el flujo ® o que
Orbeg(x) es recurrente para el flujo ® si x € we(x). Cuando no haya posibilidad de
confusion, eliminaremos la alusion al flujo y diremos simplemente que x o Orbg(z)

son recurrentes.

Ejemplos triviales de érbitas recurrentes son los puntos singulares y las orbitas

cerradas. Damos su definicién precisa.
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Definicién 1.4.5 (puntos singulares, regulares y orbitas cerradas). Sea ® :
R x M — M un flujo sobre la variedad M y x € M. Decimos que x (también
Orbg(x)) es un punto singular o que x (también Orbg(z)) es un punto singular si
Orbg(z) = {x}. El conjunto de puntos singulares de M se denota por Sing(®) y los
puntos de M\ Sing(®) se llaman puntos requlares del flujo .

Una orbita Orbg(z) se dice que es una drbita cerrada o una drbita periddica si'y
solo si Orbg(x) es un circulo, es decir, si existe un homeomorfismo entre Orbg(x) y

S!, esto es equivalente a que exista un ¢ > 0 minimal tal que ®(¢,z) = z.

Los puntos singulares y las oérbitas cerradas reciben el nombre de drbitas re-
currentes triviales, las Orbitas recurrentes que no son puntos singulares ni o6rbitas
cerradas se llaman orbitas recurrentes no triviales. Naturalmente, esta tltima clase
de orbitas existe y un ejemplo de ellas son todas las 6rbitas del flujo irracional sobre
el toro T?, todas estas orbitas tienen como conjunto w-limite a toda la superficie
T2. Otra clase de orbitas recurrentes no triviales son aquellas que generan conjun-
tos w-limites con interior vacio diferentes de curvas de Jordan; en el capitulo 3 las

estudiaremos en detalle sobre superficies.

La existencia de esta amplia variedad de orbitas complica la caracterizacion
topologica de los conjuntos w-limites. Sin embargo, existen algunas variedades que
no admiten flujos con érbitas recurrentes no triviales, por ejemplo la esfera S?,
el plano proyectivo P? y la botella de Klein B2 Por lo tanto una caracterizacion
topologica global de los conjuntos w-limite en estas superficies serd mas facil de

obtener: lo veremos en el siguiente capitulo.

Teorema 1.4.6. Denotemos por S a R?, S?, P? 0 B? y sea ® : R x S — S un flujo
continuo. St x € S, o bien es no recurrente o recurrente trivial, es decir x es un

punto no recurrente, un punto singular o pertenece a una orbita periodica.

Demostracion. %La prueba de este teorema para S = R? la obtuvieron en 1936 H.
la esfera menos un punto es homeomorfa a R2. El resultado para P? es consecuencia

del resultado para la esfera ya que ésta es el recubridor orientable doble del plano

9Nota por eliminar: Revisar estas referencias
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Para acabar hacemos notar que la no existencia de 6rbitas recurrentes no triviales
en S?, P? y B? implica que los conjuntos w-limites en dichas superficies tienen interior
vacio, cosa que no ocurre por ejemplo en el toro. En efecto, como hemos comentado
antes, cualquier orbita del flujo irracional sobre el toro tiene a toda la superficie

como conjunto w-limite.

Proposicién 1.4.7. Denotemos por S a R?, S?, P2 0 B? y seca ® : R x S — S un

flujo continuo. Entonces para cualquier x € S se tiene que Int wg(z) = 0.

Demostracion. Razonemos por reduccion al absurdo y adoptemos la notacion O =
Int wg(z) # 0. Tomemos p € we(x) C Oy 7 € R tal que ®(7,2) € O. Por lo tanto
O(r,x) € O C wg(z) y en virtud de la propiedad (wl) = € we(x). Esto nos dice
que x es un punto recurrente no trivial (puesto que Orb, no es un punto singular ni
una oOrbita periodica ya que su w-limite tiene interior no vacio), pero S no admite
flujos con puntos recurrentes no triviales. Llegamos pues a una contradicciéon y por

lo tanto el teorema queda probado. O

1.4.1. Conjuntos y variedades minimales

El desarrollo del estudio de los conjuntos w-limites de un flujo necesita a veces
la nocién de conjuntos minimales. Estos son casos particulares de los conjuntos w-
limites puesto que cualquier conjunto minimal es también un conjunto w-limite. Sin

embargo el reciproco no es cierto. Introducimos con precision esta nocion.

Recordamos de antemano que fijada una variedad M y un flujo sobre ella, ® :
Rx M — M, se dice que un subconjunto N de M es invariante por ® (o simplemente
invariante si no hay posible confusion con otros flujos) cuando ®(R x N) = N. Esta
nocion ya ha sido usada antes al probar que los conjuntos w-limites de un flujo son
invariantes por dicho flujo. Otro tipo de conjuntos invariantes seran los conjuntos

minimales.

Definicion 1.4.8 (Conjunto minimal). Dado un fluyjo ® : R x M — M, un
conjunto no vacio N C M se dice minimal para el flujo ® (o simplemente minimal

si no hay confusion) si verifica las propiedades:

1. N es invariante.

2. N es un conjunto cerrado.
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3. Ningtn subconjunto propio de él verifica simultaneamente las dos propiedades

anteriores.

Aligual que las 6rbitas recurrentes las dividiamos en recurrentes triviales (puntos
singulares y orbitas cerradas) y no triviales (las demaés), los conjuntos minimales

sobre superficies se clasifican también en triviales y no triviales.

Definicién 1.4.9 (Conjuntos minimales triviales y no triviales). Un conjunto
minimal N para un flujo sobre la superficie S, ® : R x S — 5, se dice trivial si es
un punto singular, una curva de Jordan o si es igual a S y en este caso S = T?. En

caso contrario se dice que el conjunto minimal es no trivial.

Lema 1.4.10 (Existencia de conjuntos minimales). Sea M una variedad com-
pacta y ® : R x M — M wun flujo continuo. Entonces M contiene al menos un

congunto minimal N .

Demostracion. En la prueba de este resultado usaremos el lema de Zorn. Considera-

remos el conjunto no vacio H = {T' C M : T es invariante, compacto y no vacio }.

Dentro de este conjunto vamos a considerar el orden C; < (s siy s6lo si Cy C Cj.

Veamos que H con este orden es un conjunto inductivo.

El conjunto H es no vacio, ya que M es un elemento de él. Por otra parte si
{Ci}icr es una cadena en H, el conjunto™ C = [, C; es un elemento maximal que

estd en H.

En efecto, el conjunto C es no vacio por ser interseccion de una sucesion de
compactos contenidos cada uno en el anterior, compacto por ser interseccion de

compactos e invariante por ser intersecciéon de invariantes.

Puesto que hemos probado que toda cadena posee un mayorante, debe existir
en H un elemento maximal, que por definicién del conjunto H y del orden sera un

conjunto minimal para ®. Ol

Lema 1.4.11. Todo conjunto w-limite en una variedad compacta contiene un con-

Junto minimal.

Demostracion. Los w-limites en variedades compactas son conexos, compactos e
invariantes. Aplicando el mismo razonamiento que en lema precedente se obtiene el

resultado enunciado. O

0Nota por eliminar: Esta no es la definicién de cadena, hay que revisar la prueba
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Hemos visto que cualquier flujo definido sobre una variedad compacta posee un
conjunto minimal. Sin embargo, esta propiedad deja de ser cierta si el flujo no esta
definido sobre una variedad compacta. En este sentido J. C. Beniére y G. Meigniez

__________

definidos sobre superficies no compactas sin conjuntos minimales.

Por otro lado conviene resaltar aqui que el estudio de superficies minimales ocup6
recientemente la atencion de J. C. Beniére y G. Hector. Recordamos seguidamente la
nocion de variedad minimal y el teorema de estos autores sobre superficies minimales

contenido en la tesis doctoral del primero de ellos, [Ben9g].

Definicion 1.4.12 (variedad minimal). Una variedad M se dice minimal si existe

un flujo continuo ® : R x M — M para el que M es un conjunto minimal.

superficie compacta y conexa es topoldgicamente equivalente a un flujo derivado de

una ecuacion diferencial autonoma definida por un campo de vectores. Por lo tanto,

de Klein, ha de tener puntos singulares. La existencia de los puntos singulares impide
la minimalidad de la superficie. Por otro lado, sabemos que la botella de Klein no
admite recurrencias, por lo que no puede ser minimal. Finalmente si se sabe que T?
es minimal, por ejemplo tomando el flujo irracional. Resumiendo podemos enunciar

el siguiente teorema.

Teorema 1.4.13 (superficies compactas y conexas minimales). Sea S una
superficie compacta y conexa. Entonces se tiene que S es minimal si y solo si S es

homeomortfa al toro.

Este teorema se complementa con el estudio desarrollado por J. C. Beniere y G.

Teorema 1.4.14. Cualquier superficie orientable no compacta y de género no cero

(no se puede embeber en el plano) admite un flujo minimal.

1.4.2. Conjuntos y variedades transitivas

La nocién de transitividad estéd intimamente ligada al estudio e los conjuntos w-
limites como dejaremos claro en un capitulo posterior. Introducimos ya esta nueva

nocion utilizando la notacion Cl1O para denotar la clausura del conjunto O.
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Definicién 1.4.15 (conjunto transitivo). Dada una variedad M, un flujo @ :
R x M — M y un subconjunto O C M, se dice que el conjunto O es transitivo para
el flujo ® (o simplemente transitivo si no existe confusion con otros flujos) si y sélo
si existe € O tal que ClO = wg ().

Es claro que los conjuntos minimales son transitivos, la minimalidad es una
transitividad fuerte ya que en un conjunto minimal se tiene que todos los puntos
tienen como w-limite al conjunto minimal. Como es de suponer ambas nociones no

son equivalentes. Tras la definicion que sigue lo pondremos de manifiesto.

Definicion 1.4.16 (variedad transitiva). Una variedad M se dice transitiva si
se puede definir un flujo sobre ella, & : R x M — M, de forma que existe un punto
x € M tal que we(z) = M.

Si ademas el flujo ® es suave entonces diremos que M es transitiva de clase C™

o transitiva suave.

Hemos enunciado en la seccién anterior, en el teorema 1.4.13, que la unica su-
perficie compacta y conexa minimal es el toro. Sin embargo cualquier superficie

compacta y conexa diferente de S?, P? y B? es transitiva. Una demostracion de este

y cuéles no.

Es necesario resolver el problema de clasificar variedades transitivas cuando se

pretende dar una clasificacién topologica de los conjuntos w-limites con interior
s N | : :

resultados en los capitulos ¥ y 5. Sin embargo podemos avanzar ya que cualquier

variedad conexa (suave) de dimensién mayor o igual a 3 es transitiva (suave). En

concreto el espacio R”, n > 3, es transitivo de clase C'*°.

La transitividad de R™ para dimensiones mayores de dos se conocia ya desde
1968. La prueba de este hecho se debe a Y. A. Sidorov y se puede seguir en [Sid68].
En cambio R? no es transitivo ya que no admite recurrencias no triviales (teorema

1.4.6). Por supuesto R tampoco es transitivo como es facil de constatar.

En cuanto a superficies, la clasificacion de superficies transitivas no es tan sencilla
de enunciar, no se tiene que todas sean transitivas ni que todas no lo sean. Enuncia-

remos y probaremos la clasificaciéon que hemos logrado en el capitulo 4. Concluimos
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ya esta secciéon apuntando que la tnica variedad de dimensién 1 transitiva es ho-
meomorfa a S!, ya que cualquier variedad transitiva es conexa, las tnicas variedades
de dimensién uno conexas son aquellas homeomorfas a S', [0,1] o [0,1) y las dos

altimas no son transitivas.

1.5. Variedades de dimensién dos y tres

Nuestro interés en este trabajo es desarrollar lo méximo posible la caracteriza-
cion topologica de los conjuntos w-limite para variedades de dimension arbitraria.
No obstante es conveniente parar y mirar las particularidades que ofrecen las su-
perficies. Una razoén para esta restriccion es que existe un teorema de clasificacion
de superficies. Otra razéon es que cualquier variedad de dimensién menor o igual
a tres admite una estructura diferenciable. Ambas propiedades se usaran para dar

resultados mas precisos en dimension 2.

En cuanto a las variedades de dimensiéon 1 no nos ocuparemos del estudio de
la estructura de los w-limites sobre ellas porque es trivial: son el conjunto vacio,

conjuntos formados por un tinico punto o bien una 6rbita periodica.

1.5.1. Suavizando variedades topolégicas de dimensiones dos

y tres

siguiente resultado.

Teorema 1.5.1 (diferenciabilidad de variedades topologicas). Cualquier va-
riedad sin frontera combinatoria de dimension n (n < 3) admite una tinica estruc-
tura diferenciable de clase C* (unica salvo difeormorfismos). En concreto, si S y R

son variedades homeomorfas de dimension n (n < 3) entonces serdn difeomorfas.

Este teorema se puede generalizar para superficies con frontera combinatoria,

con este fin introducimos el siguiente teorema.

INota por eliminar: Revisar la referencia
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Teorema 1.5.2 (collaring). Sea S una superficie de clase C™ (r > 0). Entonces
existe un embebimiento e : 0S x [0,1) — S con e(x,0) = x para cada x € 0S.

Demostracion. Véase [Hir88, pp 113-114] y [Bro62. O

Teorema 1.5.3 (suavizando superficies). ™ Cualquier superficie (no necesaria-
mente compacta y conexa) admite una estructura diferenciable suave (unica salvo
difeomorfismos). En particular, si S y R son superficies homeomorfas entonces tam-

bién son difeomorfas siendo el difeomorfismo de clase C*.

Demostracion. Usando el teorema anterior construimos un embebimiento e : S — S’
tal que 0S” = (). Ahora se aplica el teorema 1.5.1 para obtener una estructura
diferenciable suave sobre S, que induce una estructura diferenciable en e(S) y por lo

tanto en S. La unicidad se obtiene aplicando, de nuevo, el teorema 1.5 a S\0S. O

1.56.2. Notacién y definiciones relacionadas con la nocién de

superficie

En este apartado se pretende fijar de manera exacta la notaciéon relacionada
con el concepto de superficie asi como los objetos que se pueden definir sobre ellas.
Es pues importante la lectura de esta seccidon para evitar confundir estas nociones
con otras similares que otros autores llaman de otro modo. De todas formas hemos

intentado seguir la notaciéon comunmente usada en los manuales de geometria y

topologia.
Empezamos con la notacion de caracter general. A menos que se senale explicita-
mente, usaremos el simbolo “2” para denotar “homeomorfo a”. Por || - || denotaremos

la norma euclidea en R" y asumiremos las identificaciones siguientes:
S"(p) = {z € R : |lz|| = p},
0"(p) ={z e R": ||z]| < p},
D™(p) = {z € R" : [lz|| < p},

éstos tres conjuntos los llamaremos respectivamente esfera (de dimensionn) de radio
p, bola abierta (de dimension n) de radio py bola cerrada (de dimension n) de radio

p. Haremos referencia a la dimensiéon sélo cuando haya ambigiiedad al no senalarla.

2Nota por eliminar: Aclarar la nocién de diferenciabilidad con frontera
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Frecuentemente haremos las simplificaciones:

S = 8"(1), " :=0"(1) y  D":=D"(1).

Si C' es un subconjunto de M entonces CIC, Int C' y Bd C' denotan respecti-
vamente la clausura, el interior y la frontera topologica de C'. Si M es ademéas un

espacio métrico diam C' denota el didmetro del conjunto C'.

Hemos usado ya el plano proyectivo, la botella de Klein y la esfera sin definicion
previa por ser superficies bien conocidas. No obstante aprovechamos esta secciéon de
notacién general para revisar la definicion y nomenclatura usuales de estas y otras

superficies comunes:

» T? es el toro y se define como el espacio cociente (S' x D')/ ~, donde = ~ y

siysolosiz=yox=(t9)yy=(t—9) con |0] = 1.

» P2 es el plano proyectivo y se define como el espacio cociente D?/ ~, donde

r~ysiysotlosizx=yoxr=—y.

» B2 es la botella de Klein y se define como el espacio cociente (S' x DY)/ ~,

donde z ~ysiysolosiz=yox=(t0d)yy=(—t,—0d) con |[0| = 1.

» M? es la banda de Mobius y se define como el espacio cociente (O! x D)/ ~,

donde z ~ysiysolosiz=yox=(td)yy=(—t,—0d) con |[0| = 1.

» Un anillo sobre una superficie S es cualquier subconjunto homeomorfo a S* x
O!. Cuando la frontera topolédgica de un anillo tiene dos componentes conexas

se dice entonces que es un anillo reqular.

= Un anillo cerrado sobre una superficie S es cualquier subconjunto homeomorfo
a St x DL

» Un disco cerrado es cualquier conjunto homeomorfo a D?.

» Un disco abierto es cualquier conjunto homeomorfo a 02, a veces llamaremos

simplemente disco a los discos abiertos.

Definicién 1.5.4 (curva, arco, subarco, parametrizacion, orientaciones).

Una curva B sobre la superficie S es la imagen de una aplicaciéon continua inyectiva
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¢ : I — S, siendo I un intervalo abiertor® o I = S'. Cuando I = S' diremos que B

es un circulo (también llamado curva de Jordan¥).

Un arco A sobre la superficie S es la imagen de una aplicacion continua inyectiva

@ : 1 — S, siendo I un intervalo cerrado no degenerado

La aplicacion ¢ recibe el nombre de parametrizacion de B o de A. A veces, para
evitar recargar la notacion cometeremos un abuso de notacién llamando a una curva

(resp. arco) y su parametrizacion de la misma forma.t™

Cuando estamos ante una curva de Jordan, B, también podremos suponer que
la parametrizacion esta definida sobre el intervalo [0, 1], ¢ : [0,1] — S, de manera
que ¢|[o,1) es inyectiva y ¢(0) = ¢(1).

Si A es un arco, B es una curva y A C B entonces diremos que A es un subarco

de B.

Dos parametrizaciones ; : I; — B, 1 = 1,2, se dice que inducen la misma
orientacion sobre B si ¢q Lo w1+ Iy — Iy es un homeomorfismo creciente. Esta
definicién induce una relaciéon de equivalencia en la familia de parametrizaciones
de B y cada una de las clases de equivalencia recibe el nombre de orientacion de
B. Cualquiera de las aplicaciones que pertenecen a cada una de las clases recibe el
nombre de parametrizacion compatible con la orientacion. Una vez que se le asocia

a una curva una orientacion se dice que la curva es una curva orientada.

Definicion 1.5.5 (circulo o curva de Jordan (no) homotépicamente nula).
Diremos que una curva de Jordan C' C S, parametrizada por « : [0,1] — C, es

homotdpicamente nula si existe una aplicacion continua H : [0, 1]* — S que satisface:

= H(t,0) = «a(t) para todo ¢ € [0, 1];
= H(t,1) = «(0) para todo t € [0, 1];
= H(0,s) = H(1,s) = a(0) para cada s € [0, 1].

Definicion 1.5.6 (curvas de Jordan orientables y no orientables). Cuando
una curva de Jordan B esté incluida en una superficie decimos que es orientable si

B admite entornos arbitrariamente pequenios homeomorfos a S' x @' (anillo). Sin

13Obsérvese que si I es un intervalo abierto entonces ¢ : I — S no es necesariamente un
embebimiento, es decir, p : I — ¢(I) no es necesariamente un homeomorfismo

“Nota por eliminar: ;No deberiamos usar uno de los dos términos?

>Nota por eliminar: Preguntar si se puede hacer este abuso
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embargo, si B admite un entorno homeomorfo a M? (banda de Mé&bius) se dice que

es no orientable.

Es conveniente notar que cualquier curva de Jordan sobre una superficie debe
ser orientable o no orientable. La prueba es bastante tediosa: se obtendria usando el
teorema de Schonflies (cualquier homeomorfismo entre dos circulos en una esfera se
puede extender a un homeomorfismo definido sobre toda la esfera) y el teorema de
la curva de Jordan (una curva de Jordan descompone la esfera en dos discos, cada

uno de ellos teniendo a la curva de Jordan como frontera). Una buena referencia

Definicion 1.5.7 (superficies orientables y no orientables). Una superficie se
dice que es orientable si no admite sobre ella curvas de Jordan no orientables. En

caso contrario se dice que la superficie es no orientable.

Definiciéon 1.5.8 (superficie simplemente conexa). Una superficie R C S se
dice que es simplemente coneza si existe un homeomorfismo h : D?\ P — R, donde

P es compacto y tal que ) € P C S'.

Ahora introducimos la nocién de caracteristica de Euler de una superficie.

Definicién 1.5.9 (caracteristica de Euler). Dada una triangulacion 7" (ver por

toria, S, definimos la caracteristica de Euler de M por:
X(S)=F—-E+V

donde F', /'y V denotan los ntimeros de caras, aristas y vértices de T respectiva-

mente.

Es conveniente hacer notar que la caracteristica de Euler de una superficie no

depende de la triangulacion elegida.

1.5.3. Modelos de superficies. Pseudosuperficies

La estructura de variedades de dimension 1 es bastante simple ya que cualquier
variedad conexa de esta dimensién debe ser homeomorfa a St = {¢% : 6 € [0, 27|} o

D = [0, 1] si es compacta, a @' = (0,1) si es abierta y sin frontera o a E' = [0,1)
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si es no compacta y con frontera combinatoria (ver [ES93, seccion 5.4]). Este hecho
tiene algunas consecuencias importantes. La primera de todas es que podemos dar
un teorema de estructura para las variedades unidimensionales. La segunda es que,
con este teorema de clasificacién de variedades, podremos probar propiedades sobre
cualquier variedad de dimension uno haciendo sélo las pruebas en S, D!, Q' y E!

si la propiedad que estudiamos en invariante por homeomorfismos.

Definiciéon 1.5.10 (modelos de variedades unidimensionales). Las variedades

unidimensionales S!, D!, O! y E! se llaman modelos de variedades de dimension 1.

Ahora se puede introducir el teorema de clasificacién de variedades de dimension

1 en los siguientes términos:

Teorema 1.5.11 (clasificacion de variedades de dimension 1). Cualquier va-

riedad de dimension 1 es homeomorfa al conjunto | J,cy As, donde:

1. cualquier A; es homeomorfo a un modelo de variedad de dimension 1,

i#]

3. El conjunto N es numerable.

El teorema de clasificacion de superficies es méas complicado. Sin embargo es
conocido que existe tal clasificacion para superficies compactas (ver por ejemplo el
nexas en espacios llamados pseudosuperficies. Terminamos este apartado definiendo

los llamados modelos de superficies y pseudosuperficies.
Notacién 1.5.12. Sean {a;, 3}, v {v; ;:0:1 (0 <'ig, jo < oo) familias de circulos en

S%, % = {a;, Bi Y2, Uy, }?‘):1 y asumamos que se satisfacen las siguientes propiedades:

(i) Los circulos ¢ € ¥ son disjuntos dos a dos y encierran discos, D,, disjuntos
dos a dos.

(ii) Los circulos «; y ; tienen orientaciones opuestas para cada indice i (nos
referiremos a las parametrizaciones de estos circulos con los mismos nombres

que los denotamos a ellos).
(iii) d(Dy,U,2e Do) > 0 para todo o € X.

(iv) Sidy = oo entonces lim d(D,,, Dg,) = 0.

1— 00
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(v) Siip = oo (resp. jo = 00) entonces lim diam D,, = lim diam Dg, = 0 (resp.

lim diam D,, = 0).

Jj—00

Entonces definimos en S?\ |J D, la siguiente relacién de equivalencia: x ~ y si y
oc€EX
sOlo si alguna de las siguientes propiedades se satisfacen:

w v = a;(t), y = Bi(t) (o y = a;(t), = B;(t)) para algin ¢t € S y algtn 1,
0 <1 <iy.

» 1 =;(t), y = v;(—t) para algin t € S' y algin 7, 0 < j < jp.

Para cualquier punto x € S\ |J D, denotaremos por [z] a la clase de equiva-
oen
lencia del punto x.

Definicion 1.5.13 (modelos de superficies). Con la notacion introducida en el
parrafo precedente, si ig < 00y jo < oo, un modelo de superficie sera cualquier

espacio homeomorfo a

St :=§%/ ~.

que S% := S?/ ~ es un espacio topologico regular, compacto, conexo y tiene una base

numerablemente localmente finitaf% Aplicando ahora el teorema de Bing-Nagata-

que S% := §?/ ~ también es metrizable.

Ademés, es facil ver que cualquier modelo de superficie es realmente una super-

ficie compacta y conexa.

16Una base es una familia de abiertos del espacio, de manera que cada abierto de éste se puede
conseguir como unién de abiertos de la base. La base B del espacio X es numerablemente localmente
finita si es una union numerable de familias de abiertos, B = {By}nen ¥ Bn = {O}icr, de tal
forma que para cada z € X y n € N existe un abierto U 3 z tal que U interseca soélo a un ntimero
finito de abiertos O}'.
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1.5.4. Propiedades de los modelos de superficies

Cuando i(X) := iy y j(X) := jo son finitos (en notacion 1.5.12) se ha recalcado
que S% es una superficie compacta y conexa para la que adoptaremos la notacion

que sigue.

Definicién 1.5.15 (M, y Ni). En lo que sigue se usara el siguiente convenio:

1. M) = S, cuando j(X) = 0. Esta superficie se llama superficie orientable de

género i(X).

2. Nojsy4iz) = S% si j(X) > 0. Esta superficie se llama superficie no orientable
de género 2i(X) + j(2).

Con la notacién introducida My = §?, M; = T?, N, < P? y N, =~ B2,

Teorema 1.5.16. Los modelos de superficies tienen las siguientes propiedades:

1. M, es una superficie orientable con caracteristica de Euler igual a x(M,) =
2 —2n,

2. N, es una superficie no orientable con caracteristica de Euler igual a x(N,,) =

2 —n.

1.5.5. Clasificaciéon de superficies

Recordamos que dos superficies compactas y conexas son homeomorfas si y solo

si tienen el mismo género y la misma caracteristica de Euler.

Vamos a describir ahora un procedimiento para dar una aproximacion a las
superficies no compactas. Una propiedad interesante de las pseudosuperficies seréa

que las superficies no compactas se pueden embeber en ellas segiin se detalla en
[Ric63).
Teorema 1.5.17. Sea S una superficie conexa sin frontera combinatoria, es decir
S = 0. Entonces existe un embebimiento e : S — S% para alguna coleccion de
circulos ¥ tal que S% \ e(S) es totalmente disconezo (esto es, cada una de sus com-
ponentes conexas consta sélo de un punto) y no interseca a ninguno de los circulos
o] ={[z] :z €0}, 0 € X.

Ademds, para cada € > 0 la distancia mdzima de los puntos de los circulos [o] a

S\ e(S) es menor que € (excepto como mucho para un nimero finito de circulos).






Capitulo 2

Orbitas no recurrentes en

superficies

2.1. Introduccién

En este capitulo nos centramos en el estudio de los conjuntos w-limite generados
por orbitas no recurrentes de flujos definidos sobre superficies. Es decir, dado un

flujo continuo ® definido sobre una superficie S,
P:RxS— S,

daremos una caracterizacion topologica del conjunto we(x) cuando x € S es un

punto tal que z & we(x). Esta introduccion sigue parcialmente las comunicaciones

Hasta ahora solo hemos visto que el conjunto wg () es un subconjunto no vacio
compacto y conexo de S si S es una superficie compacta. Ademas estas propiedades
no tienen por qué ser satisfechas en el caso que S no sea compacta. Un ejemplo

sencillo de esto se obtiene para S = R? y la ecuacion diferencial auténoma

<y>:<é> (2.1.1)

Esta define un flujo ¥ : R x R? — R? tal que wy((z,y)) = 0 para cualquier punto
(x,y) € R? (véase la figura 2.1.1).
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i

Figura 2.1: Dibujo de las 6rbitas del flujo definido por la ecuacién diferencial 2.1.1

2.1.1. Primera descripcién del conjunto w-limite: aproxima-

cion de Poincaré y Bendixson

El primer resultado importante sobre el conjunto w-limite en superficies se debe
a Poincaré y Bendixson que establecieron separadamente diferentes versiones del
célebre teorema de Poincaré-Bendixson. Exponemos aqui una version ligeramente

mas general a la probada por los citados autores.

Teorema 2.1.1 (Poincaré-Bendixson). Sea @ : R x S — S* un flujo continuo

yu € S?* tal que we(u) no contiene puntos singulares. Entonces we(u) es una curva

de Jordan.

Demostracion. Como hemos comentado esta version es mas general que las probadas
por Poincaré y Bendixson. A este respecto conviene notar que la primera prueba
de una versién de este teorema se debe a Henri Poincaré (1854-1912), quien en

por campos de vectores analiticos.

Es justo también que el teorema lleve el nombre de Bendixson, pues dieciséis
anos mas tarde Ivar Otto Bendixson (1861-1935) prob6 el mismo resultado, esta

vez para flujos definidos por las soluciones de una ecuacion diferencial auténoma

La version enunciada se sigue de la clasica aplicando un teorema de C. Gutiérrez

que asegura que cualquier flujo continuo sobre S? es topoldégicamente equivalente a
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un flujo de clase C*, ver [Gut86]. No obstante la primera prueba de este resultado
se debe a O. Hajek que la obtuvo en [Ha]j6§]. O

Jules Henri Poincaré Ivar Otto Bendixson
1854-1912 1861-1935

El teorema de Poincaré-Bendixson se generalizé mucho mas tarde por A. Sch-
wartz para flujos de clase C? definidos sobre superficies compactas y conexas. En
cuanto a flujos de clase C! la generalizacion no es posible como puso de manifiesto
va A. Denjoy en 1932. Este autor constuy6 en [Dén32| un flujo de clase C! sobre T?,

sin puntos singulares ni 6rbitas cerradas.

Teorema 2.1.2 (Schwartz). Sea S una superficie compacta y conezxa, sea ® :
R x S — S un flujo de clase C* y x € S. Si we(x) N Sing(®) = 0 entonces we(x) es

una orbita cerrada o toda la superficie S. En este ultimo caso se tiene que S = T?.

Demostracion. La prueba completa de este resultado puede encontrarse en el arti-
culo original de A. J. Schwartz [Sch63| y también en [SolUTh, capitulo 2]. O

Aunque el teorema de Poincaré-Bendixson se ha generalizado, conviene notar
que la generalizacion no es la directa del enunciado que hemos dado en el caso de
la esfera para flujos continuos. Es decir, la generalizacion se ha hecho teniendo que
admitir muchas excepciones ya que los flujos son ahora de clase C2. Por otro lado
también existe una excepcion a la generalizacion directa a clase C?, cuando el espacio
de fases que manejamos es T?. Sin embargo, en el plano projectivo P? y en la botella
de Klein la generalizacion directa del teorema 2.1.1) funciona. Antes de establecer
esta generalizacion necesitamos algunos resultados técnicos, también seré necesario
recordar que no existen orbitas recurrentes no triviales ni en la esfera, ni en el plano

proyectivo ni en la botella de Klein (ver teorema 1.4.G).
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Teorema 2.1.3 (Gutiérrez). Sea ® : R x S — S un flujo continuo definido sobre
una superficie compacta S. Entonces existe un flujo de clase C' ¥ : R x S — §
topologicamente equivalente a ® y ademds se tiene que las condiciones siguientes

son equivalentes:

1. Cualquier conjunto minimal de ® es trivial.
2. ® es topoldgicamente equivalente a un flujo de clase C?.

3. ® es topologicamente equivalente a un flujo de clase C*°.

Demostracion. La prueba de este teorema, larga y bastante complicada, se puede
seguir en el articulo [Gut86]. O
Ahora estamos preparados para extender el teorema de Schwartz en los casos

concretos del plano proyectivo y la botella de Klein.

Teorema 2.1.4 (Poincaré-Bendixson para P? y B?). Sea S igual P? 0 a B?, sea
P :R xS — S un flujo continuo y x € S. Si we(x) N Sing(P) = 0 entonces we(x)

es una orbita cerrada.

Demostracion. Para la prueba de este resultado s6lo es necesario tener en cuenta
que cualquier flujo continuo sobre S es topologicamente equivlente a un flujo de
clase C* (usando simultaneamente los teoremas 2.1.3 y 174.5). Finalmente se aplica

el teorema de Schwartz y se obtiene el resultado. O

2.1.2. Caracterizaciones topolégicas del conjunto w-limite. Un

resumen de resultados

Nuestro trabajo va principalmente encaminado a desvelar la estructura topolo-
gica de los conjuntos w-limites en todas las superficies y el mayor nimero posible
de variedades. El teorema de Poincaré-Bendixson describe este este conjunto en un
caso muy concreto, cuando no contiene puntos singulares. La extension de Schwartz

tiene incluso maés restricciones.

La primera caracterizacion topologica completa del conjunto w-limite en la esfera

la obtuvo R. E. Vinograd en 1952, que estableci6 el siguiente teorema.
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y sea u € S?. Entonces we(u) es la frontera de una region simplemente conexa O,
hcOgS™

Reciprocamente, si € es la frontera de una region simplemente conexa, ) G O &
S?, entonces existe un flujo suave ® : R x S? — S? y un punto u € S? tal que

Q= wq,(u).

Este teorema fue mejorado en 1998 por F. Balibrea y V. Jiménez que acom-
panaron a la estructura topoldgica del conjunto w-limite la estructura dinamica.

Introducimos brevemente el teorema y la notacion necesaria para enunciarlo.

Definicién 2.1.6 (conjunto realizable). Sea 1 < k < +ooy G = {(I'y, 0;) }ier

una familia de pares tales que:

1. Los I'; son curvas de S?, disjuntas dos a dos y estdn parametrizadas por una
aplicacion ¢; de clase C* (estas curvas pueden ser tanto arcos abiertos como

curvas de Jordan).

2. Los 0; marcan una de las dos orientaciones posibles de la curva I';, en concreto

la inducida por ¢;, que denotaremos también por [¢;].

Sea S C S? un conjunto disjunto de |J; Tjer v definamos Q := S U (U, Ts).

Diremos que (G, S) es un conjunto realizable de clase k si existe un abierto O,

) C O C S? simplemente conexo y que satisface las siguientes condiciones:

1. Q=BdO.
2. Cada curva I'; es abierta en Q y est4 incluida en Bd(R2\ (O U Q)).

3. (G, 95) tiene una orientacion compatible respecto a O. Esto quiere decir que si
r=;(t) €,y =¢;(t') € I'; y € es un real positivo arbitrario suficientemente
pequeno, entonces o bien x + eNl(t), y + eNy’(t' ) pertenecen los dos a O,
o bien, z — eNyl(t), y — eNi(t') estan los dos en OR.

!Nota por eliminar: Aqui hay que modificar esta definicién porque estos vectores no estan

en S?
2 Para un vector v tangente a S?, Nv denota un vector normal a v de manera que {v, Nov} es

una base positivamente orientada
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Teorema 2.1.7 (Balibrea Gallego & Jiménez Lopez, [BJ98]). Dado 1 < k <

+00, entonces se verifican los siguientes apartados:

1. Si® : R xS? — S% es un flujo de clase C* y x € S?, entonces existe una
familia {T';}ier de drbitas de ® y un conjunto S C Sing(®P) tales que (G, S5)
es un conjunto realizable de clase k, siendo G = {(I';, [pi]) }ier, con cada ¢; la

parametrizacion de I'; inducida por ®. Ademds we(r) = S U, I

2. Sea (G, S) un conjunto realizable de clase k con G = {(I';,0;) };. Entonces existe
un flujo de clase CF, ® : R x S? — S, y un punto x € S? tales que: para todo

1€ 1, I'; es una orbita de ® y la orientacion o; coincide con la inducida por

® sobre I';, S C Sing(®) y wa(x) = S U (U, 1)

Sorprendentemente, en el resto de superficies no se han dado otras caracteriza-
ciones topoldgicas similares a la de Vinograd hasta hace poco. Es méas, D. V. Anosov
El mismo Anosov recalcoé que el resultado de Vinograd no es valido en los mismos
términos para P2. En efecto, en la figura 2.1.2 mostramos un subconjunto de P? (la
union de las fronteras de las regiones A, B y C') que no es la frontera de ninguna
region simplemente conexa ya que O incluye curvas de Jordan no homotépicamente
nulas. Sin embargo el conjunto dibujados si que es el conjunto w-limite de the 6rbita

~ esbozada para un flujo apropiado definido sobre P2,

1 2

Figura 2.2: Un contraejemplo al teoerema de Vinograd en el plano proyectivo

En el articulo [JS0I] respondimos al problema propuesto por Anosov. Ademés de
este resultado, en este capitulo vamos a dar un teorema que caracteriza el conjun-
to w-limite de 6rbitas no recurrentes para flujos definidos sobre cualquier superficie
compacta y conexa. Si recordamos que S?, P? y B? son las tinicas superficies compac-

tas y conexas que no admiten flujos con 6rbitas recurrentes no triviales (ver teorema
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1.4.6) entonces, para ellas, nuestro teorema caracteriza totalmente los conjuntos w-
limite. Las pruebas de esta caracterizacion se pueden seguir en [JS0I|, [Bol03a] v
[JS04al].En el primero probamos el resultado para P2, en el segundo para la bote-
lla de Klein y en el tercero para cualquier superficie compacta y conexa. Ademas
pondremos de manifiesto que la generalizacion directa de la caracterizacion, para

cualquier superficie, no es cierta.

2.2. Lemas técnicos

Dedicamos esta seccion a presentar algunos resultados que seran de gran utilidad

a la hora de probar la caracterizacion topologica de los conjuntos w-limite.

Lema 2.2.1. Sea O C P? una region que no contiene curvas de Jordan no orienta-

bles, entonces O es homeomorfa a una region A G S%.

Ademds si O tiene complementario conexo entonces A es simplemente conexo.

Demostracion. Para esta demostracion veremos el plano proyectivo como el espacio
cociente S?/ ~, donde x ~ y si y sélo si # = y o x = —y. Denotaremos por

p:S? — P? a la aplicacién cociente.

El primer paso de la demostraciéon consiste en ver que p es una aplicacion
biyectiva entre cada una de las componentes conexas de p~!(0O) y O. Denotare-

mos por A a una de dichas componentes, la otra sera —A, donde entendemos que
—7 ={—u:u€ Z} para cada Z C S*.

Empezamos probando que p|a es inyectiva. Supongamos que no, entonces es
posible encontrar puntos u y —u ambos en A. Construyamos un arco C' C A que
tenga como extremos a u'y —u. No es restrictivo suponer que el arco C' no contiene
ningin otro par de puntos antipodales (en otro caso se toma un arco abierto D C C'
que no tenga tales pares y se incluye en un arco maximal £ C C con la misma
propiedad y se reemplaza C' por la clausura de E). Ademas podemos asumir que
hay un homeomorfismo A : [0,1] x (0,1) — U C A tal que h([0,1] x {1/2}) =C'y
h(0,t) = —h(1,1 —t) para cada t € [0, 1]. Entonces p(C') es una curva de Jordan en
O que tiene a p(U), como un entorno homeomorfo a una banda de Mdbius. Por lo
tanto p(C') es no orientable y esto es una contradiccién que viene de suponer que

pla no es inyectiva.
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Probamos ahora que p(A) = O. En otro caso existira un punto b € p(A) tal que
b€ Bdp(A)NO ya que O es conexo. Puesto que A es abierto y p es una aplicacion
abierta, entonces p(A) es un abierto y b ¢ p(A). Tomemos una sucesion (v,), de
puntos de p(A) que convergen a by puntos u, en A con p(u,) = v,. No es restrictivo
suponer que (u,), converge, digamos a a. Como p(a) = b, a no pertenece a A.
Ahora es suficiente tomar un entorno conexo suficientemente pequeno, U de a, y
observar que p(AUU) C O, lo que contradice la definicion de A. Esto concluye la

demostracion de la primera parte del lema.

Probamos seguidamente que A es simplemente conexo si O lo es. Antes de de-
mostrar esta parte recordamos que, puesto que A C S?, A es simplemente conexo
si y solo si A es conexo con complementario conexo. Como ya sabemos que A es

conexo, veamos que S\ A es conexo procediendo por reduccion al absurdo.

Tomamos conjuntos cerrados, disjuntos y no vacios C; y Cy con S*\ A = C, U
Cs. Como —A es conexo podemos asumir que —A C Cs. Al ser A U (] abierto,
D = Cyn (S*\ ((—A) U (=C)))) sera cerrado y también p(Cy) y p(D). Ademés
p(C1) Np(D) =0y es facil comprobar que p(Cy; U D) =P?\ p(A) = P2\ O.

Por la hipétesis y la igualdad anterior tenemos que p(C7UD) es conexo. Entonces
D =0yCy C (—A)U(—C}). De aqui se tiene S* = (AUC, )U((—A)U(—C1)). Ademas,
como —A C Cy entonces (—A)NCy =0y (AUC)N((—A)U(=C)) =Ci N (=CY)
es a la vez abierto y cerrado por lo que AUC) y (—A) U(—C) son disjuntos. Al ser

S? conexa llegamos a una contradiccion.

0

Teorema 2.2.2. Sea S una superficie compacta y conexa y O una region tal que
) & O C S. Entonces O es simplemente conexo si y sélo si o bien O = S = S? o
0O =~s2

Demostracion. La parte “si” del enunciado es evidente. La parte “solo si” también

es bien conocida para S = S?. Lo probaremos para el resto de superficies.

Si S =~ P2y O es una regiéon que solo contiene curvas de Jordan orientables
entonces O es homeomorfo a una region U & S? por el lema 272.1.. Usando el resultado

para S = S? se obtiene para S = P2

Si S 2 S%, P? usaremos la existencia de una aplicacion recubridora 7 : R? — S,
que es una aplicacién continua y sobreyectiva tal que, para cada u € S, hay un

entorno abierto O, de u tal que O, y cada una de las componentes conexas de
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7 1O) y probamos que ¢ = 7|y : U — O es un homeomorfismo y entonces el

resultado quedara demostrado por ser cierto para S = S2.

Para empezar vemos que ¢ es sobreyectiva por reduccion al absurdo. Puesto que
g es un homeomorfismo local y U es abierto, ¢(U) es también abierto. Entonces, si
q no es sobreyectiva, O\q(U) # ) y existe un punto u € Bd(¢(U)) N O. Tomemos
ahora O, C O y tenemos en cuenta que al menos una de las componentes conexas

de 771(0,), que denotaremos por V,,, debe intersecar a U.

Fijemos V = U UV, y observemos que V es conexo y V C 771(0), con lo que
llegamos a una contradiccién con la definicion de U y por lo tanto ¢ es sobreyectiva.
Ahora tenemos que ¢ : U — O es una aplicacion recubridora y como U es conexo

concluimos que ¢ es un homeomorfismo. O

Lema 2.2.3. Sea o una curva de Jordan homotdpicamente nula sobre una super-
ficie compacta y conexa S, entonces existe un disco D C S tal que BAD = « (en

particular, cualquier curva homotdpicamente nula es orientable).

Demostracion. Tomemos una aplicacion recubridora = : E — S (con E = §* o
E = R? dependiendo de la superficie), esto es, una aplicacién continua y sobreyectiva
tal que, para cada x € S, hay un entorno abierto O, de x de manera que O, y cada

una de las componentes de 7~!(0,) son homeomorfos.

parametrizamos « por algin camino p : [0,1] — S empezando en zy, y tomamos
eo € m 1 ({zo}), entonces existe un tnico camino homotopicamente nulo ¢ : [0, 1] —

E, empezando en ey y que es un levantamiento de p, esto es, m o q = p.

Usando que 7 es una aplicaciéon recubridora se puede demostrar:

1. B:=¢([0,1]) es una curva de Jordan.
2. 7 () es una unién de curvas de Jordan dos a dos disjuntas.

3. Una de tales curvas (se puede considerar que es ) encierra un disco cerrado

B que la tiene como frontera y que no interseca otra componente de 7! ().
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Ahora es suficiente con ver que 7 es inyectiva en By tomar D = 7(B). Asumamos
lo contrario y tomemos puntos a # b en B con 7(a) = 7(b) =: x1. Obsérvese que

podemos suponer que a y b estan en Int B, por lo que x; # xg.

Sea u un caminino sobre la superficie S, que empieza en el punto x; y acaba

en xy y sean v, y v, los tinicos levantamientos que empiezan respectivamente en los

va([0, 1]) v vp([0, 1]) son arcos.

Puesto que ningtin punto de Int B va a parar a « por la aplicacién 7, tenemos
(usando que B es un disco cerrado) que los puntos ¢ y d en los que respectivamente
los arcos v, y v, empiezan a pertenecer (3 coinciden, ¢ = d. Esto quiere decir que
Ua(t) := va(1—1) y 5p(t) := vp(1 —1t) son levantamientos diferentes de u(t) := u(1—1t)

Lemma 54.1]. O

Acabamos esta secciéon con un resultado geométrico que nos explica qué pasa

cuando le quitamos a una superficie una curva de Jordan.

Lema 2.2.4. Sea B C S una curva de Jordan y sea g el género de S.

(i) Si B es no orientable (por lo tanto S = N,) entonces S\B = My_1)/2. 0
S\BXN,_,,.

(ii) Si B es orientable y S\B es conexo entonces S\B = M,_1 .. (si S = M,), y
S\B = M(g—2)/27** 0 S\B = Ny s (Si S = Ng).

(iii) Si B es orientable y no homotdpicamente nula y S\B = Oy U Oy para algunos
conjuntos abiertos disjuntos O1 y Oy. Entonces existen enteros positivos g1 y

go y ocurre una de las dos posibilidades siguientes:

1. 815 = M, entonces g1 + g2 = g y O; = My, . parai =1,2.
2. 51 S = N, una de las dos alternativas que siguen se satisfacen:
a) 201+ g2 =g con Oy = My, . y Oy = Ny, ..
b) g1 +92=9 con O; 2 Ny, ., i =1,2.
Observacion 2.2.1. En el lema anterior se puede ver, por ejemplo, que si S = P?
entonces (ii) y (iii) no se pueden satisfacer y el lema nos dice en este caso concreto

que S\a = S2. Sin embargo, si S = B? entonces concluimos que S\« = P? en el caso

(i), S\a = S2, en el caso (i), y O; 2 P2, i = 1,2, en el caso (iii).
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los casos concretos probados en [JS01] y [Bol03al.

Prueba de (i). Podemos suponer, por el teorema de Whitney, que S C R%.
Tomamos entornos abiertos U y V' de B, homeomorfos a la banda de Mdbius y
de tal manera que C1V C U. Entonces U\B = S2, y existe un homeomorfismo
h:U\B — 02\{(0,0)} tal que ||h(u)|| — 1 cuando u tiende a B. Ahora se extiende
h a una aplicacion continua definida sobre toda la superficie S\ B de tal forma que
h(u) = (0,0) para cada u € S\U, y se construye una aplicacion continua k : S\B —
R* que satisfaga k(u) = u para cada u € S\U y k(u) = (0,0,0,0) para los puntos
u € V\B. Por tltimo definimos f : S\B — R" como f(u) = (k(u), h(u), ||h(u)]]).
Entonces N = f(S\B) y S\B son homeomorfos porque f es inyectiva y ademés se
verifica que si (uy,), es una sucesion de puntos en S\ B que tienden hacia B entonces

(f(uyn)), no posee puntos de acumulacion en N.

Unicamente queda por ver que la superficie M = N U({(0,0,0,0)} x C1 D x {1})
es homeomorfa a M,_1)/2 0 a N,_;. Para ello se construye una triangulacién 7' sobre
S tal que B solo interseque a vértices y aristas de la triangulacion 77, transportamos
esta triangulacion sobre N mediante la aplicacion f y entonces se extiende de forma
naturral a una triangulacion T5 sobre M que tenga un nimero de caras nuevas igual

al doble ntimero de aristas contenidas en B.

Denotemos por @);, E; y X; a los nimeros de caras, aristas y vértices de la
triangulacion T;, © = 1,2, y sea Eg = Xp el namero de aristas y vértices de T}

incluidos en B. Entonces
X(M) =Qo—Es+Xs = (Q14+2Ep)— (E1+3E)+ (X1 +Ep+1) = x(S)+1=3—g.

Ahora si M = M, entonces ¢’ = (¢ — 1)/2, mientras que si M = N, entonces

g = g — 1. Esto concluye la prueba del apartado (i).

Para probar (ii) y (iii) se procede como en el caso anterior, fijando entornos abier-
tos U y V de B (ahora homeomorfos a S2,) con C1V C U. Decomponemos U\ B en
sus componentes conexas, Uy y Us, y se fijan homeomorfismos h; : U; — D\{(0,0)}
con ||h;(u)|| — 1 cuando u tiende a B. Ahora se extienden simultdneamente hy y
hy a una aplicaciéon continua sobre todo S\ B tomando h(u) = (0,0) para cualquier
u e S\U y h(u) = h;(u) para todo u € U;, i = 1,2. Tomemos o : S\B — [—1,0, 1]
continua tal que:

{ -1 siueClVNU,
o(u) = :
1 siu e ClVNUs,,
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o(u) e (=1,1) siueS\CIV.

Tomemos también la aplicacion &k : S\ B — R? como antes y definamos f : S\B —
R” por f(u) = (k(u), h(u),o(u)||h(u)]), que es un homeomorfismo entre S\B y su
imagen N = f(S\B).

Sea ahora M = N U ({(0,0,0,0)} x C1D x {—1}) U ({(0,0,0,0)} x C1D x {1})
y 17 una triangulaciéon de S para la que B es una uniéon de vértices y aristas.
Extendamosla a una triangulacion 7, sobre M con tantas veces el nimero de nuevas
caras como el doble del ntimero de aristas contenidas en B. Denotemos por @);, E;
y X; el nimero de caras, aristas y vértices de la triangulacion T;, + = 1,2, v sea

Ep = Xp el ntimero de aristas y vértices de T} incluidos en B.

Para probar (ii), asumamos que S\ B es conexa. Entonces M también seré conexa

y tendra la siguiente caracteristica de Euler
X(M)=Qs — Ey+ Xo = (Q1+2Ep) — (E1 +3Ep) + (X1 + Ep +2) = x(5) + 2,

asf que x(M) =4—-2gsi =M,y x(M)=4—gsiS= N, En el primer caso

es facil ver que M es orientable y entonces M = M,_;. En el segundo existen dos

posibilidades: M = M,_2y/2 0 N = N,_, y por lo tanto (ii) se satisface.
Asumamos por tltimo que S\ B no es conexa y, sin pérdida de generalidad, que

Uy € O;. Sea M; = £(0:) U ({(0,0,0,0)} x CLD x {(—1)1}), i =1,2.

Sean !, E! v X! los ntimeros de caras, aristas y vértices de 7} contenidos en
1 1 )
ClO; y sean @Y, E} y X} los ntumeros de caras, aristas y vértices de Ty contenidos

en M;, + =1,2. Entonces:

X(My) +x(Ms) = (Qy— Ey + X3) + (Q3 — E5 + X3)
= [(Q1+ Ep) — (B{ + Ep) + (X{ +1)]
+[(Qi + Eg) — (B} + Ep) + (X7 + 1)]
= Q1+ Q) — (B +E}+Ep)+ (X + X7+ Ep) +2
= x(5)+2

y siguiendo el mismo tipo de argumentos que hemos hecho antes se concluye la
prueba (obsérvese que x(M;) = 0 para algtn j € {1,2} no es posible porque B es
una curva no homotoépicamente nula y entonces no puede encerrar a O;, que seria

homeomorfo al disco). O
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2.3. Teorema de caracterizacién de conjuntos w-
limite de érbitas no recurrentes sobre superfi-

cies compactas y conexas

El problema de caracterizar topolégicamente los conjuntos w-limites de flujos
definidos sobre una superficie S es un problema natural que, salvo en el caso de la
esfera S? no se habfa resuelto completamente. Es mas D. V. Anosov propuso estudiar
este problema en 1995 para el caso particular del plano proyectivo, sin embargo ha

quedado olvidado hasta hace muy poco (ver por ejemplo el comentario de Anosov

El propoésito de esta seccion es extender los trabajos introducidos en la seccion
2.1.2 para caracterizar el conjunto w-limite de orbitas no recurrentes de flujos de-
finidas sobre superficies compactas y conexas. Seguidamente presentamos algunas

definiciones necesarias para el resto del capitulo.

Recordamos la nocién de anillo regular ya introducida en la seccion 1.5.2.

Definicién 2.3.1 (anillo regular). Un conjunto abierto O de una superficie S se
dice que es un anillo reqular si es homeomorfo a un anillo y su frontera topologica

contiene dos componentes conexas.

Con esta definicién vamos a enunciar el teorema de caracterizacion de conjuntos
w-limite de 6rbitas no recurrentes para flujos definidos sobre superficies compactas y
conexas. Este teorema extiende el teorema de Vinograd para orbitas no recurrentes
y para oOrbitas recurrentes tales que el complementario de su w-limite s6lo posee un
numero finito de componentes. La prueba que presentamos aqui es una reproduccion

de la escrita en el articulo [JS04a].

Teorema 2.3.A (Jiménez Lopez-Soler Lopez). Sea S una superficie compacta
y coneza, ® : R x S — S un flujo continuo y u € S. Supongamos que u es un punto
no recurrente o que Int we(u) = 0 y S\we(u) tiene un nimero finito de componentes.

Entonces we(u) es una componente de la frontera de un anillo regular de S.

Reciprocamente, si €2 es una componente de la frontera de un anillo reqular de S

entonces existe un flujo suave, ® : Rx S — S, y un punto u € S tal que Q = wq(u).

Puesto que S?, P? y B? son las tnicas superficies compactas y conexas que no
admiten flujos con orbitas recurrentes no triviales (ver teorema 1.4.G), para ellas

nuestro teorema se puede enunciar de una forma més general.
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Corolario 2.3.2. Sea S = S?, P? 0 B2. Un conjunto 2 C S es un conjunto w-limite
para algun flujo sobre S si y solo si es una componente conexa de la frontera de un

anillo reqular.

2.3.1. Prueba de la caracterizaciéon de los conjuntos w-limite

de 6rbitas no recurrentes. Primera parte

Haremos esta primera parte de la prueba del teorema por inducciéon sobre el
género de la superficie S. Cuando g = 0 el resultado se obtiene directamente del
teorema de Vinograd. Asumamos ahora que el resultado es valido para cualquier
superficie de género menor que g. Definimos W = S\wg(u) y la descomponemos en
sus componentes conexas W = | ey Wj. S u es un punto no recurrente entonces
o, (R) C W, para algin valor adecuado de m y es facil comprobar que BdW,, =
we(u). Si u es recurrente entonces, como J es finito, u € BdW,, para algin m.
Ahora la continuidad de ¢ garantiza que ®,(R), y por lo tanto wg(u), esta incluida

en la frontera de W,. Asi que BAW,, = we(u).

Definamos V' := W, v Q := we(u). Ahora distinguimos dos casos: que V' sea

simplemente conexo y que no lo sea.

Si V' es simplemente conexo entonces se aplica el teorema 2.2.2 y el resultado

ya estaria demostrado.

Si V' no es simplemente conexo entonces debe incluir alguna curva de Jordan no
homotopicamente nula «, a la que se le pueda aplicar alguno de los apartados (i), (ii)
o (iii) del lemma 2:2.4. Por ejemplo supongamos (los demés casos son similares) que
« es orientable y que S\a = O;UO, para un par de conjuntos abiertos disjuntos, O
y Oy, y tomemos enteros positivos g;, g2 de forma que, 2g; + g2 = g, con O; = M, ,
y O3 = N, .. Supongamos que €2 C Oy, aqui no es restrictivo asumir (reemplazando

si fuera necesario u por otro punto de su semiorbita positiva) que ®,,([0,00)) C Oy.

Ahora restringimos ® al conjunto A* = {(t,v) : t € I’,v € O;} donde [} es
el subintervalo mas grande de R con las propiedades 0 € I y ®,(I) C O;. Es facil

comprobar que ®* := ®| 4« es un flujo local bien definido en O;.

Fijemos un punto z € My, y usemos un homeomorfismo h : Oy — My, \{z} para
transportar el flujo local ®* sobre un flujo local ¥* en h(O;). Entonces extendemos,
usando el teorema 1.3.A, el flujo local U* a un flujo ¥ : R x M, — M,, y hace-

mos notar que puesto que ¥U* y ®* son topologicamente equivalentes se tiene que
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wy(h(u)) = h(Q). Ademas, si u es recurrente para ® y S\ es un conjunto denso en
S que tiene un namero finito de componentes, entonces h(u) es recurrente para ¥ y
M, \h(2) es denso en M,, y tiene un finito nimero de componentes. Apliquemos la
hipotesis de induccion para fijar un anillo regular C' en My, teniendo a h(2) como
una de las componentes de su frontera. Si fuera necesario se puede modificar C' para
asegurar que z ¢ C1C. Por lo tanto h=(C) es un anillo regular de S que tiene a

como una de las componentes de su frontera.

2.3.2. Prueba de la caracterizacién del conjunto w-limite de

orbitas no recurrentes. Segunda parte

Ahora probamos la segunda parte del teorema. Pongamos que 2 es una de las
componentes de Bd O para algtin anillo regular O C S. Usando el teorema 1.5.3
hay un difeomorfismo h : D\ {(0,0)} — O que, puesto que O es regular, podemos
asumir con la propiedad adicional: Bd h(D \ C1 D, ;) interseca a Bd O exactamente
en Q (D), denota el disco centrado en el origen de radio 1/2). Usando coordenadas
polares es facil definir un campo suave de vectores en R? cuyo flujo asociado ¥
tiene exactamente dos orbitas periddicas que son los circulos de radios 1/2 y 1 y tal
que todas las orbitas entre ambos circulos tienden describiendo una espiral hacia el

circulo de radio unidad.

La restriccion de W a R x D\ Cl1 Dy, es también un flujo que se puede trans-

portar con la aplicacion h sobre un flujo suave definido en O* := h(D \ Cl1 Dy ).

Debemos probar que 2 = wg(u) para algin u € O*. Para esto, sea Q* C 2
el conjunto de puntos v para el que hay un arco cerrado 7, (es decir, un conjunto
homeomorfo a [0, 1]) que tiene a v como uno de sus extremos y tal que v,\{v} C O*.
No es dificil ver que si u € O* y v € Q" entonces su semiorbita positiva @,([0,00))

interseca ~, tan cerca de v como se quiera, asi que Q* C wq(u). Debido a que Q* es

2.4. EIl plano proyectivo

En la seccion precedente hemos probado una caracterizacion topologica de los

conjuntos w-limite generados por orbitas no recurrentes para flujos definidos sobre
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superficies compactas y conexas.

Ya hemos recalcado antes que esta caracterizaciéon supone una caracterizacion
completa de los conjuntos w-limite para P2, S? y B2. En estos casos el teorema se

podia rescribir en los siguientes términos.

Teorema 2.4.A. Sea S = S?, P? 0 B%. Un conjunto 2 C S es un conjunto w-limite
para algin flujo sobre S si y sdlo si es una componente de la frontera de un anillo

reqular.

Sin embargo, antes de obtener los resultados para superficies compactas y co-
nexas obtuvimos algunas caracterizaciones alternativas a la anterior para el caso
del plano proyectivo y la botella de Klein. Ademaés en el caso del plano proyectivo
la caracterizacion citada se aproxima mucho a la de Vinograd para la esfera como
veremos (ver teorema 2.1.5). Anosov hizo notar que la misma caracterizacion de
Vinograd no es valida para el plano proyectivo como hemos visto en la seccion 2.1.2,
pero, debido a que las regiones simplemente conexas en S? son las regiones cone-
xas con complementario conexo, el siguiente teorema y el de Vinograd admiten una

formulacion anéloga, respondiendo por lo tanto al problema planteado por Anosov.

Teorema 2.4.B (Jiménez Lopez-Soler Lopez). Sea ® un flujo continuo definido
sobre P? y sea u € P2. Entonces we(u) es la frontera de una region O, ) & O ¢ P2,

que tiene complementario conexo.

Reciprocamente, si 2 es la frontera de una region O, ) & O & P2, que tiene
complementario conexo, entonces existe un flujo suave ® sobre P? y un punto u € P?

tal que Q = we(u).

La demostracion sigue esencialmente la presentada en el articulo [JSOI]|. Antes

de entrar en los detalles introducimos un poco de notaciéon y un lema.

En lo que sigue es conveniente ver el plano proyectivo P? de alguna de las dos

formas siguientes:

1. El espacio cociente S?/ ~, donde u ~ v’ si y solo si u = —u'. Denotamos la
clase de equivalencia del punto u por [u] y p: S? — P? denotara la aplicacion

cociente.

2. Una subvariedad de R*, como por ejemplo la imagen de la esfera S? bajo la

aplicacion f(x,vy,z) = (yz, xz, zy, 2% + 2y* + 32?).
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El siguiente lema es un caso concreto del lemma 272.4, aunque en una version

diferenciable que se obtiene aplicando ademas el teorema 1.5.3.

Lema 2.4.1. Sea 6 C P? una curva de Jordan no orientable. Entonces P*\§ es

difeomorfo a un disco abierto.

2.4.1. Prueba de la caracterizaciéon de los conjuntos w-limite

sobre el plano proyectivo. Primera parte

Esta parte de la prueba es bastante sencilla, empezaremos fijando la notacion
v = ®,(R). Si v es un punto singular o la imagen de una 6rbita periodica entonces
P? \ 7 tendra una o dos componentes, cada una de las cuales tiene a 7 como su

frontera, con lo que el teorema se verifica en este primer caso.

Ahora asumimos que no estamos ante ninguno de los casos anteriores, es decir
© no es un punto singular ni pertenece a una orbita periédica. Denotemos W =
P*\wg(u) y descompongamoslo en sus componentes conexas W = (J,; Wj. Puesto
que wg (1) Ny = () ya que no existen recurrencias no triviales en el plano proyectivo,
teorema 1.4.6, existird una componente W}, tal que V' := W}, D . Probaremos ahora
que BAV = wg(u) y P2\V es conexo.

Asumamos que P\V' = wg(u) U U, ;c, Wj no es conexo. Entonces P*\V =
CUBconC#0#ByClCNB=CNCIB =,y cada uno de los conjuntos W;
y we(u) deben estar incluidos o en B o en C. Pongamos B = (U;c;, W) Uwa(u) v
C=Ujep,Wjdonde k ¢ JyUJyy J1UJpU{k} =J. Como BAW; C we(u) para
cada j € J, y C1C N B = (), se llega a una contradiccion.

Debemos probar ahora que BdV = wg(u). Puesto que v C V' y we(u) NV =)
se tiene wg(u) C BdV. Reciprocamente, BAV = BdW;, = ClW,\W, C (W, U

wae(u))\Wi = we(u). Esto concluye la prueba de la primera parte del teorema.

2.4.2. Prueba de la caracterizacién del conjunto w-limite en

el plano proyectivo. Segunda parte
En esta parte de la prueba se necesita distinguir dos casos:

1. O incluye una curva de Jordan no orientable ¢.

2. O incluye so6lo curvas de Jordan orientables.
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Procedamos a probar el teorema suponiendo que estamos en el primer caso, es
decir el conjunto O incluye una curva de Jordan no orientable . Usemos el lema

2.4.7 para construir un embebimiento i : P?\§ — S? y tomemos S = S?\i(P?\4).

Puesto que § no es orientable, existe un entorno U C O de § tal que U\J es
conexo. Por lo tanto O\J es conexo y también lo son i(O\d) y V = i(O\d) U S.

Como P?\O es conexo, i(P?\O) = S*\V también sera conexo.

Asf que como V' y S*\V son conexos V' es simplemente conexo y podemos usar
el teorema de Vinograd para construir un flujo suave ¥ : R x S? — S? que tenga a

BdV como el conjunto w-limite de una de sus érbitas.

Sea F : S? — R3 el campo suave de vectores asociado a ¥. Multipliquemos F' por
una funcion escalar suave adecuada A tal que el nuevo campo de vectores F} = AF
sea igual a F' sobre un entorno de Bd(V') e igual a al vector cero sobre un conjunto
abierto que contenga a S. Si ¥y es el flujo asociado a F; entonces Bd V' es todavia

uno de sus conjuntos w-limites pero ahora la restriccion Wy |gy(s2\s) es también un

flujo sobre S?\S.

Ahora el flujo ®; que se obtiene de la composicion:

Id xi i1

O, R x (P2\6) ' R x (S2\9) L s2\5 5 P25,

es un flujo suave definido sobre P?\§ que tiene i~'(BdV) = BdO = Q como uno
de sus conjuntos w-limites. Como ®;(¢,u) = u para cada t € R y u en un entorno
de 6, ®; se puede extender trivialmente a un flujo suave definido sobre sobre P?
de manera que tenga a {2 como un conjunto w-limite. Esto termina la prueba en el

caso 1.

Hagamos ahora la prueba del segundo caso, es decir, suponiendo que dentro de
O no hay ninguna curva de Jordan no orientable. Usamos el lema 2:2.7 y obtenemos
que O y una de las componentes conexas de p~1(0), digamos A, son homeomorfos.

Ademés A es simplemente conexo.

Como A es simplemente conexo, se puede razonar como en [BJ9§] para construir
un flujo suave F : S? — R? anulandose fuera de A y de manera que su flujo asociado
posee una Orbita en A que tiene a Bd A como su conjunto w-limite. Definimos G :
S? — R? por G(u) = F(u) — F(—u). Notese que este campo de vectores nuevo
coincide con F' sobre A y tiene la propiedad adicional que su flujo asociado ¥ satisface
U(t,u) = —¥(t,—u) paracada t € Ry u € S*.

Sea @ : R x P? — P? definido por ®(¢,[u]) = [¥(¢,u)]. Es facil comprobar que

® es un flujo suave definido sobre P2. Tomemos un punto apropiado ug € A tal que
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Bd A = wy(up). Ahora se tiene claramente que 2 = we([ug]), lo que acaba la prueba.

2.4.3. El caso de la botella de Klein

Notese que los teoremas 2.4.B y de Vinograd dan caracterizaciones de los con-
botella de Klein también se obtuvo con anterioridad a la caracterizaciéon del teorema
2:3.Ar una descripcion topologica alternativa del conjunto w-limite. Sin embargo la

formulacién es més complicada.

La figura 2.3 muestra una regiéon O con complementario conexo sobre la botella
de Klein, pero que obviamente no puede ser un conjunto w-limite, puesto que una
orbita que se aproxime al punto u no se puede acercar al punto v a menos que tenga
puntos de acumulaciéon fuera de la frontera de O. Dicho de otro modo, el teorema
anterior del plano proyectivo no vale para el caso de la botella de Klein, con la misma

figura se puede observar que el de Vinograd tampoco es vélido en B?.

El objetivo de este apartado es presentar la caracterizacion mencionada del con-

introducir la notaciéon necesaria y el teorema.

O]

Figura 2.3: Una regién en B2 con complementario conexo y cuya frontera no es un conjunto w-limite

Definicién 2.4.2 (conjunto admisible). Un conjunto O, § & O ¢ B2, se dice
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admisible si es un conjunto abierto conexo con complementario conexo tal que una

de las dos alternativas siguientes ocurre:

1. O no contiene curvas de Jordan no homotopicamente nulas.

2. Si 8 C O es una curva de Jordan no homotépicamente nula entonces Bd O

esta dentro de la frontera de una de las componentes de O\ (.

Teorema 2.4.C. 1. Dado un flujo continuo sobre B?, ® : R x B> — B2, y dado

u € B? entonces we(u) es la frontera de un conjunto admisible en B?.

2. Reciprocamente, si ) es la frontera de un conjunto admisible O, entonces

existe un flujo suave ® : R x B> - B2 yu € O con Q = we(u).

Antes de pasar a la prueba introducimos el enunciado de dos lemas que son
necesarios en la prueba, estos dos lemas no son mas que casos concretos del lema
2.2.4. Aunque aqui estan enunciados en una version diferenciable que se obtiene

aplicando el teorema 1.5.3.

Lema 2.4.3. Sea 8 C B* una curva de Jordan no orientable. Entonces B*\(3 es
difeomorfa a P*\ C1D, donde D es un disco abierto.

Lema 2.4.4. Sea 3 C B? una curva de Jordan no homotépicamente nula. Entonces

ocurre una de las dos alternativas:

1. B*\f es conezo y difeomorfo a S*\(C1 Dy U Cl D), donde Dy y Dy son discos

abiertos disjuntos.

2. B\ = 01 UOy con O N Oy = 0 y existen embebimientos f; : O; — P? con
P2\ f:(O;) = C1D; donde D; es un disco abierto, i = 1,2.

En lo que queda de capitulo denotaremos por G al grupo de transformaciones
F : R? — R? generado por S(z,y) = (z+1,—y) y por T(z,y) = (z,y+1). Entonces
la botella de Klein puede ser vista tanto como un subconjunto de R* o como el
espacio cociente R?/ ~ donde dos puntos u, v € R? son equivalentes, u ~ v, si y
solo si existe F' € G tal que F(u) = v. La aplicacion p : R?/ ~— B? denotara la

aplicacion cociente definida por p(x) = [z]~.
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Prueba de la primera parte del teorema 2.4.C

Si la orbita asociada a u es una curva de Jordan o un punto singular la prueba
es bastante sencilla. Por lo que asumiremos que la orbita de u es diferente de una
curva de Jordan y de un punto singular y puesto que B? no admite recurrencias no
triviales tendremos que @, (R) Nwe(u) = 0. Descomponemos ahora U := B*\wg(u)
ied W; y definimos O := W), donde W}, es la
componente que contiene a ®,(R). Probemos que O es un conjunto admisible tal
que Bd O = wg(u).

en sus componente conexas U = [

Primero probamos la igualdad Bd O = wg(u). Puesto que ®,(R) C Oy wg(u) N
O = () tenemos we(u) C BdO. Reciprocamente, BAO = BdW,, = CIW,\W,, C
(Wi Uwe (1)) \Wi, = we(u).

Mostremos ahora que O es admisible. Para ello observemos primero que B\O =
wa (u)UU, 41 ;e s W es conexo. Supongamos lo contrario, entonces B*\O = C'UB con
ClICNB=CNCIB=0,C #0, B# 0y cada una de las componentes W; y we(u)
estén incluidas en o en B o C. Pongamos B = J;.; W Uws(u) y C = U,;, W;
donde k ¢ J1UJyy J1UJoU{k} = J. Como BAdW,, C we(u) para cualquier j, € Js
y C1C' N B = ) llegamos a una contradiccion y B?\O es conexo.

Sea finalmente 3 C O una curva de Jordan no homotopicamente nula, si su
complementario no es conexo descomponemos O\ en sus componentes conexas:
O\ = AU Ay, elijase t; suficientemente grande e i € {1,2} tal que ®,((t1,+00)) C
A; (esto es posible porque 3 N wg(u) = (), por lo que BAO C Bd 4;. Si B?\3 es
conexo tenemos que Bd O C Bd(O\f). Esto prueba que O es admisible y concluye

la prueba de la primera parte del teorema.

Prueba de la primera parte del teorema 2.4.C

En esta parte de la prueba distinguimos cuatro casos:
(i) O es simplemente conexo.
(ii) O contiene una curva de Jordan no orientable (.

(iii) O contiene una curva de Jordan orientable y no homotopicamente nula 3 de

forma que B?\ 3 es conexo.

(iv) O contiene una curva de Jordan orientable y no homotopicamente nula 3 tal

que B?\3 no es conexo.
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Caso (i) Adoptemos la notacion V = p~!(0) C R? y denotemos por W a una de
sus componentes conexas (p es la aplicacion recubridora antes introducida). Veamos

que ¢ = plw : W — O es un homeomorfismo.

Si ¢ no fuera inyectiva la aplicaciéon deberian existir dos puntos Ay, A; dentro de
W y una transformacion P : R? — R? de G tal que P(Ag) = A;. Tomese ahora un
arco (inyectivo) «: [0,1] — W con «(0) = Ay y a(1) = A; definase g : [0,1] — O
por B(t) = p o a(t). Obsérvese que [ es una curva de Jordan, ya que si no lo
fuera entonces p o (g,1) no serfa inyectiva y podemos tomar subintervalos cerrados

J C (0,1) para los que (| s es inyectiva y 3(J) es una curva de Jordan.

(£ no es homotodpicamente nula, en caso contrario existiria una homotopia H :
0,1]> — B? tal que H(t,0) = B(t), H(t,1) = p(Ag) = A para todo t € [0,1] y
H(1l,s) = H(0,s) = A para todo s € [0,1]. Levantemos la homotopia H a R?

que H(0,s) = Ag para cualquier s € [0,1], H(1,0) = A, y H(1,1) = Ay llegamos a
una contradiccion con la continuidad de H porque H(1,s) debe ser siempre igual a
un punto X € R? tal que A ~ X. Asf que 3 no es homotépicamente nula y llegamos
a una contradiccion que viene de suponer que ¢ no es inyectiva. Por lo tanto ¢ es

inyectiva.

Veamos ahora que ¢ es sobreyectiva. Si no lo fuera O\p(W) # () ademas, como p
es un homeomorfismo local y W es un conjunto abierto entonces p(W) es también
abierto. Por lo tanto debe existir un punto b € Bd p(IW) N O. Puesto que p es una
aplicacion recubridora, podemos tomar un pequeno entorno de b, U, C O, tal que
Uy y cada componente conexa de p~!(U,) son homeomorfos. Denotemos por V; a
una de las componentes de p~!(U,) que interseca a W y pongamos V = W U V.
Puesto que V' C p~!(O) es conexo se llega a una contradiccion con la definicion de
W. Entonces g es sobreyectiva. Ademés, como p es un homeomorfismo local, g es

una aplicaciéon abierta y continua y entonces ¢ es un homeomorfismo entre O y W.

Ademas aplicamos el teorema 1.5.3 y obtenemos que W y O también son di-
feomorfos [Thu97, p. 112], denotemos por i : W — O a un homeomorfismo entre
ambos. Ahora se usa que W es simplemente conexo y el teorema de Vinograd para
construir un flujo suave ¥ : R x R* — R? con u € W tal que wy(u) = BAW y con

puntos singulares en todo R?\W.

Sea Y : R x O — O un flujo suave definido porX (¢, z) = i(V(¢,i7(x))), entonces
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flujo suave @ : R x B2 — B? con las mismas 6rbitas en O, entonces wg(i(u)) = Bd O

lo que concluye la prueba en este caso.

Caso (ii) Sea f una curva de Jordan no orientable contenida en O. Pongamos
V = O\ y usemos el lema 2.4.3 para ver que B?\ 3 est4 embebido por una aplicacion
suave en P2, f : B*\3 — P? de tal manera que P?\ f(B?\3) es la clausura de un
disco abierto D. Puesto que f(V\f) es conexo por serlo V\j es conexo, W =
F(V\B)UCID C P? es también conexo y abierto. Ademas P*\W es conexo porque
PAW = f(B*\O) y O es admisible. Usemos ahora el teorema 2:4.B para obtener
un flujo suave ¥ : R x P? — P2 y un punto u € W tal que wy(u) = Bd W. Notemos
que este flujo se puede construir con el conjunto de puntos singulares conteniendo
a Cl D, en caso contrario, bastaria con multiplicar el campo de vectores asociado a
WU, G, por una funcién suave y positiva A : P — R, U {0} anuldndose s6lo en Cl D
y reemplazar u por un punto w en ¥, (R) tal que ¥, ([0, +00)) N ClD =0 y ¥ por

el flujo asociado a AG.

Sea A : R x B?\3 — B?\3 el flujo suave definido por A(t,v) = f~1(U(¢t, f(v))) ¥

_____

caso anterior. Por lo tanto we(f~'(u)) = Bd O que concluye la prueba.

Caso (iii) La prueba de este caso es igual que la del segundo teniendo en cuenta
que hay que aplicar el lema 2.4.4 y el teorema de Vinograd en lugar del lemma 2.4.3

y el teorema 2.4.B.

Caso (iv) Sea [ una curva de Jordan orientable y no homotopicamente nula
contenida en O. Tomemos V = O\ y usemos el lema 24.4 para ver que B?\3 se
descomponen en dos componentes By y By embebidas por aplicaciones suaves en
P? f; : B; — P2 Ademas P?\ f;(B;) = ClD; donde D; es un disco abierto, para
ie{1,2}.

Al ser O admisible se tiene que Bd O esta contenida o bien en B; o en Bs,
asumamos que BdO C By (la prueba del otro caso es igual). Definimos el conjunto
W = fi(V N By) UClDy, que es conexo porque V N By es conexo y f(V N By)
tiene puntos de acumulacién en Cl D;. P2\W es también conexo porque P*\W =
[ (BI\(VNBy))y Bi\(VNB) esigual a (B*\O) N B; que es conexo por hipotesis.

P? — P? y un punto u € W\ Cl Dy con wx(u) = BdW, ademéas ¥ se puede construir
de forma tal que cualquier punto de Cl D; es singular. Consideramos el flujo suave
A :R x By — By definido por A(t,v) = fi 1(2(t, f1(v))) v lo extendemos a un flujo



® : R x B> — B? usando el lemma 1:3.A. Ahora we(f~'(u)) = f~H(BAdW) =BdO,

lo que concluye la prueba.

2.5. Caracterizacién para superficies en general

perficies en general. Veamos un contraejemplo en superficies no compactas. Para ello

tomemos la superficie abierta

5 =R (U{(%,ox (— 0} {<0,0>}) .

Esta superficie esta dibujada en la figura 2.5. Claramente, el circulo C' puede ser
el conjunto w-limite de una oOrbita para un flujo adecuado, sin embargo C' no es la
frontera de ningiin anillo regular en la superficie S. De hecho, si U C S es un conjunto
abierto tal que BAU = (', entonces es necesario que Bd U contenga infinitos puntos
del conjunto (J;”,{(+,0),(=*,0)} U{(0,0)}, por lo tanto U no puede ser un anillo

regular.

YA

QO | =
KY

Figura 2.4: Representacién de un conjunto w-limite sobre una superficie S que no es una componente

de la frontera de un anillo regular



Capitulo 3

Orbitas recurrentes sobre
superficies generando conjuntos

w-limite con interior vacio

3.1. Introduccién

w-limite con interior vacio generado por érbitas recurrentes sobre el toro T?, ademéas
dicho conjunto no sélo es un conjunto w-limite sino que se trata de un conjunto

minimal.

Los conjuntos w-limites generados por érbitas recurrentes y con interior vacio

han permanecido hasta la década pasada muy poco estudiados y sélo antes de esta

menos profundos a este tema. Sin embargo en sus articulos no se estudia la estructura
de ellos sino que se trata mas bien de contar el niimero de w-limites recurrentes no
triviales diferentes que puede tener un flujo. Articulos de finales de los 80 [Oda89|
tenfan objetivos parecidos a los antiguos de Markley y Maier.

Como ya se expuso en el primer capitulo sabemos qué superficies no admiten 6r-

bitas recurrentes no triviales. Recordamos que por el teorema de Poincaré-Bendixson
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generalizado, en la esfera no cabe hablar de este tipo de érbitas. En cuanto a las
superficies de género uno, por un lado tenemos el toro donde si existen estas érbitas
y por otro se tiene el plano proyectivo que no puede tener orbitas recurrentes no

triviales por ser su recubridor orientable doble la esfera.

Si nos fijamos en las superficies orientables de género mayor o igual que dos
es obvio que pueden tener orbitas recurrentes pues estas superficies no son més
que sumas conexas de toros, los cuales pueden contener tales 6rbitas. Por ejemplo,
si quisiéramos construir una oOrbita recurrente, no periédica y no singular, con el
interior de su w-limite vacio bastaria con construir el flujo en el toro con una orbita
de estas caracteristicas y sumar conexamente este toro con otro constituido sélo de

puntos singulares.

La superficie no orientable de género dos, en cambio, no puede tener una orbita
recurrente definida sobre ella a menos que ésta sea una 6rbita periddica. Sin embargo
para las superficies no orientables de género mayor si se da la existencia de orbitas
recurrentes no triviales con el interior de su w-limite vacio. El procedimiento es el
mismo que se ha definido para la superficie orientable de género mayor que uno, pues
las superficies no orientables de género mayor que dos se pueden obtener sumando

conexamente el toro con bandas de Mobius.

El estudio de este tipo de recurrencias ha mantenido su interés durante toda la
segunda mitad del siglo XX e incluso su desconocimiento profundo ha dado lugar
a que teoremas como el de estabilidad estructural de Peixoto [PeiGd| se fueran al
qué y establece dicho teorema para la superficie no orientable de género tres, con
lo cual el teorema de Peixoto es vélido en todas las superficies orientables y las no

orientables de género menor o igual que tres.

3.2. El flujo de Denjoy

En esta seccion vamos a dar un método de construccion de flujos usando homo-

morfismos del circulo, estos flujos se llaman suspensiones de los homeomorfismos
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3.2.1. Suspensién de un homeomorfismo del circulo

En este apartado denotaremos por f : S! — S! a un homeomorfismo del circulo

y con ¢l definiremos la superficie My como vamos a explicar.

La superficie M;. Para definir M, partiremos del anillo S' x [0, 1] y definiremos

en ¢l la relacion de equivalencia que sigue.
(t,a) ~ (t',a’) siy solo si:
1. (t,a) = (t',d) o,
2. existe z € S! tal que (¢,a) = (z,1) y (¢',d’) = (f(z),0).
Con esta relacion de equivalencia definimos:
My =S"x[0,1]/ ~.
Es facil ver que cuando el homeomorfismo f conserva la orientacion la superficie

M es homeomorfa al toro T? y en caso contrario, cuando f invierte la orientacion,

entonces My es homeomorfa a la botella de Klein B2.

El flujo ®¢ : R x My — M¢. Usando la definicion de My y del homeomorfismo f,
para cada 7 € [0,1) y x € S! definimos:
O(t, v, 7)) = [f7 (), {t + 7],

donde [t + 7| (respectivamente {t + 7}) denota la parte entera (respectivamente
fraccional) del ntimero ¢ + 7. Es facil ver que @, es un flujo bien definido sobre M;

llamado suspension de f y que también denotaremos por

Sus(f).

Relacion entre f y Sus(f). Las dindmicas del homeomorfismo f y del flujo

Sus(f) estan estrechamente relacionadas. En concreto se tiene:

Proposicion 3.2.1. 1. Si f tiene una drbita densa, entonces el flujo Sus(f) tiene

una orbita densa.

2. Si f tiene una drbita recurrente no trivial entonces Sus(f) tiene una orbita

recurrente no trivial.

3. Si f tiene un orbita periddica, entonces Sus(f) tiene una orbita periddica.
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3.2.2. El homeomorfismo de Denjoy

La construccion del flujo de Denjoy se puede realizar mediante la suspension de
un homeomorfismo del circulo. Esbozaremos la construcciéon de este homeomorfismo

y lo utilizaremos para obtener el flujo que buscamos.

Para empezar fijaremos un poco de notacion:

1. Identificaremos S*(p) y el espacio que se obtiene del intervalo [0, p] identifican-

do los puntos finales.

2. Dado un ntmero § € R, Ry : S* — S! denotara la rotacion de angulo @ sobre
S!, es decir Ry(z) = x + 6(mod. 1).

S S
(In[+2)(In[+3)’

(.-

3. (an)nez denotard la bisucesion de nimeros reales tales que a, =

ademés a € R serd la suma de la bisucesion, es decir a = ),

Suponemos en lo que sigue que 6 € R\Q, tomamos un punto zy € S' y definimos
la sucesion (x,,),en de puntos de S! tales que x,, = R (). Puesto que 6 es irracional
se tendra que Cl{z, : n € N} = Sh.

Ahora tomamos para cada n € Z un intervalo abierto de longitud a,, G, =
(e, Bn) C S*(14a), de tal forma que la posicion relativa entre los intervalos (G, )nez

es la misma que la de los puntos de la bisucesion (x,,),ez.

Con esta definicién de los intervalos G, se tiene que Q = S'(1 + a)\ | G, es
i<yA
un conjunto de Cantor. El subconjunto de €2 que se obtiene quitando de éste los

extremos de los intervalos G,, se denota por €2°.

De la definiciéon que hemos dado de los conjuntos G,,, €2 v €2° podemos deducir

la existencia de una aplicacion
h:S'(1+a)—S!
tal que:
1. h es continua y conserva la orientacion,
2. h(Cl1G,) = z,,

3. h es inyectiva cuando se restringe su definiciéon al conjunto Q°.
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Ya estamos en condiciones de realizar ya la construccion del homeomorfismo de
Denjoy, su definicién no es directa sino que se hace a través de su derivada, ésta seré
la aplicacion

F: S'1+a) — R,
definida por

F(z)=1+k, (z — Oénc)Lgﬁn —a) sioz e G, = (an B,

donde se toma k,, = 6 <M — 1).

an

existe un homeomorfismo (homeomorfismo de Denjoy) f : S'(1 +a) — S*(1 + a)

cuya derivada es la aplicacion F'y que satisface las siguientes propiedades:
L. f(Q) =Q,
2. Rpoh="hof,
3. () =€,
4. para todo n € Z se verifica f(G,) = G,
5. para cualquier z € S!'(1 + a) se tiene que

wr(x) = {y € S' (1 +a) : I(ng)reny — +oo tal que (f™(z))ken — y} = Q.

3.2.3. Suspension del homeomorfismo de Denjoy

Los dos apartados anteriores nos permiten definir el flujo de Denjoy haciendo
la suspension del homeomorfismo de Denjoy, f : S'(1 + a) — S!'(1 + a). Con esta

suspension obtenemos el flujo:
Dy R x My — My,
En este caso, debido a que el homeomorfismo f conserva la orientacion, tenemos
que M; = T? y por lo tanto podemos reescribir el flujo como:
Dy R x T? — T2.
De la definicion de suspension de un homeomorfismo y de las propiedades del

homeomorfismo de Denjoy, se deducen facilmente las siguientes propiedades del flujo
0] fZ
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1. El flujo ® no tiene puntos singulares.

2. El flujo ®; no tiene o6rbitas periodicas.

3. Six € Q entonces Orbg, ([z,0]) es recurrente no trivial.

4. Si x € S'(1 + a)\Q entonces Orbg, ([x,0]) es no recurrente.

5. Existe un conjunto Sus(§2) C T? compacto, conexo y con interior vacio tal que
si [z, 7] € T? = My entonces we, ([z, 7]) = Sus(€2).

6. T?\Sus(Q2) tiene una tnica componente conexa.

El conjunto w-limite que aparece para el flujo de Denjoy, desde el punto de vista
topologico, ya esta estudiado. En efecto, a pesar de ser Sus(§2) el conjunto w-limite
de oOrbitas recurrentes no triviales también es el conjunto w-limite de 6rbitas no
recurrentes. En consecuencia, por el teorema 2:3.A, C' es una componente de la

frontera de un anillo regular.

Antes de centrar nuestra atencién en estudiar conjuntos w-limite con interior
vacio de orbitas recurrentes no triviales conviene plantearse si realmente existen
ejemplos de éstos conjuntos sin que sean w-limite de 6rbitas no recurrentes. Vemos

un ejemplo de tales conjuntos en el apartado siguiente.

3.2.4. Modificaciones del ejemplo de Denjoy

Fijemos un punto y € Q\Q° C S'(1 + @) y una sucesién de nimeros enteros

(ng)ken tales que:

1. La sucesion de intervalos (G, )ren estda ordenada de forma creciente (ver la
figura B.1).

2. Tanto +00 como —oo son puntos de acumulacion de (1) ken-

3. Todos los puntos de los intervalos GG, son menores que y € ClG,, para algin
m € Z.

4. y € BdUyey Goy

5. D = C1U,y Gy = {7} UUpey C1 G,
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Gy, G, Gny, G,
(
<

4 \ [ \ I \
\ \

Gn
(
7 — <

\

5
\
/ /

U 14+a
Figura 3.1: Eleccién de los intervalos G,

Antes de seguir es necesario enunciar un lema geométrico sobre la esfera S?.

Lema 3.2.2. Sea U un abierto conexo ) C U C S* y definamos en S* la relacion

de equivalencia x ~ y si y solo si:

1.z=yo

2. x ey pertenecen a una misma componente de S*\U.

Entonces S*/ ~ es homeomorfo a S*.

y consiste en ver que S?/ ~ es un espacio de Janiszewskif), contiene méas de un punto
y para cada z € S?/ ~ se tiene que S?/ ~ \{x} es conexo. A partir de ahi se aplica

un teorema que nos dice que cualquier espacio con estas propiedades es homeomorfo
a S? (ver [Kur6§, paginas 154 y 531]). O

Segun el teorema de Gutiérrez, cualquier flujo es topologicamente equivalente a
un flujo de clase C* (ver [IGut86]), asi que no es restrictivo suponer que el flujo
es de clase C!, en caso contrario hariamos el razonamiento con el flujo equivalente
a @; de clase C'. Como el conjunto E = {[z,1] : x € D} C My = T? es cerrado en
T?, podemos modificar el flujo ®; sobre el toro (multiplicando el campo de vectores
asociado a @, G¢, por una funcioén escalar positiva que se anule inicamente sobre F,
Af, v luego considerando el flujo asociado al campo de vectores A\;G) para obtener
un flujo

®; R x T? — T?

que verifique:

1'Un espacio se dice de Janiszewski cuando es Hausdorff, compacto, conexo, localmente conexo y
se verifica ademés: para cada par de subconjuntos compactos y conexos, A; y As, tales que A1 N Ag
no es conexo existen puntos, x e y, en el complementario de A; U A que no estan simultdneamente

contenidos en ningtn compacto y conexo del complementario de A; U A (se puede ver la definicion
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1. Todos los puntos de E son singulares para d f-

2. Las orbitas de ®; que no intersecan al conjunto £ siguen siendo orbitas de

;.

Definimos ahora la relaciéon de equivalencia ~g sobre T? de la siguiente forma:

x ~gysiy solo si

1. =y o,

2. x e y pertenecen a la misma componente conexa de E.

Aplicando ahora ¢l lema B2.2 a T*\{[z, 1] : # € S'(1 4 a)}, que es homeomorfo
a S2,, se puede ver que T% := T?/., y T? son homeomorfos. Denotaremos por
p : T? — T% a la aplicacién cociente, por {z}r a la clase de equivalencia de un
punto z € T? y para cada conjunto A C T?, {A}g representa el conjunto de las

clases de equivalencia de los elementos de A, es decir {A}r = {p(z) : z € E}.

Es facil ver que el flujo ZI\Jf 'R x (T3\{E}r) — T%\{E} g definido por:

Os(t, {}e) = p(Ps(t,p~"(2))),

esta bien definido. Este lo podemos extender a todo T% con ayuda del lema 173.4,

la extension la seguimos llamando ®; para no recargar la notacion.

Finalmente si llamamos g : T?> — T% al homeomorfismo existente entre T? y T%,

utilizamos el flujo d 7 para definir otro con las mismas propiedades sobre T:

~

;0 RxT2 — T?
() — g (st g(x))).

De la definicion del flujo se siguen facilmente las siguientes propiedades:

1. Para todo u € T?\Sus(Q) se tiene que g~!'({u}x) es un punto no recurrente,
en concreto para todo € |J,, oy Gn se tiene que g7'({[z,1]}£) es un punto no

recurrente.

2. La segunda propiedad anterior se puede refinar todavia mas, para todo = €

U,.en C1G,, se tiene que g~'({[x, 1]} ) es un punto no recurrente.
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3. Para todo = € Q° se tiene que ¢~ ({[z, 1]} £) es un punto recurrente no trivial.

Ademés existe un conjunto compacto, conexo y con interior vacio I’ tal que
ws (97 Lo, U}e) = az (97 ({2, 1}p)) = F.
f f

4. Si z es un punto no recurrente entonces tanto w= (z) como az (z) son conjun-
! !
tos formados por un solo punto.
5. T?\F tiene un nimero infinito de componentes conexas, ninguna de las cuales

contiene en la frontera a F'.

Asi que hemos construido el flujo d ¢ para el que existen puntos cuyo w-limite es
F. Ademas no existe ningiin flujo definido sobre T? que tenga a F como el conjunto

w-limite de una 6rbita no recurrente.

3.3. Ndmero de w-limites generados por érbitas re-

currentes

Vamos a presentar en este apartado los resultados que hemos comentado en la
introduccion relativos al niumero de w-limites diferentes de orbitas recurrentes no

triviales que admite un flujo.

Recordamos que todas las superficies compactas, conexas y orientables salvo la
esfera admiten flujos suaves con érbitas recurrentes cuyos conjuntos w-limites tienen
interior vacio. También se tiene que todas las superficies compactas, conexas y no
orientables salvo la botella de Klein y el plano proyectivo admiten flujos suaves con

orbitas recurrentes cuyos conjuntos w-limites tienen interior vacio.

Hacemos notar que, para un flujo determinado, el nimero de w-limites diferentes
de orbitas recurrentes no triviales con interior vacio puede ser mayor que uno. En
principio los resultados aludidos en el parrafo precedente nos dicen que existe uno,
pero no nos limitan el nimero méximo. El primero en limitar este nimero fue Maier

para las superficies orientables en [Mail3|, posteriormente Markley hizo lo propio

______

ambos.

Proposicion 3.3.1 (Maier, [Maid3]). Sea S una superficie compacta y coneza,

|
| SRR ——

O :RxS — S un flujo continuo y x ey dos puntos recurrentes para . Sty € we(x)

entonces we(xr) = we(y).
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Y ahora exponemos los teoremas que limitan el nimero de w-limites diferentes

generados por orbitas recurrentes no triviales.

pacta, conexa y orientable de género p tiene como mucho p w-limites con interior
vacio diferentes, generados por orbitas recurrentes no triviales. Ademds este nimero

se alcanza por algin flujo.

Finalmente, Markley utiliz6 este resultado para generalizarlo a las superficies no
orientables, la técnica consiste en levantar el flujo de una superficie no orientable
a una orientable por el recubridor de dos hojas, aprovechar el resultado anterior y
traducirlo mediante el recubridor a la superficie no orientable de partida. El mismo

resultado lo demostré también Aranson independientemente.

Teorema 3.3.3 (Aranson-Markley, [Ara69, Mar69a]). Un flujo continuo sobre

------------- 1
. . . . —1 oo

una superficie compacta no orientable de género p tiene como mucho [pT] w-limites

diferentes con interior vacio, generados por orbitas recurrentes no triviales. Ademds

este numero siempre se alcanza por algun flujo.

3.4. Enunciado del teorema de estructura de los
conjuntos w-limites con interior vacio genera-

dos por 6rbitas recurrentes no triviales

En esta seccion vamos a presentar la caracterizacion de conjuntos w-limites con
interior vacio generados por érbitas recurrentes no triviales. Para ello tenemos que
introducir algunas definiciones previas en las que utilizaremos la nocién de superficie,

todas estas superficies son conexas y posiblemente con frontera combinatoria.

Fijaremos una distancia, dist : S x S — [0, 400], compatible con la topologia
sobre la superficie S en la que deseamos dar una caracterizacion de los conjuntos

w-limites. La bola abierta con centro en u y radio € se define por la igualdad:
D(u,€) :={u e S :dist(u,p) < €}.

Definicion 3.4.1 (puntos interiores y finales de un arco). Si A es un arco
y ¢ : a,b] — A es una parametrizacion de A entonces llamaremos a los puntos

ola) = uy @(b) = v puntos finales del arco A. Los deméas puntos del arco se
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llaman puntos internosi de A y el conjunto unién de todos ellos recibe el nombre

de conjunto interno de A y lo denotaremos por Inn A.

Usaremos la notacion A = [u;v], Inn A = (u;v). Si A es un arco orientado (véase
la definicion 1°5.%4 en la pagina 48) y ¢ es una parametrizacion compatible con la
orientacion entonces usaremos la notacion [u,v]| y llamaremos a u el punto inicial
de Ay a v el punto final de A.

Definicion 3.4.2 (distancias entre arcos (Hausdorff y Fréchet)). Sean A y
B dos arcos sobre una superficie S. Definiremos la distancia de Hausdorff entre A
y B por la relacion

dy(A,B) = max{rileaj( min dist(u, v), méx min dist(u, v)}.

Si adicionalmente A y B son arcos orientados entonces definimos la distancia Fréchet
entre Ay B por

dr(A, B) = fnf Sup dist (u, h(u)),

donde H es la familia de homeomorfismos, h : A — B, que conservan la orientaciones
entre A y B. Por supuesto, se entiende que h conserva la orientacion entre Ay B
si cuando ¢ : I — A es compatible con la orientaciéon de A entonces la composicion
h o ¢ es compatible con la de B.

Definicion 3.4.3 (entorno regular de Whitney). Sea B una familia de curvas
en S, p € B € By O un entorno de p. Diremos que O es un entorno reqular de

Whitney del punto p si para cada € > 0 existe un ntimero real § > 0 tal que:

(a) si[p';q¢'] € ONB' paraalgin B’ € By dist(p/, ¢') < J, entonces diam([p'; ¢']) < ¢;

(b) si[p;q) cONB,p € ON B para algin B’ € By dist(p,p') < 0, entonces hay
algtin [p';¢'] C O N B’ tal que du([p;ql, [p';¢']) < e

Diremos que B es reqular en el sentido de Whitney si todos los puntos de todas las

curvas B € B tienen un entorno regular de Whitney.

Observacion 3.4.1. Si todas las curvas de una familia B son inmersiones de R o S!,
son disjuntas dos a dos y rellenan un subconjunto abierto U de S se dice que la

familia B es completa. Cuando B es completa:

2Preferimos llamarlos puntos internos y no puntos interiores para evitar confusiéon con la nocién

topologica de punto interior de un conjunto.
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la propiedad: para cada p € B € B existe un entorno D de p en O y un
homeomorfismo A : [0,1] x [0,1] — D tal que cualquier arco h([0,1] x {z}),
x € [0, 1] esté incluido en alguna curva de B.

Whitney probo en [Whi4f] que la propiedad (a) de la definicion 3.4°3 es re-

1
| A ——

dundante (esto no es cierto en general si la familia B no es completa).

Si en la definicion 3:4.3 asumimos que todas las curvas de B son orientables (con
sus subarcos heredando las orientaciones correspondientes) y reemplazamos (b)

por:

(b)’ si [p,q] € ON B (resp. [¢,p) C ONB), p € ON B pa-
ra algun B' € B y dist(p,p’) < 0, entonces existe algun [p,q'] C
ONB (resp. [¢,p)] C ONB') tal que dr([p,ql,[p,q]) < € (resp.
dr([g,pl. [d', P]) <€),

entonces decimos que B es una familia completa, orientable y reqular en el
para una referencia reciente) que si B es una familia completa, orientable y
regular en el sentido de Whitney en S y O es la unién de todas las curvas de B
entonces existe un flujo ® : Rx .S — S tal que cada curva de F es una orbita de
®. Ademas, los puntos de S\O son exactamente los puntos singulares de ® y
las orientaciones de cada una de las curvas de B coinciden con las orientaciones

de las correspondientes 6rbitas de ®.

Definicién 3.4.4 (superficie girando alrededor de un circulo). Sea R C S

una superficie y C' C S un circulo orientable no homotépicamente nulo. Diremos

que R gira alrededor de C' si existe un embebimiento, ¢ : [0, 1] x [0, 1] — R, tal que:

(1) ¢((0,1) x (0,1)) € R\ (ORU C);

(ii) o([0,1] x {0,1}) C 9k;

(iii) ¢({0,1} x [0,1]) C C;

(iv) sie > 0 essuficientemente pequeno entonces ¢((0, €] x[0,1]) y ¢([1—¢, 1) %[0, 1])

estan en lados opuestos de C.
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El conjunto ¢([0, 1] x [0, 1]) recibe el nombre de seccion de giro de R y el conjunto
#([0,1] x {0,1}) es su frontera de giro. También denotaremos al conjunto union de

todas las secciones de giro de R por T(R) y a la union de todas las fronteras de giro
por T(OR).

Esta claro que las definiciones previas dependen del circulo C, asi que siempre

debera estar claro a qué circulo nos estamos refiriendo para que no haya confusion.

Definicion 3.4.5 (familia realizable para C'). Sea {R,}>, una familia de su-
perficies simplemente conexas sobre S disjuntas dos a dos. Sea C' C S un circulo
orientable no homotopicamente nulo. Diremos que {R,,}°°, es una familia realizable

respecto a C' si se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) todas las superficies R, giran alrededor del circulo C'y para cada indice m, el
conjunto R,,, UCL({J, T(R,)) es un entorno de OR,,;

(ii) la familia de las componentes de todas las fronteras combinatorias OR,, es re-
gular en el sentido de Whitney;

(iii) para cada u,v € |J,Bd R, y € > 0 existe un arco A en | J~ , OR, que satisface
dist(u, A) < ¢, dist(v, A) < e.

Enunciamos ya el teorema que caracteriza los conjuntos w-limites con interior

vacio de puntos recurrentes no triviales.

Teorema 3.4.A (Caracterizacion de conjuntos w-limites con interior vacio
generados por 6rbitas recurrentes no triviales). Sea S una superficie compacta

y conexa y Q C S tal que Int Q = ().

(1) Supongamos que Q es el conjunto w-limite de un punto recurrente de algin
flujo definido sobre S pero no es el w-limite de ningin punto no recurrente de
ningin flujo definido sobre S. Entonces existe una familia realizable { R, }>,

para algin circulo no homotopicamente nulo, C, tal que Q = BdJ,, R,.

(ii) Asumamos que eziste una familia realizable { R}, para algin circulo no ho-
motopicamente nulo, C, con Q = BdJ,, R,,. Entonces existe un flujo definido
sobre S (topoldgicamente equivalente a un flujo suave definido sobre S) que
tiene a ) como el conjunto w-limite de uno de sus puntos recurrentes. Sin em-
bargo, no existe ningun flujo definido sobre S que tiene a 2 como el conjunto

w-limite de alguno de sus puntos no recurrentes.
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La formulaciéon de esta caracterizacion es bastante complicada. Sin embargo ha-
cemos notar que ninguna de las hipotesis involucradas es redundante. De hecho,
existen familias { R}, de superficies simplemente conexas disjuntas dos a dos so-
bre el toro T? satisfaciendo dos de las tres condiciones de la definicion 874.5 y tal que
Bd |, R, no es un conjunto w-limite para ningtn flujo sobre T2. Mas concretamente,

se pueden poner contracjemplost: de cuatro tipos:

1. Por un lado podemos encontrar contraejemplos que satisfacen las condiciones
(ii), (iii) e incluso satisfaciendo que todas las superficies R, giran alrededor
de un circulo C' no homotépicamente nulo. Es decir, existen contraejemplos

donde so6lo una de las condiciones de las dos agrupadas en (i) no se satisface.

2. Por otro lado se pueden dar contracjemplos (incluso en la esfera S?) que sa-
tisfacen (ii) y (iii) y tal que R,, UCL(J, T(R,)) es un entorno de dR,, para

todo mil.

3. También existen familias que satisfacen (i) y (iii) de la definicion B:4.5 y solo

no verifican (a) o (b) en la definicion B.4.3.

4. La condicién (iii) de la definicion 8.4.5 se puede interpretar como una forma
fuerte de conexion. En este sentido se pueden dar también contraecjemplos para

los que se satisfacen (i) y (ii) y el conjunto BdJ, R, es conexob.

Obsérvese finalmente que la parte referente a la suavidad en el teorema no es
6ptima y no se puede mejorar ya que es facil dar ejemplos de conjuntos €2 como los

del teorema que no son conjuntos w-limites de flujos de clase C°F.

3La descripciéon de estas familias se hara en la seccion g_-?l

4Nota por eliminar: Aqui el ejemplo que se puede poner es anélogo al flujo de Denjoy en el
Toro, se parte de la foliacién irracional en la esfera, se hace un procedimiento de blowing up como
se explica en [EA:B:Z:Q:G, pagina 32] y se obtiene un flujo que no tiene oérbitas recurrentes pero que
tiene un conjunto w-limite € tipo cantor. Ademas S?\(2 tiene una tinica componente conexa. Para
obtener el flujo deseado es necesario cortar esta componente como se hace en la modificacion del
ejemplo de Denjoy.

®Nota por eliminar: Este ejemplo se conseguirfa modificando el ejemplo de Denjoy, en con-
creto habria que dividir el complementario del conjunto w-limite de Denjoy en infinitas secciones
de giro, cada una de la cuales interseca a C' solo 3 veces (cuidado porque puede que no se satisfaga
la propiedad (i)-segunda parte).

5Nota por eliminar: No sé cual serfa el ejemplo para esta afirmacion
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3.5. Prueba de la primera parte del teorema 3.4.A

Durante todo esta seccion fijaremos una superficie compacta y conexa S, un flujo
sobre ella @ : R x .S — S y un conjunto 2 C S tal que:

1. Int Q = 0,
2. existe un punto u € S tal que Q = wq(u) 3 u,

3. no existe ningun flujo sobre S que tenga a ) como el conjunto w-limite de

ningtin punto que no pertenezca a ).

Bajo estas hipotesis es facil ver que €2 no es la frontera de ninguna de las com-
ponentes de S\€2.

Lema 3.5.1. Sea O una componente de S\Q2. Entonces ®,(R) NBdO = 0.

Demostracion. Procedemos por reduccion al absurdo, es decir, suponemos que Bd O =
Q) y distinguiremos dos casos dependiendo de si O es simplemente conexo o no. En
ambos casos obtendremos que €2 es una componente conexa de la frontera de un

anillo regular.

1. Si O es simplemente conexo y p es un punto de O entonces ) una de las

componentes de la frontera del anillo regular O\{p} (la otra es el punto p).

2. Si O no es simplemente conexo usamos los lemas 2:2.4 y 277.2 un nimero finito
de veces para obtener circulos en O, disjuntos dos a dos y no homotopicamente
nulos, {C;},, y una superficie compacta sin frontera N tal que O\ | J;_, C; es
homeomorfo a una region V' C N que verifica que V' U {¢; }3:1 es simplemente

conexa para ciertos puntos ¢; de N.

Sea h : O\, C; — V el citado homeomorfismo, D C V un circulo
que acota una regiéon que contiene a los puntos ¢; y U la componente de
O\(h"HD) Ui, C;) que tiene a Q en su frontera. Ahora es claro que U es

un anillo regular y que € es una de las componentes de la frontera (la otra es
h=1(D)).

Asi que en ambos casos hemos visto que €2 es una componente de la frontera
de un anillo regular contenido en S. Finalmente usando el teorema 2.3.Ar se puede
construir un flujo sobre S que tiene a €2 como el w-limite de un punto no recurrente,

pero esto es una contradiccion con las propiedades de €. O
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El lema 8.5.1 implica en concreto que u es recurrente no trivial. Ademaés, por un
teorema de Cherry (ver por ejemplo [ABZ90, pagina 57, teorema 2.1]) se tiene que

[}
| ey

ag(u) = we(u) = Q.
Antes de entrar en los detalles de la prueba necesitamos presentar nueva notacion

Definicion 3.5.2 (entorno paralelizable). Un conjunto cerrado N C S se dice
que es un entorno paralelizable’, (del flujo ® ) si existe un homeomorfismo 6 : [—1, 1] x
[—1,1] — N tal que para cada s € [—1,1], 0([—1,1] x {s}) es una suborbita de ®.

Es conveniente recordar que para cualquier punto no singular de un flujo ® existe

un entorno paralelizable que lo contiene, la demostracion se puede ver por ejemplo

Definicion 3.5.3 (circulo transversal). Un circulo orientable C' C S se dice

transversal al flujo ® cuando para cada punto y € C' existe un entorno paralelizable
N, (0, : [-1,1] x [-1,1] — N,)) para la que 6,(0,0) =y y ({0} x [-1,1]) = N,NC.

El siguiente lema de Gutiérrez, ver [IGut78, lema 1.2], justifica la existencia de

circulos transversales a nuestro flujo ®.

Lema 3.5.4 (Gutiérrez). Existe un circulo C no homotdpicamente nulo, trans-

versal al flujo ® y que interseca a la orbita @, (R)P.

Durante el resto de la secciéon, C' denotara un circulo fijo que satisface las con-
diciones del lema anterior y en él tomaremos la particion A(C') formada por todos

los arcost, [a;b] C C, que satisfacen una de las dos condiciones siguientes:

(i) [a;b] es la clausura de una componente de C'\{.

(ii) @ = by a no pertenece a la clausura de ninguna componente de C'\ Q2.

Denotemos por f: D C C'— C ala aplicacion directa de Poincaré inducida por
el flujo @, esto es:

f(’U) = (I)t(v)7

"Traduccion del término inglés flow bo.
8Nota por eliminar: Mirar en el articulo de Gutiérrez si esté puesto que C' es no homotopi-

camente nulo.
9 Algunos pueden ser degenerados.
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siendo ¢t > 0 el nimero real positivo més pequeno tal que ®;(v) € C. Si no exis-
te ningtn numero t que satisface esta condicion entonces la aplicacion directa de
Poincaré no esta definida en v.

Definicion 3.5.5 (aplicacion directa de Gutiérrez). La aplicacion directa de

Gutiérrez se define como sigue
[CL; b] - [Ca d]?

donde [c; d] viene definido por una de las siguientes condiciones:

" a:becbu(R)yC:d:f(a);

w [a;0)N®, (R) = () y existen sucesiones de puntos {p, }°°,, {¢.}>2, en DN, (R)
verificando:
1. lim,, o pp = a.
lim,, s g, = b.
lim,, . f(pn) = c.
1y, o0 f(gn) = d.
[a: 8] C [pn; gl ¥ [e5d] C [f (pn); f(gn)]-

Para cada n € N existe un disco cerrado cuya frontera es [p,;q,] U

[ F(0)] U L (0n); (@0)] U [ f () JM%

SR A

Observacion 3.5.1 (Aplicaciones inversas de Poincaré y Gutiérrez). Cambiando los
tiempos (variable t) positivos por negativos en la definicién de aplicacion directa de

Poincaré se obtiene la aplicacion inversa de Poincaré, que denotaremos por g : E C

C— C.

Después, cambiando f por g en la definiciéon de aplicacion directa de Gutiérrez

obtenemos la aplicacion inversa de Gutiérrez go = € C A(C) — A(C).

Obsérvese que f y g por un lado y fo v gc por otro son aplicaciones inversas
una de otra alla donde la composicion entre ellas tenga sentido. Asi que usaremos

también la notaciéon:

1. g=fL

O7p,, f(pn)] ¥ [gn, f(gn)] denotan arcos que estan contenidos en oérbitas de ®.
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2. go = fc_l
3. f'(p) =9 '(p) sii € Z\N.
4. fL(A) =gz'(A) sii € Z\N.

Definicién 3.5.6 (6rbitas directas e inversas completas y arcos directa e
inversamente consistentes). Llamaremos drbita directa completa (resp. drbita
inversa completa) de fo a la sucesion {f&(A)}2, (resp. {f5'(A)}2,) cuando estd
bien definida.

Sea A € D (resp. A € £) un arco no degenerado. Diremos que A es directamen-
te consistente (resp. inversamente consistente) si existe una componente de S\

intersecando tanto a A como a fo(A) (resp. tanto a A como a f5'(A)) .

podemos enunciar el teorema que sigue.

Teorema 3.5.7 (Gutiérrez). Se satisfacen las siguientes propiedades:

(1) CNQ es un subconjunto de C' de tipo Cantor (por lo tanto A(C) = C' cuando
a A(C) se le dota de la topologia cociente);

(ii) A(C)\ (DUE) es finito;
(iii) cualquier orbita directa o inversa completa de fc es densa en A(C).

Lema 3.5.8. La aplicacion fc no tiene drbitas directas (resp. inversas) completas

de arcos directamente consistentes (resp. inversamente consistentes).

Demostracion. Procedemos por reducciéon al absurdo suponiendo que existen tales
orbitas completas. Entonces alguna de las sucesiones {f&(A)}32, 0 {f5"(A)}2, esta
bien definida y es densa en A(C') por el teorema 8.5.7(iii). Puesto que existe una
componente O de S \ Q que interseca a todos los arcos de esta sucesion densa,
obtenemos que ®,(R) N C C BdO, lo que contradice el lema 8.5.1. O

Lema 3.5.9. Sea O una componente de S\ que interseca a algin A € DNE y
sea B la familia de orbitas de ® contenidas en BA O que intersecan a C'. Entonces

T =0 UUpep B es una superficie simplemente conexa.
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Demostracion. Usamos el lema B:5.§ para obtener enteros no negativos minimales,
[y m, tales que fL(A) no es directamente consistente y f5™(A) no es inversamente

consistente.
Empezamos mostrando que 7 es una superficie. Para ello definimos f5(A)

[ai; b;] si —(m+1) < i <1+1,y tomamos puntos {p,}°>, {¢.}°2; de DN @, (R)

que satisfacen:

= para cada n, [a; 0] C [f'(pa); f1(gn)] st —(m+1) <i <1+ 14
= para cada n,

B, = [f_(m+l)(pn)§ f_(m+1)(Qn)] U [f_(m+1)(pn)v le(pn)]
UL~ (g): £ (gn)] U LA 0n)s £ ()]

es la frontera de un disco cerrado, D,,, que interseca a C solo en los arcos
[fi(pn); f'(qn)] para todo —(m + 1) <7 <[+ 1%

Recalcamos que [a;0;] C T si —m < i < [, y para cualquier n, TN B, =0y
T O ([f (pn); fi(gn)]\|as; bs]) = 0 si —m < i < 1. Por lo tanto se tiene que T'C D; y
por la continuidad de f y la transversalidad de C' que T es localmente homeomorfo
a un disco cerrado en todos los puntos a;,b; con —m < i <[ (y en consecuencia en

todos los puntos de T por la definicion de B). Asi que T' es una superficie.

Solo queda por probar que T' (o el abierto O) es simplemente conexo. Puesto
que S\ O es conexo y O N By =, D; \ O es también conexo. Por lo tanto O es

simplemente conexo. O

Ya estamos preparados para realizar la prueba de la primera parte del teore-

ma B.4.A. Denotemos por {R,}, a la familia de superficies R tales que:

1. Int R = O se encuentra en las condiciones del lema 3.5.9,

2. OR es el conjunto de puntos v tales que ®,(t) € C'y ®,(s) € C para ciertos
t<0<s,

3. R gira alrededor de C.

D es el dominio de la aplicacién directa de Poincaré
21=m+D(p,), F )] vy [f~ Y (gn); £ (gn)] denotan arcos contenidos en 6rbitas de ®.
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Observemos que para cada n, R, es una superficie simplemente conexa bien
definida debido al lema3.5.9. La igualdad Q = Bd |, R, sigue facilmente ya que, por
la continuidad de @, la transversalidad de C'y el teorema 8.5.7[(i) y (ii)], cualquier
arco de A(C') suficientemente cercano a un punto de ®,(R)NC esté incluido en una

seccion de giro de alguna superficie R,,.

Ahora probamos que {R,}, es una familia realizable para C. Claramente las
superficies R,, son disjuntas dos a dos y, en vista de la igualdad Q = BdlJ, R, y
del lema B.5.1;, la familia { R, },, es infinita. La existencia de un entorno paralelizable
conteniendo a cada punto no singular de S y el hecho de que cualquier componente
de OR,, es de la forma ®,(/) para algin v € S y algun intervalo I garantiza que
se satisfaga la propiedad (ii) de la definicion 8:4.5. Las propiedades (i) y (iii) de la
definicion B:4.5 se puede probar de una manera similar a como se ha procedido para
ver que Q = Bd/J, R,.

3.6. Prueba de la segunda parte del teorema 3:4:A
Esta parte de la prueba es més complicada que la primera y la dividiremos en
varias secciones en las que se probaran resultados auxiliares que se utilizaran para

la construccion del flujo. Empezamos con la definicion de familia casi regular.

Definicion 3.6.1 (familia casi regular). Sea B una familia de curvas en la su-
perficie S'y D C S. Diremos que B es casi reqular en D si para cada € > 0 existe
un § > 0 tal que si [p';¢'] € DN B’ para algin B’ € By dist(p,¢') < §, entonces
diam([p’; ¢']) < e.

Si B es casi regular en .S entonces diremos solamente que B es casi reqular.

Lema 3.6.2. Sea B una familia casi reqular de arcos. Entonces existen parame-
trizaciones pp : [0,1] — B para cualquier B € B tal que la familia {¢p}pes es

equicontinua.

Demostracion. Tomamos particiones P", r € N, de S formadas por discos cerrados
de didmetros menores o iguales que 1/r cuyos interiores son disjuntos dos a dos.
Podemos suponer que cada P"! refina P", es decir, si T € P! entonces existe
algin P € P" tal que T' C P.

Ahora es facil construir por induccién para cada arco B € B particiones del in-

tervalo [0, 1], Q" = Q%, con cada Q"™ refinando Q", y definir correspondientemente
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la aplicaciéon ¢ de manera que:

= todos los intervalos de Q! tienen la misma longitud,;

= todos los intervalos de Q™t! incluidos en el mismo intervalo de Q" tienen la

misma longitud;

= para cada intervalo [a,b] € Q" existe algtin disco cerrado, T' € P’, tal que
{eB(a),epb)} C Ty p([0,1]\ [a,b) NT = 0.

La equicontinuidad de las aplicaciones ¢p sigue de la definicién 8.6.1 y del he-
cho de que todos los intervalos de la particion Q" tienen como minimo longitud
1/(IT7_, Card P?). O

A lo largo de toda esta seccion { R, },, denotara una familia realizable para algin

circulo C'y A sera la familia de las componentes de de todas las fronteras OR,,.

Notacién 3.6.3 (Conjunto de Cantor, particiones, refinamientos). K deno-
tara el conjunto ternario de Cantor, {(a;, b;)}5°, seréd la familia de componentes de
0,1\ Ky N = U= {a:, bi}.

Una particion de K sera una descomposicion de K en una union finita de conjun-
tos disjuntos dos a dos, cada uno de los cuales es la interseccion de algtin subintervalo
compacto de [0, 1] con K. Como antes, si P, Q son particiones de K entonces decimos
que Q refina a P si para cada L € Q existe algin M € P tal que L C M.

3.6.1. Regularizacion de las fronteras de las superficies Rz,

Empezamos este apartado introduciendo la nociéon de arco regularizable. El ob-

jetivo final serd ver que todo arco A C dR,, es regularizable.

Definicion 3.6.4 (arco regularizable). Sea A’ C OR,, un arco. Se dice que A’ es

regularizable si existe un embebimiento A : [0, 1] x [0, 1] — S tal que

(i) R([0,1] x {0}) = A"y h([0,1] x {1}) C T(OR,) para algtn [;

(ii) para cada i € N existe algun Ry tal que h([0, 1] x (a;,b;)) C Int Ry N T (Ry) v

Una aplicaciéon como h recibe el nombre de reqularizacion de A’.
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Lema 3.6.5. Sea p € OR,, para algin m. Entonces existen arcos arcos A, B,Y, Z,

un entorno abierto U de p, y una familia de arcos & tales que:

(i) las curvas Inn A, Inn B, Inn Y, Inn Z son disjuntas dos a dos y eziste un disco
cerrado D tal que BAD = AUBUY U Z. Ademds:
e pclnnA.
e DNR, =ACOR,,.
e DNR,NW =B C Y(0R)) para algin | € N y algin entorno W de R;.

Eziste una curva (p;q) C U NInt D con q € Inn B.

€ es la familia de arcos de |, Y(OR,) que estin dentro de D y que

intersecan a Bd D exactamente en un punto de Y y en uno de Z;
(1) siw e IntUNDNY, T(OR,) entonces existe algin E € £ tal que u € E;
(111) |, Y(R,) es denso en D;

() A es casi reqular en D.

Demostracion. Sea O un disco abierto pequeno que contiene a p (siendo C1O un
disco cerrado) tal que:

A es casi regular en O (definicion B:4.5(ii)) y (3.6.1)
O CR,UCL{, T(R,) (definicion B:4.5(1)). (3.6.2)
También suponemos que existe un arco A = [r;q] C OR,, con p € (r;q) C Oy

r,q € BdO, que descompone a O en dos discos, uno de ellos incluido en Int R,,
y el otro, que denotaremos por V', disjunto de R,,. En concreto téngase en cuenta
que si u € O N BdR, para algin n # m entonces u € T(OR,,) y existe un arco
[74; qu] € CLO con u € (ry;qu) C Oy 1y, q, € BAV \ A. Fijamos ahora un entorno
U mas pequeno y abierto de p y denotamos por D a la familia de todos los arcos de
antes [r,, ¢,] tales que u € U, ver la figura 8:2. Entonces:
inf diam X > 0. (3.6.3)
XeD
Definimos en D una relacion de equivalencia &~ como sigue. Si X, X’ € D entonces

decimos que X ~ X’ si X = X’ o las siguientes condiciones se satisfacen:
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Figura 3.2: llustracién sobre la definicion de O, U, V' y los arcos [ry; qu]

= 0 X no esté incluido en el disco cerrado contenido en C1 V' y delimitado por X’
y A, 0 X’ no esta contenido en el disco cerrado incluido en C1V y delimitado
por X y A;

= el disco cerrado contenido en C1V y limitado por X, X’ y los arcos disjuntos
(posiblemente degenerados) F, E' C BdV \ A que conectan sus puntos finales,

no incluye ningin arco de D intersecando solo a uno de los conjuntos £ o E’.

También introducimos en D/ ~ un orden parcial < como sigue, [X'] < [X] si se

satisface una de las dos alternativas siguientes:

2. [X] # [X'] y X’ pertenece a la componente de C1V \ X que no incluye a A.

Claramente, tanto &~ como < estan bien definidas.

Vamos a ver que existe un maximo para este orden. Para ello hacemos notar
que (B:6.1) y (B:6.3) implican que cualquier subconjunto infinito de D/ ~ incluye
algin par tal que [X'] < [X] y [X'] # [X]. Asi que si D/ = es infinito es facil
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construir o una cadena estrictamente creciente infinita [X;] < [Xo] < [X5] < ...
o bien una cadena estrictamente decreciente [X;] > [X5] > [X3] = .... Por otro
lado, si [X'] < [X] y [X'] # [X] entonces existe algin [X"] # [X] con [X"] < [X],
(X'l £ [X"] vy [X"] £ [X']. Ahora se podrian usar las cadenas anteriores para
construir un subconjunto infinito de D/ =~ tal que [X] A [X'] para cualquier par
de puntos del subconjunto. Asi que forzosamente D/ = debe ser finito y (B.6.2)
implica que p esté en la clausura de la unién de todos los arcos de alguna clase de

equivalencia [X]| € D/ ~ .

Figura 3.3: Figura ilustrativa de la relacién de equivalencia = y del orden parcial < en la que se pueden
observar las relaciones X¢ ~ X7, X4 =~ X5, X1 = Xo =~ X3 y se puede verificar que X5 # Xo,
Xy~ X5 % Xg, X7 = X5 # Xs. Ademas [X1] < [Xy], [X5] < [Xo], [Xs] < [Xo], [X6] < [Xo],
[X7] < [Xo], [Xs] < [Xo], [Xa] < [Xo], [X1] A [Xs], [X5] £ [X]

Seguidamente mostramos que [X] es el maximo para <. Para hacer esto toma-
mos una sucesion X, € [X]|, r € N, que converge hacia p y tal que cada X, 4

esta entre A y X,. Por el lema 8.6.2 y el teorema de Arcel4, podemos suponer que
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las parametrizaciones correspondientes, ¢x, : [0,1] — X, C V, convergen unifor-
memente a una aplicacién continua ¢ : [0,1] — V. Ademaés (B.6.1) implica que si
@(a) = ¢(b) = u entonces ¢([a,b]) = {u}. Por lo tanto ¢([0, 1]) es un arco. Incluso,
por la definicion 8:4.5(ii), se puede suponer que existe un entorno de C1O que es un
entorno regular de p y entonces A = ([0, 1]) (este es el tinico momento en la prueba
en el que necesitamos la propiedad (b) de entorno regular, definicion 3.4.3). Asi que

[X] es el maximo para <.

Pongamos que X C T(9R,;). Modificando ligeramente O si fuera necesario, po-

demos asumir que:

(i) o todos los puntos del disco R limitado por A, X y los dos arcos correspon-

dientes en Bd V' no contienen puntos de Int R; suficientemente cerca de X;

(ii) o todos los puntos de R suficientemente cerca de X pertenecen a Int R;.

No es restrictivo suponer que ocurre el primer caso, si no existiria un arco X' €
[X]NCI R que se puede conectar con X mediante un arco F'en Y(R;)NCIRNU con
Inn F' C Int R; (en concreto X' C Y(ORy)), y de nuevo modificando si es necesario O
podemos considerar que el disco limitado por A, X' y los arcos correspondientes de
BdV no contiene puntos de Int R; suficientemente cerca de X'. También se puede

suponer que existe una curva (p;q) C U N R con ¢ € Inn X.

Ahora es suficiente con tomar B = X y elegir como Y y Z los arcos mencionados
més arriba de BAV, con D = Cl R y € la familia de todos los arcos de [X]|\ {X} que
estan incluidos en D. Incluso la definicion de [X] y su condicién de maximo para
la relacion < garantiza que & es la familia de arcos de D incluida en D \ (AU B),
y entonces la familia de arcos de |J, T(OR,) que caen en D e intersecan a Bd D
exactamente en un punto de Y y uno de Z (puesto que cualquiera de tales arcos

debe intersecar U y por lo tanto pertenecer a D). Por lo tanto (i) y (ii) se satisfacen.

Las propiedades (iii) y (iv) siguen de (8.6.1)) y (3.6.2). O

En los siguientes cuatro lemas el punto p € JR,, quedara fijo. Nuestro interés
inmediato ahora es mostrar que existe un arco regularizable A’ € R, tal que p €
Inn A’ (lema 8:6.12). Hasta entonces usamos la notacion del lema 3.6.5y suponemos
que todos los arcos de £ estan orientados de tal manera que sus puntos iniciales

estdn en Y.
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Notacion 3.6.6 (familia 7 y orden parcial sobre ella). Sea F la familia de
todos los arcos orientados de D con punto inicial en Y y punto final en Z y provista
de estructura de espacio métrico inducida por la métrica de Fréchet (la distancia de

Fréchet se denotara por dp).

Introducimos en F una relacion de orden parcial < como sigue: F' < F'si F' = F’
o F' # F' y los conjuntos de D limitados por A y F por un lado y por F’' y B por
otro, tienen interiores disjuntos dos a dos. Notese finalmente que < es un orden total

en £.

Lema 3.6.7. Sea (E,), C £ una sucesion estrictamente creciente (resp. estricta-
mente decreciente) y, para cada r, sea D, C D el disco cerrado delimitado por A
(resp. B) y E,. Entonces C({, D,) es un disco cerrado en D limitado por A y un
arco E € F y (E,), converge a E en (F,dp).

Demostracion. Asumamos por ejemplo que (E,), es estrictamente creciente. Para
cada r, sea D, C D el disco cerrado limitado por A y FE,. Usando la equicontinuidad
de parametrizaciones adecuadas, ¢, = g, : [0,1] — E,, podemos encontrar una
subsucesion (¢,,); convergiendo uniformemente a alguna aplicacion ¢ : [0,1] — D,
siendo £ = ¢([0,1]) un arco (ver el lema 8.6.5(iv) y el lema 8.6.2). Ademés F €
F y por monotonia, el disco cerrado incluido en D y limitado por A y por E es
Cl(Url D,,) = Cl(U, D,). Ademas, un argumento similar garantiza que cualquier
subsucesion de (£, ), tiene una subsucesion convergiendo hacia E. Esto es suficiente

para garantizar la convergencia de toda la sucesion (E,),. 0

Lema 3.6.8. Existe una aplicacion biyectiva ¥ : N — E% que conserva el orden.
Ademds, para cada i existe algin k = k(i) tal que X(a;),X(b;) € T(ORy).

Demostracion. Tomemos un arco arbitrario F' € £ y pongamos que E C T(0Ry).
Usando el lema B8.6.5(i), (ii) y (iii) podemos encontrar un arco F' en T(Ry) N DNU
con su conjunto interno incluido en Int Ry, y que tiene uno de sus puntos finales en
E y el otro en algtn E' € £ con E' C T(0Ry). En concreto, el disco cerrado de D

delimitado por £ y E’ no limita ningun otro arco de £.

Asumamos por ejemplo E < E’ entonces definimos ¥(a;) = E, (b)) = E'.
Usando repetidamente este procedimiento y teniendo el lema 8.6.5(i) y (iii) en cuen-

ta, podemos conseguir la aplicacion deseada . O

13Ver la definicién de N en la notacién :_36-_3
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Notacion 3.6.9 (arcos F, y F.). En vista de los lemas 86.7 y 8:6.8, los arcos
F_ y F; definidos por:

u Fz_ = limz—>x,z€N,z<xZ(Z) y

m Fz+ = limz—>x,z€N,z>x Z(Z)
estdn bien definidos para cualquier x € K y pertenecen a F.

Con la notacion anterior, si z = a; para algin i € N (respectivamente z = b;)
FF = %(z) (respectivamente F, = 3(z)), también se tiene que F,” = A, F| = By

F; < Ff < F; < F; siempre que z < y.

Ademas usando el lema B8.6.5(ii),(iii), tenemos para cada x:

u F:c_ N F; 7& (Z);
= ni el primer ni el dltimo punto que interseca a F y F," pertenece a U;

= 10 existen arcos en F, y F." intersecando Gnicamente en sus puntos finales.

Asi que F y F intersecan exactamente en un arco F,, con F, incluyendo todos los
puntos de (F, UFF)NU. Esté claro por la construccion que la familia {F, Fif } e

es casi regular en D.

Finalmente, si definimos en {F,, F,\ : x € K} C F una relacion de equivalencia
~ identificando F) y F, para cada x € K, podemos volver a utilizar el argumento
del lema B.6.7 para probar que la aplicacion I' : K — {F,,F; : © € K}/ ~ dada

por I'(x) = [F |~ = [F, ]~ es un homeomorfismo.

Ahora mejoramos este resultado introduciendo una familia G.

Definicién 3.6.10 (familia G). Denotaremos por G a la familia de todos los su-
barcos de los arcos F,, x € K. Después de orientar los arcos de G de la manera
natural e introduciendo de la forma usual la distancia de Fréchet, G se convierte en

un espacio métrico.

Lema 3.6.11. Existe una aplicacion continua © : K — G tal que O(z) C U y O(x)
es un subarco de F, para cada x € K, y p € Inn9(0).
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Demostracion. Fijemos un arco X = [p,p/| C U N D como en el lema B:6.5(i), que
conecte py p’ € By tal que Inn X C Int D. Sea ¢ > 0 suficientemente pequeno para
que todos los puntos de D que distan menos que 2¢ de X estén en U. Usando la
continuidad uniforme de I' podemos construir una sucesion de particiones K" de K,

r € N, con cualquier K" refinando K, y arcos G". C F, tales que:

» cualquier G. tiene algtin punto interno en X y sus puntos finales estdn a una

distancia como minimo €/2 y como mucho 3¢/2 de X;
w dr(Gh,G) < ¢/2"t! para cada x,y que pertenezcan al mismo L € K';

» 7 = G771 siempre que z sea simultaneamente el punto menor de algtin L € K"
y algin M € K™+,

Es facil comprobar que cualquier sucesion (G%), converge a un arco no degenerado
G, C F, y que la aplicacion ©(x) := G, es continua. Enfatizamos que p es el punto

interno de G} que pertenece a X, por lo tanto p € Inn Gy. O

Lema 3.6.12. Eziste un arco reqularizable en OR,, que tiene a p como un punto

mterno.

Demostracion. Empezaremos explicando como definiremos la aplicacion h sobre

[0,1] x K de forma que su imagen sea la uniéon de todos los arcos de ©(K), siendo

Puesto que O es continua, existe algin nimero real d; > 0 tal que diam(©(x)) >

d; para cada z € K. Obsérvese que existe un entero [(1), un ntmero 0 < € < %
y conjuntos finitos P, C O(z) con Card P, = [(1) + 1 y P, incluyendo los puntos
finales de O(z), tal que la distancia entre puntos consecutivos de cualquier P, es

mayor que € y menor que 1/2.

Para probar la afirmacion anterior procedemos del siguiente modo. Se toma € > 0
suficientemente pequenio para que todos los subarcos de los arcos O(z) con puntos
finales distando menos de 2¢ tengan didmetros menores que min{d;, 1/2}: esto es
posible porque la familia {©(x)}, es casi regular en D. Ahora es facil construir
conjuntos P, C O(z) incluyendo los puntos finales de ©(z) tales que la distancia
entre cualquier par de puntos consecutivos de P. es como mucho 2¢' y la distancia
entre cualquier par de puntos de P, es como minimo €. Ademads, el punto mas
cercano de P, al punto inicial de O(z) es el ultimo de los puntos de O(z) que esta

exactamente a una distancia ¢’ del punto inicial de O(z).
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Puesto que D esté acotado, existe un nimero /(1) tal que cualquier subconjunto
de D cuyos puntos estén separados dos a dos por una distancia mayor que € tiene
como mucho /(1) puntos (obsérvese que [(1) > 3). Ahora para construir el conjunto
P, fijamos dos puntos consecutivos, u y v, de P., anadimos a P, un punto w; en
O(z) entre u y v con dist(u,w;) = dist(v, w;), anadimos seguidamente wy entre u
y wi con dist(u,wy) = dist(wy, ws) y asi sucesivamente, hasta que consigamos un

2

conjunto cuyo cardinal sea (1) + 1. Claramente, el nimero € = €' /21072 es el que

se necesita.

Debido a la continuidad uniforme de ©, existe una particion £! de K tal que si
r,y € L € L' entonces dr(0(z),0(y)) < min{1/4,¢/4}. Ahora, si empezamos con
y encontrar aplicaciones continuas @;7 ; L — G para cualquier L € L' y todo
1 < j <I(1), asi que O] ;(x) C O(z) y ademas: el punto inicial de O7 () es el
punto inicial de ©(x), el punto final de 911(1),1:(95) es el punto final de ©(z) y el punto
final de ©; ;(z) es el punto inicial de ©,, ;(z), 1 < j < I(1). Ademés, se puede
suponer que diam({J,., ©; () <1 para cada 1 <j <I(1)y L € L.

Iteramos el proceso para encontrar una sucesion de particiones £L" de K, r € N,
una sucesion creciente (I(r)), de enteros positivos tal que cada [(r) divide a I(r + 1)
para cada 7, y aplicaciones continuas ©} ; : L — G para cada L € L™y 1 < j < ()
satisfaciendo:

= O (7) C O(z); ademas, el punto inicial de ©F ; () es el punto inicial de O(z),
el punto final de ©j,) | () es el punto final de ©(z), y el punto final de ©7  (x)
es el punto inicial de ©7%,, ;(7), 1 < j < I(r);

. sixEMCLconLEET,M€£T+1,yk:8+(]’—1)l(r+l) con 1 <j<I(r)

U(r)
y1<s< l(;"(:f)l), entonces O} (x) C OF | (x);

" (x)) < 1/r para cualquier 1 < j <lI(r)y L € L.

= diam( ver O]

Por lo tanto, para cada t € [0,1] y x € K, se puede construir una sucesion de enteros

1 < j, <I(r) y una sucesion de conjuntos L € L", tales que l{;) — t cuando r — 00,
{a} =2, Ly @§:_11,L§+1(x) C O} ;.(v) para cada x. Claramente, la aplicacién
h(t,z) = (2, O} 1 (v) estd bien definida y es continua en [0, 1] x K.

Ahora debemos extender h al resto del conjunto [0, 1] x [0, 1]. Para hacer esto

hacemos notar lo siguiente. Puesto que todos los arcos de O(z) estan dentro de U, el
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lema 8.6.5(ii) garantiza que para cada p > 0 existe algin § > 0 tal que si u € O(q;),
v € O(b;) y dist(u,v) < § entonces existe un arco [u;v] € U con diam([u;v]) < py

(u;v) C Int Ry (mirar la notacion del lema B.6.8).

En concreto, si (a;,b;) esta limitado por L, M € L" y 0 < j < I(r), podemos
construir arcos disjuntos dos a dos X; conectando los puntos finales de los arcos
O, (@) y ©jm(b;) (si j = 0 entonces los puntos iniciales de los arcos ©; 1(a;) y
©1,m(b;)) con puntos internos en Int Ry N Y (Ry()), y tal que si denotamos por D;'-
el disco cerrado limitado por X7, X}, ©; 1(a;) y ©;m(bi), 1 < j < I(r), entonces

diam(D;-) — 0 cuando ¢ — oo uniformemente respecto a j.

Si definimos h sobre [0, 1] x [0, 1] llevando cuidado para que extienda la definicion
previa sobre [0, 1] x K y aplique de manera homeomorfa cualquier rectangulo [(j —

1)/1(r), 3 /1(r)] x[a;, b;] sobre D}, entonces se obtiene la aplicacion que buscamos. [

Proposicion 3.6.13. Sea A C OR,, un arco. Entonces A es regqularizable.

Demostracion. Es suficiente con probar que si A’, A” C dR,, son arcos regularizables
que intersecan en un subarco propio de A’ y A” entonces A’ U A” es también regu-
larizable, puesto que entonces se puede usar el lema 3.6.12 y un sencillo argumento

de compacidad para probar que A es regularizable.

Para probar lo enunciado en el parrafo anterior, tomense regularizaciones h’, b :

[0,1] X [a,b] — S de A" y A” respectivamente, de forma que:

w A/([0,1] x {z}) N A"(]0,1] x {z}) es un subarco propio tanto de A'([0, 1] x {x})
como de h"([0,1] x {z}) para cualquier z € K;

= para cualquier componente (a;, b;) de [0, 1]\ K existe algin Ry, tal que h'([0, 1] x
la;, b;]) UR"([0,1] X [a;,b;]) es un disco cerrado de T(Ry).

Claramente tales regularizaciones existen: esencialmente sélo es necesario tomar re-
gularizaciones de A’ y A” cuyas imagenes estén muy proximas a ellos’® y reparame-

trizar respecto a la segunda variable.

Obsérvese que la funciéon ¢t : K — R que aplica cada = € K a la correspondiente
t = t(z), de forma que h/(t,x) es el punto final de A'([0, 1] x {z}) N A" ([0, 1] x {z})
perteneciente a h'([0, 1] x {z}) es continua. Ahora es facil definir un homeomorfismo
h:[0,1] x K — K'([0,1] x K)UA"([0,1] x K) que aplica [0, 1] x {x} sobre A'(]0, 1] x

4 Nota por eliminar: ;cuyas imagenes estén muy proximas a ellos? Explicar
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{u})UR"([0,1] x {z}) y tal que h(0,z) = A'(0,z) y h(1,z) = h/(1,z) para cada z.
Entonces podemos extender h (como en la parte final de la prueba del lema B.6.12)
a un homeomorfismo A : [0, 1] x K — A'([0,1] x K)UA"([0, 1] x K) que satisface la
definicion 8.6.4. O

3.6.2. Construccion del flujo

Sea {A;}2, la familia de componentes de todas las fronteras de giro corres-
pondientes a las secciones de giro de todas las superficies R,, y fijemos un “lado
izquierdo” y un “lado derecho” de C. Usando la proposicion 8.6.13 es facil construir

embebimientos, h; : [0,1] x [—1,1] — S, tales que para cada I:

hi({0,1} x [-1,1]) C C}

= y([0,1] x [—1,0]) es la seccion de giro que incluye a Aj;

hi|[0,11x[0,1] €s una regularizacion de Ay;

si € > 0 es suficientemente pequeno, h;((0,€) x [—1,1]) esta en el lado derecho
de C'y hy((1 —¢€,1) x [—1,1]) esté sobre el lado izquierdo de C.

Ahora se construye para cada [ la familia B; de arcos {h;([0,1] x {z})}, € I, con
I, inductivamente definido por Iy = [—1,1] y I, C [—1,1] es el intervalo maximal
que incluye a 0 en su clausura y tal que A([0,1] x ;) \ C' no interseca ningtn arco
de B; para l < m (o I,, = ) si no existe tal intervalo). Denotemos por B a la familia
de todas las curvas que son una unién maximal de arcos de |J; B; (en el caso en el
que el punto final de uno de los arcos de la curva pertenece solo a ese arco entonces

lo quitamos de la curva).

Después de orientar las curvas de B de forma que se aproximen a C' por su lado
izquierdo y salgan de C' por su lado derecho, es facil comprobar que B es una familia
de curvas en S orientable, completa y regular en el sentido de Whitney. Se usa ahora

el teorema de Whitney (observacion 8.4.1)) para obtener el flujo ® correspondiente.

3.6.3. Final de la prueba

Ahora debemos ver que el flujo ® anterior tiene a €2 como un conjunto w-limite

de uno de sus puntos recurrentes, es topologicamente equivalente a un flujo suave
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definido sobre la superficie S y que €2 no puede ser el conjunto w-limite de una
orbita no recurrente para cualquier flujo definido sobre S. Dividimos por lo tanto

esta seccion en tres apartados.

Existe un punto p € S tal que ws(p) =N

Sea {V,.}>°, una base numerable de entornos sobre S y sean {V,,}; los entornos
de la base que intersecan a 2. Obsérvese que (después de quitar sus puntos finales)

cualquier componente de Y(JR,,) es es una orbita de ®. Entonces se puede usar la

cerrados con Dy,1 C D, para cualquier s, todos intersecando a (2, con didmetros

tendiendo hacia 0 y tales que las ¢rbitas de todos los puntos de Dy intersecan V...

Sea {p} =, Ds, entonces p € Q y la clausura de su érbita contiene a 2. Incluso,
dicha clausura debe coincidir con {2 porque €2 es claramente invariante. Entonces o
ag(r) = Q o we(x) = Q. Después de invertir si es necesario la orientacion del flujo

®, obtenemos que p € we(p) = Q.

® es topolégicamente equivalente a un flujo suave

Ahora probamos que ® es topologicamente equivalente a un flujo suave definido
cualquier conjunto minimal de ® es trivial. Asumamos que M es un conjunto minimal
no trivial de ® y tomemos ¢ € M. Entonces ¢ € €2, ya que en caso contrario al no
ser ¢ un punto singular, ¢ € Int R, para algin k. Puesto que (2 es invariante y
Bd R, C Q, Int R, es invariante. Entonces la restriccion de & a R x Int Ry es un
flujo sobre Int Rj que tiene un punto recurrente no trivial, lo que es imposible para

flujos planos.

Por lo tanto we(q) = M C Q = we(p). Como ambos p y ¢ son recurrentes no
triviales, un teorema de Maier [Maid3], [ABZ90, teorema 2.3, p. 65| implica que
M = Q. Pero 2 no puede ser minimal; por ejemplo, cualquier Y(0R,,) esta formado
de 6rbitas no recurrentes de ®. Esto es una contradiccion, luego no existen conjuntos

minimales no triviales.
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Q no es el w-limite de ninguna érbita no recurrente para ningiin flujo definido
sobre S

Para concluir la prueba de (ii) del teorema debemos mostrar que no existe ningin
flujo, ¥ : R x S — S, que satisfaga wy(u) = Q para algin u ¢ Q. En vista de
Bd R, C € la 6rbita competa de u esta en Int Ry, esto significa que Bd R, = Q.
Pero esto no es posible ya que, por la proposicion 8.6.13, si v € OR), entonces existen
puntos de  tan proximos a v como se quiera (que no pueden pertenecer a Bd Ry,

porque Ry es una superficie).

3.7. Todas hipétesis del teorema son necesarias

En esta seccion queremos dejar claro que aunque son varias las hipotesis invo-
lucradas en el teorema ninguna de ellas es redundante. Como hemos comentado en
la seccion B:4 (pagina B2) es posible encontrar sobre T? familias, { R, }°° ;, satisfa-
ciendo dos de las tres condiciones de la definicién 8:4.5 y tal que Bd |, R, no es un
conjunto w-limite para ningtn flujo sobre T?. Incluso en uno de los casos es posible

poner un ejemplo de tales familias sobre S?.

En los apartados siguientes ponemos ejemplos de esas familias, no pretendemos
hacer una demostracion exhaustiva de que las familias que damos estan en las con-

diciones exigidas, nos contentaremos con describirlas.

Durante esta secciéon necesitaremos el flujo, é) ;i Rx T2 — T2 . obtenido
modificando el de Denjoy, ®; : RxT? — T?, (ver apartado 8:2.%) y cuyas propiedades
se pueden ver en la pagina 114.

Por otro lado también necesitaremos un flujo en la esfera que tiene una construc-
cion similar a la del flujo de Denjoy. Aqui por similar entenderemos lo siguiente: se
parte de una foliacion irracional en la esfera y luego se realiza un procedimiento de
blowing up de una de sus 6rbitas que es densa en S?. Los detalles de esta construc-

denotaremos por ¥ : R x S — §?, tiene las siguientes propiedades:

1. Existe un conjunto Q C S? tal que si z € S*\Q entonces wy () = ay(z) = Q.

2. Para todo = € Q) se tiene que z es singular, si z € S*\{2 entonces = no es

singular.
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3. Para el ecuador, C, de S? se tiene que (S*\Q) N C = |, Gn, siendo los
G, intervalos abiertos transversales al flujo. Ademas S*\(2 tiene una tnica
componente conexa.

4. Los intervalos (G, se les puede numerar de tal manera que si por f: D C C —
C denotamos la aplicacion de Poincaré del flujo ¥ asociada a C, entonces
f(Gn) - Gn+1‘

5. lim diamG,, = lim diam G, = 0.
n—-+00 n——oo

6. C'N Q) es un conjunto de Cantor.

3.7.1. Familias que satisfacen las condiciones (ii) y (iii) de la

definicién 3.4.5

1
[ gl

Las familias R,, giran alrededor de C

Para dar un ejemplo de familia { R, },en que satisface las condiciones (ii) y (iii)

de la definicion 8:4.5 haremos una modificacion del flujo de Denjoy @ : RxT? — T2,

similar a la que se hizo en el apartado 8.2.4, pero eligiendo un conjunto D diferente

al que se tomaba alli.

Fijamos bisucesiones, (I;)icz v (m;)icz, que satisfagan las siguientes propiedades:

1.

lim [; = lim m; =4oc0oy lim [; = lim m; = —o0.
1——+00 1——400 1——00 11— —00
l; < m; para todo i € Z.

Las dos bisucesiones son crecientes y ademas para cada i € Z:
<l <my <l <myyg <.
Si para cada i € Z definimos los conjuntos
Ci ={li,lix1,...,m; — 1}

Di = {mi,miﬂ, ey li—l—l — 1}

entonces:

a) méx dist(Upee, Gr, G5) < 7t

GE{0,.li—1} lil+17
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b) max }dist(UkeDi Gk, G;) < M%

jG{O,...,mi—l

Ahora se modifica el flujo de Denjoy cambiando en el apartado 8:2.4 el conjunto

D por ClU;cz Uy, ep, G, ¥ se obtiene un flujo

~

O;: RxT2 — T2

con las siguientes propiedades:

1. @4 no tiene orbitas recurrentes no triviales ni érbitas periddicas.

2. Si {S, }nen son las componentes de ¢7'(T%\Sus(Q2)) que intersecan a algtn
elemento del conjunto {Gy, : k; € C;}iez entonces BdJ,, S, = Sus(Q)

Si ahora tomamos para cada n € N R,, como la uniéon de S,, con las érbitas no
singulares de Bd S,, entonces { R, },en es una familia de superficies que satisface las
condiciones (ii) y (iii) de la definicion 3.4.5. Ademés esta familia también satisface
que cada R, gira alrededor del circulo C' = g~ ({[S'(1 + a) x {1}]} g).

Para todo m se tiene R,,, UCI (|, Y(R,)) es un entorno de dR,,

Para dar un ejemplo de familia { R, },en que satisface las condiciones (ii) y (iii)
de la definicion 3:4.3 haremos una modificacion del flujo ¥ : R x §* — S? antes
descrito. Esta modificacién serd andloga a la que le hicimos en la seccion 8.2.4 al

flujo de Denjoy.

Asi que fijamos un punto y € (2N C)\U,c; G ¥ una sucesion de nimeros

enteros (ng)ren tales que:

1. La sucesion de intervalos (G, )ken estd ordenada de forma creciente (ver la
figura 8.1).

2. Tanto +o00 como —oo son puntos de acumulacion de (1 )ken.

3. Todos los puntos de los intervalos GG, son menores que y € ClG,, para algin
m € Z.

4. y € BdUyey Goy.-

5. F 1= ClUn Gy = {5} U Ujery C1G,
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Ahora haciendo las mismas operaciones que en la seccion 8.2.4 se puede construir
un flujo
U:R xS —§?
que verifique que todos los puntos de F' son singulares para ® y que las orbitas de

U que no intersecan al conjunto F' siguen siendo orbitas de U

Definimos ahora la relacion de equivalencia ~p sobre S? de la siguiente forma:

r ~p 1y siy solo si
1. x =y o,
2. x e y pertenecen a la misma componente conexa de F.

Aplicando ahora el lema B:2.2 se puede ver que S%. := S?/_, y S? son homeo-
morfos. Denotaremos por p : S* — S% a la aplicaciéon cociente, por {z}r a la
clase de equivalencia de un punto z € S? y para cada conjunto A C S?, {A}r re-
presenta el conjunto de las clases de equivalencia de los elementos de A, es decir
{Atr = {p(z) 1z € F}.

Es facil ver que el flujo ¥ : R x (S2\{F}r) — S2\{F}» definido por:

(. {x}r) = p(U(t,p (1)),
esta bien definido. Este lo podemos extender a todo S% con ayuda del lema 1234 y

la extension la seguimos llamando ¥ para no recargar la notacion.

Finalmente si llamamos ¢ : S* — S% al homeomorfismo existente entre S* y §%.,
utilizamos el flujo v para definir otro con las mismas propiedades sobre S%:
U: RxS? — S?

~

(tx)  — g7 (¥t g(2))).

De la definicion del flujo se siguen facilmente las siguientes propiedades:

1. El conjunto ¢~ (SE\{Q} r) es denso en S? y tiene infinitas componentes cone-

xas, cada una de ellas homeomorfa a un disco abierto.

2. g7 ({Q}F) esta formado por puntos singulares y no es la frontera de ninguna

componente conexa de ¢~ (SE\{Q}F).

3. Si{S,}, es el conjunto de las componentes conexas de S%\{Q2}r y para cada n
R,, es la union de S, con los puntos de su frontera que no pertenecen a {F'} ,
entonces { R, }, es una familia que satisface (ii) y (iii) de la definicion B4.5 y

que ademas para todo m se tiene R,, U CL(|J, T(R,)) es un entorno de OR,,.
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3.7.2. Familias que satisfacen las condiciones (i) y (iii) de la
definicién 345

Para la construccion de este ejemplo fijamos el flujo de Denjoy, ®; : RxT? — T2,

el circulo no orientable C' = [S'(1 4 a) x {1}]* y la notacién que manejabamos en

el apartado B:2.4, en concreto recordamos que el w-limite de cualquier punto era un

conjunto Sus({2) cuyo complementario tenia una tnica componente conexa.

M

G

(€N

Figura 3.4: Entorno paralelizable M que contiene a S'(1 + a)

Fijemos un disco que contenga al circulo C, M, ver la figura 8.4. Para obtener
las superficies { R, },en modificaremos la estructura del flujo @ en el entorno M

como se describe en la figura 8.5 y que basicamente consiste en:

= deformamos el entorno M, ampliandolo por su parte central hasta conseguir

un circulo de longitud de 1 + 2a;

= pegamos en la frontera de cada G; un segmento L; de la misma longitud que
Gy;

» deformamos el conjunto T?\Sus(Q2) cerca de cada segmento L; tal y como se

muestra en negro en la figura 8.6;

15Por C' = [S'(1 + a) x {1}] denotamos al conjunto formado por las clases de equivalencia cuyos
representantes estan en S'(1+a) x {1}, siendo la relacién de equivalencia aludida la que se definié

para construir My = T2,
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1—}f2a

G N
G ¢
Gy
Go G(l
0 0

Figura 3.5: Entorno paralelizable M que contiene a S'(1 + a) y su modificacién

= si QF es el conjunto que obtenemos modificando a Sus(£2) junto con los seg-
mentos L; introducidos, debemos tener que T*\Q* tiene una tnica componente

conexa A y que Bd A = Q;

Ahora copiando la estructura de las o6rbitas del flujo de Denjoy contenidas en
T?\Sus(2) sobre el conjunto T*\Q2* y extendiendo este flujo a todo T? con el teore-

= Para todo u € T*\Q*, w1 (u) = Q.

= Todos los puntos de €2* son singulares.
Finalmente se hace una modificacion de ®! para obtener PR XT? — T2 de la

misma manera que modificamos ®; para obtener ®, pero aqui cambiando los G,

por los G,y exigiendo que |ny, —n;| > 2 para cualesquiera & y j. El flujo d! tendra

las siguientes propiedades:

1. Existe un conjunto cerrado con interior vacio, QV*E(E, tal que ’11"2\@; tiene infi-

nitas componentes conexas {5y }nen.

16Este conjunto es el modificado de Q* segtn la construccién que se hacia en el apartado 5.2;4':
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Il

Figura 3.6: En negro se muestra la deformacién que se le hace a T?\Sus(§2) cerca de el segmento L; en
la parte inferior de la figura. Esta deformacién se repite en los deméas Ly, aunque no se puede apreciar

en el dibujo.

2. Para cada n € N definimos R,, como la unién de .S,, con los puntos de 95,, que

no pertenecfan a ningtn G, .

Ahora la familia { R, },en verifica las condiciones (i) y (iii) de la definicion 8.4.5,
pero no la (i), en concreto la familia no es regular en el sentido de Whitney porque
los puntos de OR,, en los que hemos pegado los segmentos no admiten entornos
regulares de Whitney. En concreto no existen esos entornos porque no se satisface la
condicién (b) de la definicion 8.4.3, aunque cualquier entorno de los puntos de R,
sf satisface la condicién (a). Ademés es facil ver que ningtn flujo definido sobre T?

puede tener a Bd |, R,, como un conjunto w-limite.

Recordamos que en la pagina 92, apartado 8, asegurabamos que existian contrae-
jemplos que fallaban en la condicion (ii) de la definicion B4.5 por dos motivos: por
no satisfacerse la propiedad (a) de la definicion 8.4.3 o por no verificarse la condicion
(b). En los parrafos precedentes hemos conseguido el ejemplo de familias { R, },en
que no verifican la condicion (b) pero si la (a), se trata ahora de encontrar una
familia que verifique la condicion (b), pero no la (a). Para ello fijaremos como antes
del flujo de Denjoy, ®; : R x T? — T2, el circulo no orientable C' = [S'(1+a) x {1}]
y el entorno que contiene al circulo C, M, ver la figura B.4.

Ahora se trata de modificar la estructura del flujo ®; en el entorno M como se
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esboza en la figura 8.7 para obtener un flujo ®? : R x T? — T? con las propiedades:

= Si O es el conjunto modificado de Sus(f2), para todo u € T*\Q**, wg2(u) =
Q.

= Todos los puntos de 2** son singulares.
Seguidamente se hace una modificacion de ®2 para obtener P2 ;R xT? — T2 de

la misma manera que modificamos ®; para obtener ®;, exigiendo que |ny —n;| > 2

para cualesquiera k y j. El flujo 32 tendra las siguientes propiedades:

1. Existe un conjunto cerrado con interior vacfo, Q" tal que T?\Q** tiene

infinitas componentes conexas {5, }nen.

2. Para cada n € N definimos R,, como la unién de .S,, con los puntos de 95,, que

no pertenecen a ningun G, .

La familia { R, },en verifica las condiciones (i) y (iii) de la definiciéon B.4.5, pero
no la (ii) ya que los puntos de D no admiten entornos regulares de Whitney. En
concreto cualquier entorno de los puntos citados satisface la condicion (b) de la
definicion 8.4.3 pero no la (a). Finalmente hacemos notar que ningin flujo definido

sobre T? puede tener a Bd|J,, R, como un conjunto w-limite.

3.7.3. Familias que satisfacen las condiciones (i) y (ii) de la
definiciéon 3.4.5

Este es el ejemplo mas facil de construir, para ello fijamos el flujo modificado de
Denjoy R
;0 RxT? — T2
() — g (Dt g(x))),
construido en el apartado 8.2.4 y suponemos que la sucesion (ny) utilizada para
construirlo satisface que |ny — n;| > 2 para cualesquiera k y j. Las propiedades de

este flujo se pueden ver en la pagina 114.

Recordamos que el conjunto F' denotaba al conjunto w-limite de los puntos

recurrentes no triviales del flujo y que T?\F tiene infinitas componentes conexas

I"Este conjunto es el modificado de ** segtn la construccién que se hacia en el apartado 32-_41
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7>>>>>

@
Co =

Figura 3.7: Entorno paralelizable M que contiene a dos circulos no homotépicamente nulos, C'y D, y

su modificacién

{Sy }nen. Ahora, tomando para cada n € N la superficie R,, obtenida con la union
de S, con las orbitas regulares de Bd S, se tiene que {R, },en es una familia reali-

zable para un circulo no homotépicamente nulo C' tal que BdJ, R, = F.

Nuestro objetivo es construir ahora una familia {7}, },en que verifique las pro-
piedades (i) y (ii) de la definicion 8.4.5, pero que no verifique la (iii). Definiremos
para todo n € N\{1} T,, := R,, y tomaremos como T} la superficie R; quitandole un

segmento cerrado L, contenido en R;, que tiene uno de sus extremos en un punto
xr € Bd R;\OR; y tal que L\{z} C R;\ORy, ver la figura 3.8.

Figura 3.8: Modificacién de la superficie Ry para obtener T}

Ahora es claro que la familia {7, },ey verifica las propiedades (i) y (ii) de la

definicion 8.4.5, pero que no verifica la propiedad (iii), porque si u e v estdn en
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L C BdTi entonces se puede tomar ¢ > 0 suficientemente pequeno para que no
exista ningtn arco A en |, 0T,, que satisfaga dist(u, A) < ey dist(v, A) < e. Ademaés
es claro que Bd |, T, es conexo y no es el w-limite de ningtn punto de u € T? para

ningtn flujo definido sobre T?2.



Capitulo 4

Orbitas recurrentes sobre

superficies. Transitividad

4.1. Introduccién

Hasta ahora este trabajo ha fijado su atencién en desvelar la estructura de los

conjuntos w-limite sobre superficies compactas y conexas en dos casos concretos:

1. conjuntos w-limite de 6rbitas o puntos no recurrentes y

2. conjuntos w-limite con interior vacio de puntos recurrentes.

Cabe destacar que los conjuntos w-limite del primer tipo, aunque no se haya dicho
explicitamente, también tienen interior vacio. En caso contrario las érbitas deberian

ser recurrentes.

El objetivo de este capitulo es abordar el tercer tipo de conjuntos w-limite que
se nos pueden presentar, estos conjuntos son aquellos que tienen interior no vacio y

que, por lo tanto, estan generados por érbitas recurrentes.

Este problema es equivalente a otro que ha ocupado a bastantes autores y que es
el de clasificar las superficies transitivas, ver seccion 1.4.2 para la definicién de tran-
sitividad. Esta equivalencia entre los dos problemas viene justificada por el siguiente

lema.
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Lema 4.1.1. Sea M una variedad, ® : R x M — M un flujo continuo y x € M.

Supongamos que O = Int we(x) # 0, entonces O es invariante para ®, O es conexo
y ClO = we(x).

Demostracion. Empezamos tomando un punto y € ¢,(R) N O y como we(z) es
invariante para el fluyjo ® y O C we(x) entonces ®(R x O) C wg(x), en concreto
¢, (R) = &,(R) C wo(z).

El conjunto ®(R x O) es abierto porque es la union de todos los conjuntos ®,(0),

que son abiertos ya que ®; es un homeomorfismo para cada valor de ¢.

Al ser @(R x O) abierto, ?(Rx0) C we(x) y O C P(RxO) entonces P(Rx0) =
O y O es invariante. O es conexo porque es la unién de los conjuntos conexos
{®:(O) }+er v todos ellos contienen a la orbita ®,(R). Finalmente O también es

denso en we(x) porque incluye a la érbita @, (R). O

Este lema explica por qué caracterizar variedades transitivas es equivalente a ca-
racterizar conjuntos w-limites con interior no vacio generados por érbitas recurren-
tes. En efecto, cualquiera de estos conjuntos w-limite es, segin el lema precedente,
la clausura del interior del conjunto w-limite, siendo este interior claramente una

variedad transitiva. Ademaés es trivial el reciproco.

El problema de encontrar flujos transitivos sobre variedades tiene una larga tra-

dicion (como ejemplo del interés que han suscitado se pueden consultar los articulos

dades de dimension 1, la caracterizacion de variedades transitivas es sencilla puesto
que cualquier variedad de dimension 1 conexa debe ser homeomorfa a una de las

siguientes:

1. S,
2. 10, 1],
3. (0,1},
4. (0,1).
Es claro pues que cualquier variedad de dimension 1 transitiva debe ser homeomorfa

al circulo y por lo tanto la clasificacion de variedades transitivas de dimension 1 es

trivial. Sin embargo, cuando subimos una dimensiéon el problema se complica.



4.1 INTRODUCCION 123

Es bien conocido que el toro T? es una superficie transitiva y que por el contrario
S?, P? y B? no lo son puesto que no admiten 6rbitas recurrentes no triviales (ver el
teorema 1.4.6). Ademés, mediante una serie de argumentos geométricos sencillos se
puede ver que el resto de superficies compactas y conexas si que son transitivas (ver
(en superficies compactas y conexas) se necesita dar una clasificacion de superficies
transitivas en general. Esta clasificacion la hemos obtenido en [JS04d| y la vamos a

presentar en este capitulo de la tesis.

Conviene recordar aqui que el concepto de minimalidad implica el de transi-
tividad. En otras palabras, si una superficie es minimal entonces admite un flujo
definido sobre ella de forma que tiene todas sus érbitas densas en la superficie. Sin
embargo para que la superficies sea transitiva sélo se necesita que una de las 6rbitas
sea densa en la superficie. No obstante la existencia de una 6rbita densa implica
la existencia de una gran cantidad de orbitas densas, en concreto un conjunto Gy
denso de puntos cuyas 6rbitas son densas en la superficie. Veamos la prueba de este

resultado que la haremos para espacios metrizables localmente compactos.

Lema 4.1.2. Sea X un espacio metrizable localmente compacto y ® : R x X — X

un flujo continuo. Entonces las dos condiciones siguientes son equivalentes:

1. Hay un punto x € X cuya orbita es densa en X.

2. Hay un conjunto Gs denso de puntos en X, cada uno de los cuales tiene a X

como su conjunto w-limite y su a-limite.

Demostracion. Es claro que la tnica implicaciéon no trivial es 1 = 2. Veamos su
justificacion.

conjuntos abiertos y densos {O,,}7°, en X tales que ag(y) = we(y) = X para cada
yeN, O

Obsérvese que X es conexo y por lo tanto tiene una base numerable {U,}>° | de
conjuntos abiertos. Tomemos z € X con Cl®,(R) = X y fijemos cualquier par, U,
y U,, de estos conjuntos.

Puesto que C1®,(R) = X existen puntos a = ampn ¥ 2 = Zmn en . (R) N U, y

ntmeros t, < —n y t, > n tales que:

O.(t,) €U, vy @.(t,)€U,.
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Ademas, por la continuidad de ® se tiene que @, (t,) € U, y ®,(t,) € U,, para cada
ue W, yuve W, siendo W, vy W, pequenos entornos de a y z respectivamente.

Ahora es suficiente con tomar

0, ([’j w> " ([’j W> |
m=1 m=1

Después de este lema es conveniente introducir el concepto de transitividad fuerte

que se usa en [ST88al.

O

Definicion 4.1.3 (transitividad fuerte). Un flujo ¢ sobre una variedad M se
dice que es fuertemente transitivo cuando existe un subconjunto N C M que es G

denso en M tal que para cada punto p € N se tiene que we(p) = M.

Asi que en vista del lema anteriormente enunciado y probado se tiene que la
transitividad y transitividad fuerte son conceptos equivalentes. En cambio la mini-
malidad si que no es equivalente a la transitividad, como muestra de ello se puede
poner que todas las superficies compactas y conexas diferentes de S?, P? y B? son
transitivas (ver por ejemplo [BT88h|), sin embargo la tnica superficie compacta y

conexa minimal es el toro (ver [Sch63]).

Como hemos comentado anteriormente, nuestro objetivo es clasificar las superfi-
cies transitivas en general, cabe comentar que otro problema que se ha planteado en

la literatura es el de clasificar las superficies minimales. En este sentido es importante

de superficies orientables minimales. En concreto prob6 que una superficie orienta-
ble es minimal si y s6lo si es de género mayor que cero. En cambio no quedaron

caracterizadas alli las superficies minimales no orientables.

Para acabar la introduccion de este capitulo enunciamos el teorema de clasifica-
cion de superficies transitivas, previamente se introduce la nocién precisa de circulos

cortandose (transversalmente) en un punto.

Definicion 4.1.4 (curvas de Jordan cruzadas). Dos curvas de Jordan oy 3

sobre una superficie S intersecan o se cortan transversalmente en x si:

l.zeanpfy
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2. hay un disco D, x € D, tal que tanto v = a N D como = N D son arcos

abiertos que descomponen a D en dos discos D], D} y D{, D respectivamente.

Los arcos v y 0 se descomponen por x en dos arcos abiertos vi,7vs y 01,0

respectivamente. Ademas 6; C D] y v; C D? parai = 1,2.

Cuando dos curvas de Jordan orientables intersecan (transversalmente) en un tnico
punto entonces nos referimos a ellas como dos curvas de Jordan cruzadas. También

diremos que ambas curvas se cruzan.

Teorema 4.1.A. Sea S una superficie conexa. Entonces las siqguientes condiciones

son equivalentes:

(i) S es transitiva para un flujo suave;
(i1) S es transitiva;
(iii) S no es homeomorfa a S*, P2, ni a ninguna superficie contenida en B?;

(iv) S tiene dos circulos que se cruzan.

Este teorema admite una versiéon simplificada si s6lo tenemos en cuenta superfi-
cies orientables:

Teorema 4.1.B (version orientable). Sea S una superficie conexa y orientable.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) S es transitiva para un flujo suave;
(i1) S es transitiva;
(iii) S no es homeomorfa a ninguna superficie contenida en S*;

(iv) S tiene dos circulos que se cruzan.

Naturalmente el teorema #.1.B sigue del resultado de Beniére sobre superficies
ver teorema 11.7.1, p. 252], pero la prueba presentada solo es valida para superficies
orientables de género finito. Ademas se requieren herramientas bastante fuertes (re-
sultados de Falconer sobre medidas de Hausdorff y transformaciones del intervalo)

que en la prueba de nuestros teoremas no son necesarias.
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4.2. Prueba de la caracterizacién de superficies tran-

Antes de entrar en los detalles de la demostracion es necesario recordar algunos
resultados topologicos sobre la esfera que se necesitaran, los recogemos en el enuncia-
do del siguiente teorema. En los argumentos que siguen se usaran estos resultados,

que son intuitivamente obvios aunque bastante dificiles de probar.

Teorema 4.2.1. 1. Cualquier curva de Jordan sobre la esfera la descompone en
dos discos, cada uno de los cuales tiene a la curva de Jordan como frontera

(teorema de la curva de Jordan).

2. Cualquier homeomorfismo entre dos circulos de una esfera se puede extender

a un homeomorfismo sobre toda la esfera (teorema de Schonflies).

3. Si quitamos los interiores de dos discos cerrados de la esfera entonces el espacio

resultante es un anillo cerrado (teorema del anillo en dimension 2).

4. Ningin arco descompone a la esfera en mds de una componente conexa.

Demostracion. Una referencia adecuada para ver este tipo de resultados geométricos
es [Kur68, capitulo 10]). O

4.2.1. Simplificaciones previas

Para empezar es importante darse cuenta que es suficiente con realizar la prueba
bajo la condicion adicional 9S = (). Esto se debe a que si el teorema es cierto
para superficies sin frontera entonces sigue siendo cierto para superficies arbitrarias
debido a que una superficie S satisface (i) (respectivamente (ii), (iii) o (iv)) si y solo

si R =5\ 0S satisface (i) (respectivamente (ii), (iii) o (iv)). Veamoslo.

Para las propiedades (i) y (ii) nuestra afirmacion sigue del lema 1:3.Ai y para
la propiedad (iv) la observacion también es cierta porque si S tiene dos curvas
de Jordan que se cruzan, entonces pueden ser facilmente modificadas (usando por
existe un embebimiento e : 95 x [0,1) — S con e(x,0) = z para cualquier x € 05

para conseguir dos curvas de Jordan que se cruzan en R.
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Se necesita llevar un poco méas de cuidado en la propiedad (iii). Claramente,
es suficiente con mostrar que si R se puede embeber en B? (respectivamente en S?)
entonces S se embebe en B? (respectivamente en S?) también. Para llevar a cabo esto
usamos de nuevo el teorema del collar para embeber S en una superficie sin frontera

combinatoria 7" (que es orientable si S es orientable) tal que 7\ S = 9S x (0, 1).

Es sencillo comprobar que si a y 3 son dos curvas de Jordan que se cruzan
en T entonces ambas deben intersecar a R y por lo tanto se pueden modificar
para conseguir dos curvas de Jordan que se cruzan en R. Puesto que R no puede
tener dos curvas de Jordan cruzéandose (recordamos que estamos asumiendo que el
teorema 4.1. A es cierto en el caso de frontera vacia), T' tampoco puede tenerlas y
se puede embeber en B? (resp. en S?). Por lo tanto S se puede embeber en B? (resp.

en S?) como queriamos probar.

condiciéon adicional 95 = ().

4.2.2. Implicaciones (i)=-(ii) y (ii)=-(iii)

La implicacion (i)=>(ii) es trivial, y la demostracion de (ii)=>(iii) sigue del teore-

ma 1.4.6, que nos dice que en S?, B* y P? no existen o6rbitas recurrentes no triviales.

4.2.3. Demostracién de la implicaciéon (iii)=(iv)

Procedemos con la implicacion (iii)=-(iv). Aqui vamos a demostrar que si S no
tiene curvas de Jordan cruzandose en un punto entonces es homeomorfa a S?, P2 o

una region de B? (o, si S es orientable, a una region de S?).

Consideremos el embebimiento e : S — S% del teorema 1.5.17. La no existencia
de curvas de Jordan que se cruzan implica que i(X) = 0y j(3) < 2. Vemos la

demostracion de esta afirmacién por reduccion al absurdo.

la pégina 61}). Tomamos un conjunto totalmente disconexo y cerrado C C S*\
(U,ex; C1D,) para el que S = S5\ [C]y. Ademas, puesto que C' es totalmente
disconexo y no puede separar a la esfera S? (tisese por ejemplo [Kur6§, p. 189 y p.

539, Th. 5]) y existe un arco § C S? que tiene sus extremos en «; y f3; respectivamente

¥ que no interseca a ningtn otro punto de C' U, .. C1 D,.
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Debido a que oy y [ tienen orientaciones opuestas, [0]y v [aq]s = [fi1]s son
curvas de Jordan que se cruzan en un punto en S% \ [C]s, por lo tanto S tiene dos

curvas de Jordan cruzandose y llegamos a una contradiccion, asi que (X)) = 0.

Ahora probamos que j(X) < 2 (observemos que si S es orientable entonces auto-
méticamente se tiene j(X) = 0y S es embebible en S? como se queria). Procedemos
de nuevo razonando por reduccion al absurdo suponiendo que j(¥) > 2. Entonces
en S hay tres curvas de Jordan no orientables, por ejemplo 0, ¢1 y ¢ (ver la figura

171,

[ St

Tomamos un circulo orientable ¢ que encierre a ¢ y dos curvas de Jordan no
orientables d; y dy cerca de § (y por lo tanto disjuntas de ¢; y ¢o) intersecandose
transversalmente en un punto x € §. Ademas existen discos cerrados disjuntos dos
adosen S, Ky y Ky, tales que K; N d; = iy y K; N ¢ = p; son arcos contenidos en
Bd K, paral=1,2.

Pongamos que Bd K; = 14 U 71 U p; U 75 para arcos (minimales) adecuados
Ti1,T,2. Entonces, para | = 1y [ = 2, los arcos (0; \ pur) U1 U (¢ \ pr) U T2 son

circulos orientables cruzéndose exactamente en x y llegamos asi a una contradiccion,

por lo que j(¥) < 2.

00

Figura 4.1: llustracion de la prueba del caso j(X) < 2. §, ¢1 y ¢2 son curvas de Jordan no orientables

por lo que hay que identificar cada punto con su simétrico

Hemos probado que i(X) = 0y j(X) < 2. Esto significa que S es embebible en
S?, P? o0 B?. Ademés, si no es homeomorfa a ninguna de las dos primeras superficies,
como cualquier regién propia de S* o P? se puede embeber en B? (ver el lema 272.2(1)),

serfa también embebible en B2 Esto concluye la prueba de la implicacion (iii)=-(iv).
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4.2.4. Demostracién de la implicacién (iv)=-(i)

(iv)=-(i). Procederemos en este caso dividiendo la prueba segun el siguiente esquema:

1°. Se prueba que hay una regién densa, O C S, que tiene dos curvas de Jordan

cruzéndose, y que se puede embeber en T2

2°. Vemos que O es homeomorfa a T? \ A, siendo A un conjunto totalmente dis-

conexo e incluido en un arco de pendiente irracional constante.

3°. Finalmente modificamos el flujo irracional correspondiente sobre T? de tal
manera que A sea el conjunto de puntos singulares del nuevo flujo que, en con-
creto, tiene una orbita densa en T?\ A. Después se aplica el teorema 125.3 para

para conseguir el flujo transitivo deseado en S.

Antes de empezar la demostracion de cada uno de los pasos damos una descrip-

cién geométrica de la superficie no orientable de género 3, Ns.

Lema 4.2.2. Sea M, una superficie orientable de género 2 contenida en R? y elegida
de tal manera que si x € My entonces —x € My. Denotemos por “x” la relacion
de equivalencia en My que identifica x y —x para todo x € My y denotemos por

7 My — My/ =~ a la aplicacion cociente. Entonces My/ =~ es homeomorfa a Nj.

Demostracion. Es claro que M,/ & es una superficie compacta, veamos que ademas

es no orientable y tiene caracteristica de Euler igual a —1.

Para probar que es no orientable fijamos puntos z y —x de M, y construimos un
arco a en W que tenga a x y —x como extremos. No es restrictivo suponer que «
no contiene ningn otro par de puntos simétricos (en otro caso elegiriamos un arco
abierto § C «, suficientemente pequeno y que no tenga tales pares y lo incluiriamos
en un arco abierto maximal v C « con la misma propiedad y reemplazariamos «

por la clausura de 7).

Claramente, hay un homeomorfismo h : [—1,1] x (=1,1) — U C M tal que
h([—1,1] x {0}) = a y h(—1,t) = —h(1,—t) para cada t € [—1, 1]. Entonces 7(«)
es una curva de Jordan en M,/ ~ que tiene a w(U) (una banda de Mobius) como

entorno y por lo tanto m(«) no es orientable y tampoco Ms/ =.
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Por dltimo construimos una triangulacion de M tal que si K es cualquiera de
sus caras, aristas o vértices entonces —K = {—z : x € K} es también una cara, una

arista o un vértice de la triangulaciéon. Asi que:

x (M.
X/ =) = X - gy
y por lo tanto la superficie M,/ =~ es homeomorfa a Nj. O

Primer paso: basqueda de la regién O

Como en la prueba de (iii)=-(iv) consideramos el embebimiento e : S — S% que,
de acuerdo con el razonamiento de dicha prueba y el lema 2:2.4, debe ser de tal
forma que i(X) # 0 0 j(X) > 3.

Si nos centramos primero en el caso i(X) # 0 entonces es suficiente con quitar de
S todas las curvas de Jordan que van a parar por e a los circulos [o;] =[] (1 # 1)
v [v;] para obtener el conjunto O. Tomemos un arco § con puntos finales en ay y
By relacionados con la relacion ~ que da lugar a S%. Ahora se tiene que e~ '([d]) y
e !([ay]) son curvas de Jordan que se cruzan en O. Ademéas O se puede embeber
trivialmente en S, con X' = {ay, /1 }, y es obvio que S%, es homeomorfo a T?. Por

lo tanto hemos obtenido la region O deseada.

El caso j(X) > 3 requiere un argumento mas extenso. Fijandonos en la seccion
4.2.3 se puede proceder para encontrar una region O', densa en S, embebible en V3
y que tiene dos curvas de Jordan cruzandose. Ahora vamos a mostrar como quitar
una circunferencia no orientable de O" de manera que la region que resulte O (que
sigue siendo densa en S) todavia tenga dos curvas de Jordan cruzandose pero que

pueda ser embebida en T?.

Para encontrar la region O usaremos la descripcion de N3 dada en el lema 4.2.2,
es decir O' C N3 = M,/ ~.
Recordamos que 7 : My — M/ ~ denota la aplicacion cociente y mostramos

seguidamente que 7~ 1(O’) es conexo. Para ver esto probamos una observacioén previa.

Observacion 4.2.1. Si' V' C N3 es una region arbitraria y U es una de las componentes

de 7=1(V') entonces 7|y es sobreyectiva.

Demostracion de la observacion. Para probar la sobreyectividad de 7|y se hace un
argumento por reduccion al absurdo. Si 7|y no es sobreyectiva existe un punto b

de la frontera de 7(U) en V (porque V es conexo). Obsérvese que, debido a que



4.2 PRUEBA DE LA CARACTERIZACION DE SUPERFICIES TRANSITIVAS
(TEOREMAS £.1°A v 4.1.8) 131

7m(U) es abierto (porque 7 es una aplicacion abierta), b ¢ 7(U). Encontremos una
sucesion de puntos (y,), de (V') que converjan a by tomemos puntos x,, en U con
7(x,) = yYn; NO es restrictivo suponer que (x,), converge, digamos que a a. Puesto
que m(a) = b entonces a ¢ U. Ahora es suficiente con tomar un entorno conexo, U,
de a, y observar que w(U U U,) C V, lo que contradice la definicion de U. Por lo

tanto 7|y es sobreyectiva. O
En vista de la observacion, una de las dos posibilidades siguientes ocurre:

1. 771(O') es conexo o

2. 77 1(0’) tiene dos componentes conexas, cada una de las cuales homeomorfas

a O’ y simétricas una de otra.

La existencia de curvas no orientables implica que la primera posibilidad es la

que tiene lugar, es decir 771(0O’) es conexo.

Ahora es facil probar que si o y 7 son curvas de Jordan cruzadas en O’, entonces
7o) =01Uoy y 7 H(7) = 11UTy, donde 0y y 7 son curvas de Jordan cruzadas para
I =1yl=2 ademas (c;Ur)N(02UTy) = 0. Claramente 7~ (O0’)\ (o1 UT U UT)
es conexo, asi que podemos construir un arco (minimal) § cuyos extremos son dos
puntos simétricos x y —z de O". Ahora o = 7(J) es una curva de Jordan no orientable
y las curvas o y 7 estan contenidas en O := O"\ a. Segun el lema lema 2:2.4 (i), O
se puede embeber en B? o en T?. La existencia de curvas de Jordan cruzadas en O
excluye la primera posibilidad por el lema 2.2.4, apartados (ii) y (iii). Entonces O

se puede embeber en T?.

Segundo paso: construccién del homeomorfismo a T2\ A

Apliquemos el teorema 1:5.17 a la superficie O para encontrar el embebimiento
correspondiente €’ : O — S%,. Puesto que O es orientable tenemos que j(3") = 0.
Ademas, debido a que O tiene dos curvas de Jordan cruzadas entonces i(X”) > 1 por
el lema 272.2. Por otro lado, como O es embebible en el toro se tiene i(X") < 1 (si no,
O tendria dos pares de curvas de Jordan cruzadas y debido a que cada una de estas
curvas es orientable y no homotopicamente nula, por el lema 2.2.3, aplicarfamos el
lema 2:2.2(ii) para llegar a una contradiccion. Por lo tanto S%, = T? y se puede

asumir que O C T? y que C = T? \ O es totalmente disconexo (ver el teorema
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Denotemos por « y ( a las curvas de Jordan que se cruzan en O. Fijemos un

entorno anular de 3, B C O, intersecando « exactamente en un pequeno arco abierto
.

Usemos ahora el lema 272.2(ii) para encontrar un homeomorfismo f : T?\a —
S' x (—1,1) tal que, si U es un anillo cerrado separado por « en dos anillos cerra-

dos Uy, I € {—1,1}, entonces la restriccion de f a U, \ « se puede extender a un
homeomorfismo f,: Uy — f(U; \ a) U (S* x {I}), 1 € {-1,1}.

Obsérvese que si fijamos una orientacion de « y la inducimos mediante las aplica-
ciones f; en S' x {I} := oy, entonces estos circulos tienen orientaciones compatibles’
en la esfera (S' x (—=1,1)) U (D? x {—1}) U (D? x {1}) (porque el disco f(B\ ) las
conecta).

Ahora podemos construir un homeomorfismo ¢ que aplique el anillo cerrado
S* x [~1,1] sobre él mismo llevando un arco ¢ D f(C) (consultar [Kur68, pagina
189 y 539, teorema 5|) sobre un arco ¢ de pendiente irracional p), y tal que la
primera coordenada de (qo f_;oa)(t) vy (go fioa)(t) coincide para cada t € S'. Sea
A = (qo [)(C), entonces es claro que O es homeomorfo a T? \ A (estamos viendo

S' x (=1,1) como un subconjunto de T?).

Tercer paso: final de la prueba

Consideremos el flujo irracional de pendiente p en T?, tomemos una copia difeo-
morfa M; C R3 de T? y llevemos este flujo a un flujo suave sobre M; cuyo campo
vectorial asociado es ' : M; — R3. Multipliquemos F por una funcién suave no
negativa A : M; — [0,00) tal que el campo de vectores resultante tiene un flujo
asociado que, una vez llevado a T2, tiene a A como conjunto de puntos singulares.
Usemos el teorema 1.5.3 para construir un flujo suave y transitivo sobre O y exten-
damoslo a un flujo suave ® sobre toda la superficie S por medio del lema 1:3.A. Esto

concluye la prueba de la implicacion (iii)=(iv) y por lo tanto del teorema 4.1.A.

! Recordamos que dos circulos C,, y Cjs sobre la esfera, con parametrizaciones o y 3 y acotando
discos abiertos D, y Dg, tienen orientaciones compatibles si existe un homeomorfismo h : St x
[—1,1] — S?\ (D4 U Dg) tal que h(t,—1) = «(t) y h(t,1) = B(t)



Capitulo 5

Variedades de dimensién n, n > 3

5.1. Introduccién

En este capitulo abandonamos el estudio de flujos en superficies para pasar al
estudio en variedades en general. El aumento de la dimensién de los espacios con
los que vamos a trabajar traera como consecuencia que los resultados que probemos

sobre los conjuntos w-limite sean menos descriptivos y mas generales.

El estudio de los conjuntos w-limite en dimensiones mayores o iguales a tres
es una extension natural del estudio que hemos llevado a cabo para superficies
en los capitulos anteriores. No obstante, desvelar la estructura de estos conjuntos
para dimensiones mayores tiene importancia en si mismo, ya que existen muchos
fenomenos fisicos estudiados con ecuaciones diferenciales (y por lo tanto con flujos)

sobre espacios de dimensiones altas.

Entre las ecuaciones diferenciales que nos llevan a estudiar flujos sobre varieda-
des, las ecuaciones de Lorenz han tenido una importancia especial. Recordamos que

las ecuaciones de Lorenz se pueden expresar de la siguiente manera:

¥ =0y —x),
y =rx—y—uzxz, (5.1.1)

2 =xy — bz,
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para ciertas constantes reales o, r y b. Estas ecuaciones describen varios fenémenos

fisicos de distinta naturaleza. Entre ellos, podemos citar:

1. Fenémenos meteorologicos.

2. El movimiento de un fluido acotado por dos placas calientes cuya temperatura

es diferente.
3. El movimiento de una rueda de agua.
4. El comportamiento de un laser.

5. El comportamiento de una dinamo.

Para ver la descripcion de los modelos citados y sus relaciones con las ecuaciones
ejemplos justifican el estudio de flujos sobre variedades no s6lo como una generali-
zacion de la teoria desarrollada para superficies. Naturalmente, en este trabajo sélo
nos ocuparemos de una parte muy limitada del estudio de flujos sobre variedades:

el estudio de conjuntos w-limite.

Recordemos que en el caso de superficies empezamos el estudio de los conjuntos
w-limite repasando el clasico teorema de Poincaré y Bendixson y estudiamos su vali-
dez en otras superficies. Vimos que tras la aportacion de A. J. Schwartz, el teorema
de Poincaré-Bendixson sigue siendo valido con algunas restricciones para cualquier
superficie compacta y conexa (ver los teoremas 2.1.1, 2T.2 y 2.1.4). Un buen punto
de partida para estudiar la estructura asintética de orbitas sobre variedades seria
plantearse la validez del teorema de Poincaré-Bendixson en espacios de dimension
mayor que dos. Aunque ahora sabemos la respuesta de este problema, ésta se estuvo
buscando durante dos décadas. En concreto, en 1950 Seifert propuso la siguiente

conjetura:

“Sea T el solido tridimensional acotado por T? y sea ® : R x T — T3 un
flujo de clase C", r > 1, sin puntos singulares. Entonces ® tiene orbitas

cerradas."

418]) construyé un flujo de clase C*, @ : R x T3 — T3, siendo todos los puntos de

T3 regulares y sin 6rbitas periodicas. La busqueda de contraejemplos a la conjetura



5.2 NOTACION Y RESULTADOS TECNICOS 135

de Seifert ha dado lugar a una gran cantidad de articulos, entre ellos destacamos los

trabajos de K. Kuperberg y G. Kuperberg [Kup94, KK96]. En el primero de ellos
se da un contracjemplo de un flujo de clase C'*™° a la conjetura de Seifert y en el
segundo, en 1996, se extiende este contracjemplo construyendo flujos analiticos en
cualquier variedad de dimension mayor que 2. Cabe destacar que también existen

en la literatura contraejemplos con flujos hamiltonianos y ergodicos.

Una vez constatada la imposibilidad de extender el teorema de Poicaré-Bendixson,
el siguiente paso es intentar dar teoremas del tipo de Vinograd en variedades de di-
mension mayores a 2. Veremos en este capitulo que el teorema de Vinograd sigue
siendo cierto para la esfera de dimension n (n > 3) para conjuntos w-limite de
orbitas no recurrentes. Basicamente, este capitulo esta dedicado a caracterizar con-
juntos w-limite de 6rbitas no recurrentes sobre variedades compactas y al estudio de

variedades transitivas no necesariamente compactas.

Para finalizar esta seccién introductoria describimos la estructura de las secciones
restantes del capitulo. La seccion 5.2 introduce la notacion y resultados técnicos que
se usaran posteriormente. El apartado 5.3 se ocupa del estudio de los conjuntos w-
limites de Orbitas no recurrentes, prestando especial atencion a los flujos definidos

sobre S™. La ultima seccion se dedica al estudio de variedades transitivas.

5.2. Notacién y resultados técnicos

En esta seccion presentamos las nociones que se usaran en la prueba de los teo-

resultados técnicos necesarios. Empezamos con algunas definiciones, en ellas M de-

nota una variedad de dimensién n.

Definicién 5.2.1 (célula de dimension n). Un conjunto C' C M es una célula
de dimension n si es homeomorfo a la bola D,,. Recordamos que D,, = D, (1) es la

bola cerrada de didmetro 1 (ver el apartado 1.5.2 de notacion).

Si adicionalmente 6 : I xID,,_; — C' es un homeomorfismo (I = [—1, 1]), entonces

llamaremos a (C, ) una célula parametrizada de dimension n.

Definicién 5.2.2 (fibras abiertas y cerradas). Para cada z € D,_; el arco
0(I x {z}) recibe el nombre de fibra cerrada de C' (con respecto a la parametrizacion
0) y el arco 6((—1,1) x {z}) recibe el nombre de fibra abierta de C' (también con

respecto a la parametrizacion 0).
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En todo el capitulo haremos las identificaciones siguientes:

1. B(C)=B(C,0) =0({-1} xD,_,),

2. T(C)=T(C,0) =0({1} x Dy,_4).
Ademaés, si reemplazamos ID,,_; por Q,,_; obtenemos:

3. Bo(C) = Bo(C,0) = 0({-1} x Oy),

4. To(C) = To(C,0) = O({1} x O,_y).

Recordamos que un conjunto C' C M se dice que es una esfera de dimension n

si es homeomorfo a la esfera S" = {z € R" : ||z|| = 1}.

Obsérvese que si C' es una célula de dimension n en M y h : D, — C es un
homeomorfismo entonces h(Q,,) = Int C'y h(S™) = Bd C, ya que, debido al teorema
M que es homeomorfo a un conjunto abierto de R™ es también abierto. Las proximas

dos definiciones jugaran un papel importante en el desarrollo de este capitulo.

Definicion 5.2.3 (torre). Sea {(B, 3)} U{(Fi, ¢i) }i—; U{(S}, 0;) }5=; una coleccion
finita de células parametrizadas sobre una variedad M de dimensién n, que si no
hay confusién posible con las parametrizaciones de las células, identificaremos con
la union T'= BU Ui, Fi ulU;_, S;.

Diremos que la coleccion de células anteriores es una torre con base B = (B, 3),
pisos F; = (F;, ¢;) y escaleras S; = (S;,0;) (nos referiremos genéricamente a B, F;
y S; como los blogues de T') cuando para cada bloque C' existe un entero no negativo

[(C), Namado el nivel de C, tal que se satisfacen los siguientes enunciados:

(i) I(B) =0y I(C) > 0 para cualquier otro bloque C'

(ii) Si F es un piso de nivel | entonces hay un piso F* de nivel [ — 1 tal que
FNF* = B(F) C To(F*) (si Il = 1 entonces F* es la base B). Ademaés
F N C =0 para cualquier otro bloque C' con [(C) <.

(iii) Si S es una escalera de nivel [ entonces S N B = T'(S) C Bo(B) y hay un
piso F* de nivel [ — 1 tal que SN F* = B(S) C Tp
F*=BySnNF = B(S)UT(S) con T(S) C Bo
Ademas S N C = () para cualquier otro bloque C.

F*) (si | = 1 entonces
B)y B(S) C To(B)).

TN/~
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Definicion 5.2.4 (torre regularizable). Una torre 1" se dice regularizable si ade-
més de verificar las condiciones de una torre existe un ntmero real €, 0 < € < 1,
tal que para cada bloque (C,6) de T existe un embebimiento continuo (o, si M
es suave, un embebimiento suave) que extiende a 6 y que se denota por e(f) :
(—1—€,14€) xOp_1(1+€) — M.

Ademas, si e(C) :==e(0)((—1 —€,1+¢) x O,_1(1 +€)) entonces se satisfacen las

siguientes propiedades:

(iv) Si C'y €’ son bloques disjuntos entonces e(C') y e(C”) son también disjuntos.

(v) Si F'=(F,¢)y F*=(F*,¢*) son como en la propiedad (ii) de la definicion de

torre, entonces:

= e(Q)({=1} x O a(1+€)) CTo(F) y

v e(d)(t,2) = e(¢*)(t+2,2*) paracada t € (—1 — e, —1 4 ¢€) cuando z y 2*
son tales que e(¢)(—1, z) = e(¢*)(1, 2%).

(vi) Si S = (S,0) y F* = (F*,¢*) son como en la propiedad (iii) de la definicion
de torre, entonces:

v e(0){-1} x O,_1(1+¢€)) C To(F*),

w e(0)(t,2) = e(¢*)(t + 2, 2%) para cualquier t € (—1 — ¢, —1 + €) cuando z
y z* satisfacen e(o)(—1, z) = e(¢*)(1, %),

= e(0)({1} x Dypa(1+¢€) C Bo(B) y

» e(o)(t,w) = e(f)(t—2,w*) paracadat € (1—¢,1+¢€) si w y w* satisfacen
6(0’)(1,11}) = 6(5)(—1, w*)'

Escribiremos e(T') = e(B) UU,_, e(Fi) UU;_, e(5)).

Definicién 5.2.5 (torre regularizable infinita). Diremos que T es una torre
reqularizable infinita si T = \J,-_, T,n, donde cada T, es una torre regularizable
tal que Ty = {(B, )} y, para cada m > 1, hay un bloque (C,,,6,,) de T, tal que
T =T U{(Cry0) }-

Ahora las fibras de T son los arcos conexos maximales de Int T" que resultan de

uniones numerables de fibras abiertas o cerradas de cada uno de los bloques que

componen las torres 71,,.
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— By
| e(Fs) fibra
e(Fy) —
7 — L]
L A
fibra B
e(B) —
6(51) Sl

Figura 5.1: Torre regularizable con base B, pisos F1, Fy y F3 y escalera Sy para la que I(B) = 0,
l(Fl) = Z(Fg) = Z(Sl) =1 Yy l(Fg) =2

Seguidamente probamos un teorema importante acerca de torres regularizables.
Este teorema sera de utilidad en la construcciéon de los diferentes flujos necesarios

en el capitulo de este trabajo.

Teorema 5.2.A. Sea M una variedad de dimension n, O C M una region y'T" una
torre reqularizable con e(T) C O. Sea x € To(F') para algin piso F' de T de nivel
[ >0 (sil =0 entonces F' = B) y asumamos que x ¢ C para ningin otro bloque C
de T

1. Seay € O\T. Entonces existe una torre reqularizable T* = TU{(F*, $*)}, con
e(T*) C O, para la que F* es un piso de nivel | + 1 y tal que x = ¢*(—1,0),
y=¢"(1,0).

2. Seay € Bo(B). Entonces hay una torre reqularizable T* = T U{(S*, o)}, con
e(T*) C O, para la que S* es una escalera de nivel [+1 y tal que x = 0*(—1, 0),
y=0%(1,0).

Dividiremos la prueba de este teorema en dos partes. Primero asumiremos, en el

apartado 5.2.1;, que M es s6lo una variedad topolégica y después haremos la prueba



5.2 NOTACION Y RESULTADOS TECNICOS 139

cuando M es una variedad suave en el apartado 5.2.2.

5.2.1. Prueba del teorema 5.2.A en el caso continuo

Puesto que la torre T' es regularizable y la dimensiéon de M es mayor o igual
que 3 es facil ver que e(T) \ T" es conexo y como (7)) es un entorno abierto de
T en la region O, se tiene que el conjunto O \ T también es conexo. Usando la
conexion del conjunto O\T' construimos un arco A con puntos extremos z e y y tal
que A\ {z,y} C O\ T.

Debido a que el arco A es compacto se deduce la existencia de un nimero § > 0,
tal que si A’ es un subarco de A con diam A’ < § entonces existe un conjunto abierto

W que satisface:

s AACW,

s W es homeomorfo a R”.

Dividimos ahora la prueba dependiendo de que diam A sea menor o mayor o

igual que 9.
Primer caso: diam A < ¢

Empezamos fijando un conjunto W homeomorfo a R™ que incluya a A y pro-
baremos la parte 1 del teorema. Después haremos un comentario para la forma de
proceder a la hora de demostrar la parte 2 del teorema. Para facilitar el seguimiento

de esta demostracion se pueden ver las figuras 5.3 y 5.3.

Construimos células de dimension n disjuntas en O N W, C, y C,, conteniendo
respectivamente los puntos z e y en sus fronteras, denotadas por B, y B,. En
concreto tomaremos C, = e(¢)([1,1 + p] x D) para un numero suficientemente
pequenio i < € y una bola cerrada D C Q,,_; y asumimos que e(¢)(1,a) = z para
el centro, a, de D. Obsérvese que podemos suponer que B, y B, son esferas de
dimension n — 1 reqularizables, es decir, existen entornos abiertos, O, y O,, de B, y

B, respectivamente y homeomorfismos
he: (-1,1)xS" ' -0, vy h,:(-1,1)xS"! =0,

tales que:
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Figura 5.2: llustracién sobre la demostracién del primer caso

w 1, ({0} x S*71)

Il
s
g

= hy({0} x §"7)

B,.

Ahora si e(¢)(1 4+ p,a) = x* tomamos un arco A* C O N W conectando z* e y

de manera que A* no contiene ningtn otro punto de C, UC, UT.

Denotemos por W, := W U {oo} la compactificacion usual por un punto de W.

Qui82|, garantiza la existencia de un homeomorfismo
h:lxS" ! — Wi\ Int(C, U Cy),
tal que:
» h({-1} xS" 1 Y=B,y

= h({1} x S"71) = B,.

Ahora es facil tomar células de dimension (n — 1), K- y K,, en B, y B, res-
pectivamente. De hecho podemos tomar K.« = e(¢)({1 + u} x E) para alguna bola
cerrada, ¥ C D, centrada en a. Construimos, usando h, una célula parametrizada
de dimension n, (F'7,¢"), en W \ Int(C, U C,), muy cercana a A* y verificando:
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|_ Ft

0, 1 =

Figura 5.3: llustracién sobre la demostracién del primer caso

FtcO\T

F*NB, = B(F*) = K,.,

F*NB,=T(F) =K,

¢7(=1,0) = 2%, ¢7(1,0) = y.

Ahora tomamos la célula F* := F* Ue(¢)([1,1 + p] x E) y la parametrizamos

con una aplicacion ¢+ : [—=1,1] x D,,_; — F*T tal que:

s B(F) = K, = e(¢)({1} x B) y T(F*) = K,.

» Siu€ Ky ye(¢)(1+u,z) =u para algin z € F entonces hay un zt+ € D,,_;
tal que o7t (¢, 271) =e(¢)(2+t, 2) para todo t € [—1,—1 + p].

= 0T (=1,0) =2y ¢"7(1,0) = y.

Finalmente ponemos F* := ¢*" (I x D,_;(v)) para algin v < 1 y definimos
¢* : [=1,1] xD,_; — F* por ¢*(t,z) = ¢ (t,vz). Obviamente T* = T U {(F*, ¢*)}
es regularizable (obsérvese que podemos usar las mismas extensiones para los bloques

de T restringiéndolos para un apropiado €™ < ¢).
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Esto concluye la prueba de la parte 1 del teorema bajo la hipétesis adicional que
diam A < . La prueba de la parte 2 del teorema no incluye dificultades especiales,
basta con proceder de forma anéloga con x e y, usando para y la base B de la torre

T como lo hicimos previamente con x y el bloque de la torre que lo contiene.
Segundo caso: diam A > §

Como en el caso anterior haremos la prueba para la parte 1 del teorema, haciendo

comentarios de como adaptar el argumento para la parte 2.

Empezamos eligiendo puntos x = g, 21,...,2; = y que descomponen el arco
A en subarcos Ay, ..., Ay con didmetros menores que 0. Se razona como en el caso

anterior para construir una célula parametrizada de dimension n, (F}, ¢7), con xy =
¢>{(_17 0)7 T = dﬁ(lv 0) y tal que:

w Ty =T U{(FY, ¢7)} es una torre regularizable,

6(T1) C O,

F} es un piso de nivel [ + 1,

TN (AzU---UAg) = 0.

Reemplazando A, si fuera necesario, por un arco cerrado con los mismos puntos
extremos y que no interseque a la fibra cerrada de F} que contiene a xy y z1. Y
tomando también un bloque F} mas fino, no es restrictivo suponer que (As\ {z1})N
Ty = (). Ahora se puede proceder como antes para extender 77 con un piso (Fy, ¢5)
de nivel [ + 2 a una torre regularizable T, = T7 U {(F5, ¢3)} tal que:

=T = ¢;(_170)7
" Ty = ¢;(]—70)7

w ¢(T3) C O.

Repitiendo el razonamiento un ntmero finito de veces podemos construir en O

una torre regularizable T'U {(F}, ¢)}F_, (si estamos en la parte 1 del teorema) o

TU{(F, o)} u{(S*,0%)} (si estamos en la parte 2) tal que x;_; = ¢*(—1,0),

x; = ¢i(1,0) para cualquier ¢ € {1,2,...,k} (donde ¢} = o* para la prueba de la

parte 2 del teorema).
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Ahora tomamos v suficientemente pequeno y definimos Fy = I,,_1(v) e, inducti-
vamente, £; para cada 1 < i < k por la propiedad ¢} ({—1} x E;) = ¢}, ({1} x E;_1).
Es claro que J'_, ¢*(I x E;) es una eleccion apropiada para F* o S* (los ¢* 0 o*

correspondientes se pueden definir facilmente).

5.2.2. Prueba del teorema 5.2.A en el caso suave

Las ideas béasicas de esta demostracion son anélogas a la usadas en la seccién
anterior para probar el teorema en su version continua. Usaremos la misma notacion
que antes y procediendo como alli s6lo hara falta tener cuidado para garantizar que,
cuando diam A < J, tenemos que la extension de la torre es diferenciable. Nos
limitaremos a hacer la demostraciéon de la primera parte del teorema, que como

antes se puede adaptar de manera facil a la prueba de la parte 2.

Obsérvese primero que si W C M es el conjunto homeomorfo a R™ tal que

A C W, entonces podemos suponer que es difeomorfo a R™.

Recordemos que A := e(f) : (1 —¢,1+¢) x O,_1(1 +€) — M es ahora un
embebimiento suave y tomemos como antes C,, = A\([1, 1+ p] x D) para un ntmero
suficientemente pequeno 1 < € y una bola cerrada D C O,y con A(1l,a) = =
siendo a el centro de D. Con el fin de utilizar una notacién similar y para marcar las
similitudes del argumento en el caso (b), podemos suponer que hay un embebimiento
suave 7 : (1 —€,14+¢€) x O,_1(1 +€) — M tal que Cy = (-1 — p,—1] x R)
para una bola cerrada pequena R C O,_; cuyo centro, b, satisface v(—1,b) = y.
Asumiremos que tanto el radio de D como el de R es p, que A\([1 — p, 1+ p| x D)
y Y([-1 — p,—1 4+ p] x R) son conjuntos disjuntos y contenidos en O N W y que
Y([=1 = p, —1 + p] x R) no interseca a T'. En lo que sigue identificaremos a W con
R™ (por lo tanto O := ONW y T" := T'N'W seran vistos como subconjuntos de
R™).

Consideremos las curvas o : [1 — pu, 1 +pu] = R*yn: [-1 —p,—1+ u] — R
respectivamente definidas por a(t) = A(t,a) y n(t) = (¢, b). Observemos que, debido
a que Ay 7 son difeomorfismos, tenemos o’(t) # 0 y 7/(t) # 0 para todo t. Ahora
es sencillo conectarlos de forma diferenciable, es decir, hay una aplicacion inyectiva
suave K : [—1—p, 1+pu] — R™ que satisface £'(t) # 0 para cualquier ¢, £(t) = a(t+2)
parat € [—1—p,—14p], y x(t) = n(t—2) para t € [1 — u, 1+ u|. Podemos suponer
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adicionalmente que s([—1+ p,1 —p]) CO"\T" y que

R([=1+p, 1= p]) DAL — g, 1+ p/2] x D) = 0,

(5.2.1)
A1+ 1= p) N y([-1 = p/2, -1+ p] x R) = 0.

Frol=1—p1+pu — st

e
t —  F() = mer

no puede aplicar el intervalo [—1 — i, 1+ ] sobre S™, es decir, hay un punto p € S*~!
tal que F(t) = % £ p para todo t. Fijemos un difeomorfismo g : R*! —

[~

S*1\ {p}, y definamos G, : S" '\ {p} - R", 1 <r <n—1, por

Gr(q) = g—;<g—l<q>>,

donde z, denota la r-ésima componente en R~

Como todos los vectores GT(HZ;%) son tangentes a S"~! entonces son ortogonales

a £'(t). Ademas por ser g un difeomorfismo obtenemos que

{w'(®), GL(&' @)/ (15" @O, - - Gra (5 (0)/ 15" () D}

es una base para todo t y se puede asumir, tomando p* < p suficientemente pequeno,

que la aplicacion & : (=1 — p, 1+ p) x @1 (p*) — R" definida por
§(t, 21, 2mm1) = K(8) + 20G1H(K () /KO + - - 201 Gua (6 (1) /(|5 (D)]]),
es un embebimiento tal que:

E([=1+p/4, 1 = p/4] X Dy (n*/2)) DAL = 1, 1+ /8] x D) =

0 v
E([=1+ p/4, 1= p/A] x Doy (7/2)) Oy ([=1 = /8, =1 + ] x R) = 0.

(5.2.2)

Sea peas : R — R, d > ¢ > 0, s > 0, una aplicacién suave no negativa

verificando p.qs(t,2) = 1 para cada (t,2) € [—c¢,¢] x D,,_1(s/2) y que se anula

!Nota por eliminar: ;Esta cita es referente al lema de Sard? En caso afirmativo, citese
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N[ »

Figura 5.4: La funcién p. 4 s se anula en la region C, es igual a 1 en A y toma valores positivos en B

exactamente en R"\ (—d, d) x @,_1(s) (ver la figura .4), y construyamos en R" los

campos de vectores definidos por:

O\
X)) = e =12 =) 5 (1),

dy
Y(F)/(t? Z)) = pu/4,u/27u(t + 1, Z — b)a(t, Z),

0
ZE(t,2)) = propasgage o1 2) o 0,2),

siempre que las expresiones de arriba tengan sentido y cero en el resto. Claramente,
todas estan bien definidas y son suaves. Ademaés, sea H = X +Y 4+ Z. Como H se

anula fuera de un subconjunto acotado de R™, su flujo asociado ® esta bien definido.

Obsérvese que, debido a (5.2.1), el arco x([—1 — u, 1 + p]) esta incluido en una
de las orbitas de ® y, por (5.2.2), tenemos:

Ot A1, 2) =At+1,2), si |t] <pu/8 ze D,
(LML) =N+ 1.2), si [t < /8y o)
Y

O(t,y(—1,2)) =yt —1,2), si [t|<p/8 y z€R.

Supongamos que ®(t,,z) = y (por lo que ®,([0,t,]) = ~([—1,1])) y definamos
¢ :RxInt D — R" por ¢(t, z) = (¢, A(1, 2)). Entonces vamos a ver que dp(t, z) es
regular (su determinante no se anula) para cada (t, z). Las derivadas parciales de ¢
son:

O\

Iy
= <r<n-
9s. (t,z) = dd,(A(1, Z>)azr(1’ z) para 1<r<n-1y
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Dy dp
E(t,z) = d‘bt(A(laz))E(O’Z)
- d@t(A(l,z))%—T(Oa)\(LZ))
= d®,(\(1,2))H()\(1, 2))
oA

= dCIJt()\(l,z))E(l,z).

Debido a que A y ®; son difeomorfismos entonces ¢ lo es.

Sea p** un ntmero real suficientemente pequeiio para que !

definida sobre (¢, — p**,t, + p**) x O™, siendo O** el disco abierto de radio p**

centrado en a, y denotemos por 7 a la primera componente de v~*. Entonces:

o esté bien

a(Taj ©) (tr,a) = V(tya)- aa_f(tr’ a)
= Vr(ty,a)  H(®(t,, \(1,a)))
= Vr(y)- H(y)
= Vr(y)- Z—Z(—lab)

y (puesto que p*™ es suficientemente pequeno) se puede aplicar el teorema de la
funcion implicita para obtener una aplicacion suave t = t(z) que satisfaga t(a) = t,
y ©(t(2), z) € v(—1, R) para cada z € O**.

Sean f1, fo : R — R aplicaciones suaves y no decrecientes que satisfacen:

fi(t) =1t si te (—oo,pu/8; fo(t) =0 si t e (—o0,0];
flt) =p/t si telp/d,00);  folt)=2—-p/2 si te[l 00);
fit) >0 si te(—oo,u/d); f5t) >0 si te(0,1)

y definamos

t— /8
t = t A — 4 — fi(t(z) —1t).
0.2 = 50+ (75 2L50) = o) -0
Como ¢(t, z) es un difeomorfismo local, es facil comprobar (de nuevo si p** es su-
ficientemente pequeno) que la aplicacion ¢* : (—pu/8,2 + 1/8) x O* — R" dada
por:

w*(f(tv Z)? Z) = @(ta Z)
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es un difeomorfismo bien definido que verifica para todo z € O**:

¢*(2,2) e 7({-1} X R).
Ahora por 5.2.3:
O (t,z) = ANt —1,2) para [t| < p/8,
O (t+2,2) =7(t—1,w), si zy w son tales que ¢(2,z) =v(—1,w) y [¢t| < u/8.
Definiendo ¢*(t,2) = ¢*(t + 1,2(2 — a) /™) y F* = ¢*(1,1D,,—1) hemos terminado,
ya que podemos asumir naturalmente que ¢*((—1,1] x D,_;) C O"\ T".

5.3. Estudio de 6rbitas no recurrentes sobre varie-
dades compactas: el teorema de Vinograd en

S" con n >3

5.3.1. Introduccién

Esta seccion estéd dedicada a extender el teorema de Vinograd a la esfera de
dimension n. Naturalmente, bajo la condicién adicional de que la orbita de la que
caracterizamos el conjunto w-limite sea no recurrente. Esta generalizacion vendra co-
mo corolario de la caracterizacion de los conjuntos w-limites de érbitas no recurren-
tes en variedades compactas y de algunos resultados topolégicos sobre la esfera de

dimensién n.

Conviene hacer notar que en esta secciéon nos vamos a limitar a estudiar un tipo
muy concreto de los conjuntos w-limites que pueden aparecer sobre una variedad
compacta en general. En efecto, del teorema de Sidorov se obtiene la existencia de

orbitas no recurrentes y densas en cualquier conjunto conexo de R™ con n > 3.

Teorema 5.3.1 (Sidorov). Sea O C R" (n > 3) un conjunto abierto y conezo.
Entonces existe un flujo suave (para la estructura diferencial estindar de R™) & :
R x R" — R™ y un punto u € R™ tal que we(u) = ClO.

La prueba de este resultado se puede seguir en el articulo original (en ruso) de

139).

Volviendo al teorema de Vinograd, nuestro objetivo es probar los siguientes re-
sultados:
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Teorema 5.3.A. Sea ® : R x S" — S" un flujo continuo sobre S™ y sea x € S"
un punto no recurrente del flujo. Entonces we(x) es la frontera de una region O,

€O CS", cuyo complementario es conexo.

Reciprocamente, si S es la frontera de una region O, ) C O C S™, con comple-
mentario conexo, entonces existe un flujo ® : R x S — S™ sobre S™ y un punto no

recurrente x € S" para el flujo ¢ tal que Q = we(x).

Es conveniente observar que este teorema se probo en [JS03] pero, alli “suave'se
referfa s6lo a la estructura diferencial estandar de S™. La prueba general se hizo
en [Bol05] apoyandose en una caracterizacion de los conjuntos w-limite no recurren-
tes sobre variedades compactas que introducimos a continuacién después de una

definicién necesaria.

En lo que sigue dist : M x M — [0, +00[ denotara una distancia fija definida en
la variedad M. Asociada a esta distancia podemos fijar la nocién de entorno de un
conjunto A C M de amplitud € > 0 como:

C(Aye) ={z € M : dist(z, A) < €}.

Definiciéon 5.3.2 (conjuntos w-conexos). Dada una variedad compacta y conexa
y dado un conjunto conexo y abierto O de una variedad compacta y conexa de

dimension n se dice w-conexo si y s6lo si para todo € > 0 existe una region O, C

ONC(BdO;e) tal que BAO € Bd O,

Teorema 5.3.B. Sea M una variedad topoldgica (respectivamente suave) compacta

y conexa de dimension m, entonces se verifican los siguientes resultados.

1. Dado un flujo continuo ® : R x M — M y un punto no recurrente u € M,

entonces we(u) es la frontera de un conjunto w-conexo O, ) C O C M.

2. Reciprocamente, si ) es la frontera de un conjunto w-conexo O, ) C O C M,
entonces existe un un flujo continuo (respectivamente suave) ® : R x M — M

y un punto no recurrente u € M tal que 2 = we(u).

El resto de esta seccion esta dedicada a probar los resultados precedentes (teo-
remas 5.3.A y 5.3.B). Haremos primero la prueba del teorema 5.3.B, después se

probara un lema topologico y con ambos resultados se obtendra como un corolario



5.3 ESTUDIO DE ORBITAS NO RECURRENTES SOBRE VARIEDADES COMPACTAS:
EL TEOREMA DE VINOGRAD EN S™ CON n > 3 149

5.3.2. Caracterizacién de conjuntos w-limites de érbitas no

recurrentes

En esta seccion se trata de probar el teorema 5.3.B enunciado en la introduccion

anterior.

Prueba de la primera parte del teorema 5.3.B

Empezamos fijando la orbita v = ®,(R), el conjunto U = M\we(u) y su des-

composicion en componentes conexas: U = | J..; O;. Puesto que u no es recurrente

iel
se tiene que ¥y Nwg(u) = 0 y por lo tanto v C O; := O para algin j € I.

O es un conjunto abierto y conexo por definicién, probemos también que es w-
conexo. Tomamos para ello un € > 0 arbitrario y descomponemos O N C(Bd O, ¢)
en sus componentes {U;}je 7. Usando la compacidad de M tenemos que existe U;
y ne suficientemente grande para que ®,([n,00)) C U5 . Pongamos O, = U5 y

observemos que Bd O, D Bd O lo que prueba que O es un conjunto w-conexo.

Por tltimo mostramos que Bd O = wg(u). Puesto que v C O y we(u) NO =0
tenemos wg(u) C BdO. Reciprocamente, BAO = BdO; = ClO;\0O; C (0O; U
wo (u))\O; = we(u).

Prueba de la segunda parte del teorema 5.3.B para variedades de dimensién
m con m>3

Nos ocupamos ahora de la prueba de la segunda parte del teorema para varie-

dades de dimensiéon m con m > 3. Empezamos probando dos lemas.

Lema 5.3.3. S0 O es un conjunto w-conexo, € es un niumero real positivo arbitrario
yx € Bd(C(BAdO,e)NO) entonces o bien dist(x,BdO) = 0 o dist(z, BdO) = e.

Demostracion. Por supuesto, si z € Bd (C'(Bd O, €) N O) entonces dist(z, BdO) < e.
Asumamos que 0 < dist(z, Bd O) < ¢, entonces € ClO pero z ¢ Bd O lo que signi-
fica que = € O y puesto que O es abierto tenemos que = € Int (C(Bd O, €) N O). Pero
esto es una contradiccion porque x € Bd (C(Bd O, €) N O). Asi que dist(xz, BdO) =0
o dist(z, Bd O) = € para cada € Bd (C(Bd O,¢) N O). O

Lema 5.3.4. Si O esw-conexo entonces C(Bd O, €)NO se descompone en un nimero

finito de componentes.
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Demostracion. Notese que C(Bd O, €) N O no puede contener dos componentes co-
nexas diferentes, U; y Us, cuyas fronteras estén completamente contenidas en Bd O.
Asumamos lo contrario, entonces usamos la conexién por caminos de O para tomar
un arco « : [0,1] — O tal que a(0) € Uy y a(1) € Us. Observemos que debido a que
Uy y Uy son dos componentes conexas diferentes de C'(BdO,¢) N O y « es continua
entonces existe un punto p € «([0, 1)) NBd Uy, pero esto es una contradiccion ya que
peBAU;NO CBAONO = 0.

Ahora vemos que si {W; };¢s es el conjunto de componentes conexas de C'(Bd O, €)N
O tales que Bd W, no esta completamente contenida en Bd O entonces I es finito.

Asumamos lo contrario y tomemos para cada ¢ € I un punto w; € W; tal que
§ < dist(w;, BAO) < %.

Por la compacidad de M existe un punto de acumulacion w de la sucesion {w; }er,

tomemos (w;,)en tal que w = llggo w;,. Entonces por la continuidad de la funcion
distancia tenemos que § < dist(w,BdO) < %, ademas w estd contenido en O
porque w € CIO\BdO y por lo tanto w esta contenido en una componente de
C(BdO,e)NO, W, para algiun j € I adecuado. Llegamos a una contradiccion puesto
que por un lado C({w},d) C W; para § > 0 suficientemente pequeno, y por otro
lado existe un entero positivo [y para el que C({w},d) NW;, # 0 sil > Iy, ya que
= fin

O

Damos ahora la construccion de una familia de conjuntos abiertos {O,}22, que

satisfacen para cada n € N las siguientes propiedades:

(A) O, es una componente conexa de C'(Bd O, %) N o,
(B) Oyt C Oy,

(C) BAO C BdO,,

(D) para cada €, 0 < € < %, existe una componente conexa U, de C'(BdO,e)

contenida en O,, de manera que BdU, D Bd O.

La existencia de esta familia de conjuntos se prueba por induccién en n, obser-
vemos que para n = 1, gracias a que existe un nimero finito de componentes de
C(BdO,1)N O y puesto que O es un conjunto w-conexo, podemos elegir una com-
ponente conexa O; de C(BdO,1)N O tal que BAO C BdO; y ademéas si 0 < e < 1
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existe una componente conexa U, de C'(Bd O, €)NO, contenida en Oy, cuya frontera
contiene a Bd O. Asumamos ahora que hemos construido {Oy, Os, ..., Oy} satisfa-
ciendo las condiciones (A), (B), (C) y (D) y construyamos Oy de tal manera que
se verifican las mismas propiedades para la nueva familia. Para hacerlo, usemos de
nuevo que C(BdO, k%rl) N O contiene s6lo un ntmero finito de componentes y la

propiedad anterior (D) para encontrar una componente O,y de C(BdO, ) N O
tal que el conjunto {Oq,Os, ..., O, Oy, } satisface las propiedades (A), (B) (C) y

(D). Por ultimo usamos el Principio de Induccion para obtener la familia {O,, },en.

El siguiente paso de esta prueba consiste en construir una sucesion (x;);ey de
puntos de O tales que Cl{x;}ien\{%i}ien = BdO. Para conseguir esto usamos la

compacidad de Bd O para encontrar para cada n € N un cubrimiento finito de Bd O

kn

formado por conjuntos abiertos de M, {U"}:",, tales que diam U]" < % para cada

i€ {1,2,...,k,}. Ahora tomamos para cadan € Nei € {1,2,... k,} un punto

kn
2 € U N O, obsérvese que |J [J{z'} es un conjunto numerable de puntos y si
neN =1
km
definimos {z;};.ny :== U U {2}, obtenemos la sucesion deseada (z;);en.
neNi=1

Se trata ahora de construir por medio de la proposicion 5.2.A una torre regula-
rizable infinita 7' = (J;=, T; en O tal que:

(T1) Para cada i € NU {0}, T; es un bloque de nivel 4, {z;, 2,01} C Ty y x; € T; si
Jj & i i+ 1}
(T2) Sin es el entero mas grande para el que {z;, z;11} C O, entonces T; C O,,

(T3) Una de las fibras de T, p*, contiene la sucesion de puntos (z;);en.

En consecuencia, usando las propiedades (T2) y (T3) se tiene que Bd O = Cl{x; }ien\
{z;}ien C Clp*\p*. Ademas de (T2) se sigue que Clp*\p* C () ClO,, C Bd O, por

neN
lo tanto Cl p*\p* = Bd O. El objetivo ahora es construir un flujo ® : R x M — M

tal que p* esté contenido en una de las orbitas.

Observemos que para cualquier fibra p de Ty cualquier punto u de la fibra p,

existe un intervalo abierto I, que contiene a 0 y una biyeccion p, : I, — p tal que:

(@) pu(0) = u.

(b) Siv € pne(C) para algin bloque (C,¢) de Ty v = p,(t*) = e(¢)(t*, 2),
entonces para cualquier ¢ € R tal que e(¢)(t + t**, 2) esté definido tenemos
pu(t +1*) = e(d)(t + t™, 2).
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Definamos ahora W(t, u) := p,(t), es claro que ¥ esta definido en un subconjunto
A C R x M que, en general, es diferente de R x M. Sin embargo probaremos que ¥
® : R x M — M topologicamente equivalente a W, de manera que las 6rbitas de ®

y W y sus orientaciones coinciden.

Empezamos por probar que A es abierto y que ¥ es continuo. Tomemos para ello
(t,u) € Ay asumamos que t > 0 (se procede analogamente en el otro caso), entonces
puesto que Imp, C IntT y p,([0,?]) es compacto existe t] € (—1,1], & € [-1,1),
{pi}iy vy {z: zf € 01} (el argumento para n = 1 se puede adaptar facilmente)

tales que:

(c) o1(th, 25) = pu(0) = u.

(d) 64(1, %) = 6541(0, 2%11) = pults +i — 1) para cualquier i € {1,2,...,n— 1} y
On(th,25) = pu(t) = pu(ti +n —2+1t5) con t; =1 — 1.

(@) p € Int U 6u([-1.1] x Q).

Ahora para cualquier € > 0 usamos la continuidad de los homeomorfismos {¢;}!,

para escoger numeros reales positivos {d;}; tales que:

(C1) Si ||z} — 2f||m—1 < 0; entonces dist(¢p;(s, 2l), ¢i(s, 2)) < ;41 para cada i €
{1,2,...,n}, s € [-1,1] y 6p41 = §, también asumimos que ¢;(1,z2;) €

¢i11({0} x O,,_1) para cada i € {1,2,...,n—1}.

(C2) Existe un namero real positivo 0y tal que si dist(u,u’) < dp entonces v =
¢1(s,w) para algun (s, w) adecuado que satisface ||(s,w) — (¢5, 27) || < 01.
Finalmente usamos de nuevo la continuidad de ¢, para encontrar 6,.o > 0

para el que se tiene la siguiente condicion.

C3) Si|th —t| < 6piay |2 — 25 ||m-1 < dpi2 entonces dist(o(t! , 20), o(tr, 2%)) <
n n + n n ny~n

n»Tn

N

Obsérvese que no hay problema en tomar d; < ‘S"T“.

Por la propiedad (C2), si v € M y t € R satisfacen que dist(u,v) < § =

On42
2

o1(s7,wi) y |[(E, 27) — (sT, w)||lm < 61. Usamos ahora la propiedad (C1) para ver que

min{dy, } vy |s =t < J entonces existe (s},w]) € (—1,1] x O,,—1 tal que v =

los puntos {w} : w} € Oy,_1}", estan bien definidos por las expresiones ¢;(1, w;) =
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$i+1(0,w; ;) para cada i € {1,2,...,n—1}. Ademas se satisface que |Jw; — 27| < 0
para cada i € {1,2,...,n} v ¢;(0,w}) = p,(1 — st +i—2)sii€{2,3,...,n}.

Definiendo s* := s — (n — 1 — s}) (recordemos que t =t — (n — 1 — 7)), se
tiene que |sf —ti| = [s —t+ s7 — 17| < |s —t| +|s7 — t]| < Ony2. Usamos (C2)
y (C3) para obtener que dist(¢p,(s:, w?), ¢, (t%, 2)) < dist(d,(s5, w), da(st, 225)) +
dist(pn(s), 25), Oulth, 2)) < 5+ 5 =€

Ahora se tiene que (s, v) esta bien definido y es igual a p,(s) = ¢,(s)), ademés
dist(W(s,v), ¥(t,u)) = dist(p,(s), pu(t)) < € entonces la aplicacion ¥ es continua y

A es un conjunto abierto.

Lema 5.3.5. Si V(t,u) = v entonces:

(P1) A:={s:(s,v) e A} ={r—t:(r,u) € A} :==B.

(P2) U(s+t,u)=V(s,VU(t,u)) cuando ambos miembros estin bien definidos.

Demostracion. Haremos la prueba para t > 0, el otro caso es similar. Tomemos
la notacion usada en la prueba del lema anterior para obtener V(t,u) = p,(t) =
pu(ti+n—2415) = ¢,(t:, 21) y supongamos que s € A, entonces (s,v) € Ay existe
ste (=11, s € [-1,1), {i}, y {w} :wf € Oy 1}, (elcason=101=1no
supone ninguna dificultad adicional) tal que:

(c”) Y1(st,w}) = pu(0) = dn(sk, z%) (en la mayoria de los casos, ¢, = ).

(d’) ¥i(1,w)) = 1is1(0,w) ) = pu(s1 +1— 1) para cualquier ¢ € {1,2,..., [ -1}y
Ui(sT,w)) = pu(s) = pu(s1+1—24sf) con s; =1 — si.

De (¢’) y (d) se deduce que 9;(1, w}) = p,(s1+i—1) = p,(t+s1+i—1) para cada
ie{1,2,..., =1} y (s, w]) = pu(s) = pu(s1+1—2+5s5) = pu(t+s1+l—2+s)) =
pu(t + s), por lo tanto (t + s,u) € Ay U(s,U(t,u)) = V(s + t,u). Si definimos
(t+ s,u) := (r,u) € A entonces s = r —t y hemos obtenido que s = r —t y por
lo tanto A C B. De manera analoga se puede mostrar que B C A. Ademaés, en
este parrafo hemos probado también (P2) W(s+t,u) = ¥(s, ¥(t,u)) cuando ambos

miembros estéan bien definidos. O

La aplicacion ¥ es por lo tanto continua, esté definida en el conjunto abierto A
y satisface (P1) y (P2), seguidamente se usa el lema 1:.3.Ai para obtener un flujo
continuo ® : R x M — M tal que ®(R x {u}) = {u} si Rx {u}NA =0, en otro caso
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QR x{u}) =V¥({(t,u) : (t,u) € A}) y la orientacion de ambas curvas inducidas por
¢ y U son las mismas. Por lo tanto we(v) = Bd O para cada v € p*, lo que concluye

la prueba en el caso continuo y dimensiéon mayor o igual a 3.

Para la version suave del teorema, hacemos notar en primer lugar que la discusion
anterior es valida ahora y que las aplicaciones ¢; y las extensiones e(¢;) se pueden
elegir suaves. Obsérvese que en el razonamiento anterior hemos visto que si (¢, u) € A
existe un entorno donde W esta definida por V(t,u) = p,(t) = op(t — (n — 1 —
ti(u)), 25 (u)) = e(¢n) (t — (n — 1 —t5(u)), 2% (u)). Denotemos por 71 : R x R™~! —
Ry m: R xR™ 1 — R™ ! las aplicaciones suaves (aqui por supuesto nos estamos
refiriendo a la estructura diferencial estandar de R™!) definidas por 7 (¢,2) =t y
ma(t, 2) = z. Finalmente notese que t}(u) = w1 0 e(¢p1) " (u), 25 (u) = m 0 e(¢y) " (u)
v 2f1(u) = moe(girr) toe(di)(1, 2 (u)), i € 1,2,...,n — 1, son aplicaciones suaves
ya que son la composicion de aplicaciones suaves. Por lo tanto ¥ es suave y aplicamos
en este caso la version suave del lema 1.5 de [JS04d| para obtener un flujo suave
P :Rx M — M tal que ®(R x {u}) = {u} si R x {u} N A = 0, en otro caso
QR x{u}) =V({(t,u) : (t,u) € A}) y la orientacion de ambas curvas inducidas por
® y ¥ son las mismas. Por lo tanto we(v) = Bd O para cualquier v € p* y hemos

concluido la prueba en el caso suave para variedades de dimension m con m > 3.

mconm<3

Variedades de dimensiéon 1. Como cualquier variedad de dimensién 1 compacta
y conexa es homeomorfa al circulo S! y los w-limites son invariantes topologicos,
bastarad con hacer la prueba en S!. Por otro lado es importante tener en cuenta
que sobre S' los tinicos conjuntos w-limites de puntos no recurrentes son conjuntos
unipuntuales. Asi que s6lo seré necesario ver probar que en S' la equivalencia entre

conjuntos unipuntuales y conjuntos que son la frontera de un conjunto w-conexo.

Tomemos para probar la equivalencia anunciada un punto p € S, este punto p es
la frontera del conjunto S'\ {p} y éste es un conjunto w-conexo. El reciproco también
es cierto, esto es, la frontera de cualquier conjunto w-conexo O, ) € O C S', es un
punto. Esto es cierto, ya que por la conexion de O se tiene que O = {e? 1 a < 0 < b}
para numeros reales adecuados a,b € R con b — a < 27. Ademas la propiedad de
conexion por la frontera implica que b — a = 27 y por lo tanto la frontera de O es

s6lo un punto.
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Superficies. Probamos ahora la segunda parte del teorema 5.3.Bi para superficies
compactas y conexas. No haremos una construccion directa del flujo @, sino que
algiin conjunto w-conexo O, ) € O C M, entonces ) es una componente conexa de

la frontera de un anillo regular U C M.

Esta parte de la prueba se realizard por induccion en el género de M, g. Em-
pecemos con el caso g = 0, esto es M = S?. Hacemos notar que O es simplemente
conexo, si no existirfa una curva de Jordan no homotépicamente nula v C O aco-
tando un disco D de tal forma que tanto D como S*\ D contienen puntos de Bd O,
pero esto contradice que O sea un conjunto w-conexo.Tenemos por otro lado que
Bd O es también una componente de la frontera de U := O, y aplicamos el lema

2.2.2 a O para obtener que U es un anillo regular.

Asumimos ahora que el resultado es cierto para todas las superficies que tienen
género menor que gy que O es simplemente conexo y procedemos como en el caso de
género 0 y se obtiene la prueba del resultado. Si O no es simplemente conexo entonces
debe incluir al menos una curva de Jordan no homotépicamente nula ~, que no
encierra un disco y al que le podemos aplicar (i), (ii) o (iii) del lema 272.4. Asumimos
(se procede similarmente con el resto de posibilidades) que 7 es orientable, M = N,
v S\ = Ny_g ., entonces fijamos puntos x, 9 € Ny_o v, gracias al lema citado, un
homeomorfismo h : S\ — Ny_o\{z1, z2}. Puesto que h es un homeomorfismo y O
es un conjunto w-conexo se tiene que h(O\y) U {z1, x5} es también un conjunto w-
conexo en N,_, y aplicamos la hipotesis de induccion para obtener un anillo regular
U C N, tal que Bd (h(O\y) U{x1,22}) = H(BdO) = U] donde U es una de
las dos componentes de BAU’. Si x; y x5 no estan contenidos en ClU’ entonces
U = h ! (U’) es también un anillo regular en M tal que Bdh™'(U;) = Bd O es una

de las dos componentes de la frontera de U y obtenemos la prueba en este caso.

Por tultimo asumimos que Cl1U’ contiene los puntos 1 y x5 (si sélo contiene uno
de ellos el argumento se puede adaptar facilmente) y fijamos un homeomorfismo
g : @\{(0,0)} — U’ tal que Bd g(@,\ C10,(1/2)) interseca Bd U’ exactamente en
Ui. Tomemos ahora r, 0 < r < 1, suficientemente grande para tener que Qy(r)
contiene a {g7'(z1),9 " (x2)}, entonces U” = g(0y\ C1Qy(r)) es un anillo regular
que no contiene ni a r; ni a 5 y ademas una de las dos componentes de de Bd U”

es igual a U]. Ahora acabamos la prueba tomando U = h=(U").
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5.3.3. Resultados topolégicos sobre S"

El proposito de esta seccion es mostrar que si A es un conjunto conexo de S"
(n > 2)y S™\ A también es conexo entonces existen entornos de Bd A tan proximos
a Bd A como se quiera, de tal forma que la intersecciones de estos entornos con A son
conjuntos conexos. Aunque este resultado es obvio intuitivamente, no es trivial de
demostrar y por otro lado no hemos encontrado una prueba de él en la bibliografia
utilizada. Es importante darse cuenta que cuando n = 1 el resultado no es cierto,
para ello basta con tomar un arco como conjunto A, de tal forma que su clausura no
sea S'. Este resultado topolégico es imprescindible a la hora de extender el teorema

de Vinograd en S? a S™ para orbitas no recurrentes.

La parte central del argumento para probar este resultado esti recogida en el
lema siguiente. En lo que sigue dy denota la distancia euclidea y para un conjunto
A C S" identificaremos Cy(A,€) = {x € S" : dy(z, A) < €}.

Lema 5.3.6. Sea A C S™, n > 2, tal que tanto A como S™\ A son conjuntos conezos.

Entonces Bd A es conexo.

Demostracion. Si Int A = () entonces Bd A es trivialmente conexo y el resultado es
cierto. Por lo tanto asumiremos que Int A # (). Ademas, si identificamos S con R”,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que co € Int A y entonces Bd A es

acotado en R™.

Asumamos que Bd A no es un conjunto conexo y tomemos conjuntos cerrados
disjuntos y no vacios Ay, Ay tales que Bd A = A;UAs. Definamos ¢ := dy(Aq, As) > 0
y para todo (z1,...,2,) € Z" consideremos los cubos

Clzty . ooyzn) ={(x1,...,2,) ER™: zzi <z < (zi—i-l)i,l <i<n}.
vn vn
Usaremos también la letra C para denotar a la familia de cubos C(z1,..., z,) que

intersecan a A;.

Fijemos una de las componentes B, de |J C, y observemos que si ponemos
cec

Bi=BdANB y By,=BdAn(R"\B)

entonces tanto B; como By son conjuntos cerrados no vacios con Bd A = By U Bs.

Tomamos € = dy(B, By) > 0, hacemos una triangulacion de Cy(B,€) [RS345, p.
12|, construimos el poliedro formado por los simplices de dimension n de la triangu-

laciéon que intersecan a B y tomamos un entorno regular suave M de este poliedro
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M es una subvariedad suave de dimension n de R™ con frontera y tal que:

1. ByCcInt My

2. M C Cy(B,¢) por lo que B, N M = ().

Recalcamos que P := M = Bd M (ya que en R" cualquier conjunto homeomorfo
a un conjunto abierto debe ser también abierto, ver por ejemplo [Kur6d, p. 475]).

También tenemos que:

3. P es una subvariedad suave (no necesariamente conexa) de dimension (n — 1)

4. P tiene un nimero finito de componentes.

5. P tiene un entorno tubular en R™, esto es, existe un homeomorfismo (de hecho

un difeomorfismo) h de P x (—1,1) sobre un entorno abierto de P en R" tal

podemos suponer que A(P x (—1,0)) C Int M y h(P x (0,1)) C R\ M.

6. Puesto que M es conexa, Int M es también un conjunto conexo porque cual-
quier camino en M uniendo dos puntos de Int M se puede modificar facilmente
en h(P x (—1,0)) para incluirlo en Int M.

Sean P, ..., P, las componentes de P. Al ser cada P; una subvariedad suave de
dimension (n — 1) de R™ aplicamos el teorema de Jordan-Brouwer (ver por ejemplo
[GP74, pp. 85-89]) y obtenemos que P; descompone R™ en dos regiones V; y U;.
Definimos V; de forma que es acotada y U; no acotada. Ademés se tiene que BdV; =
Bd U; = P, (aqui se necesita n > 2).

Ahora se debe describir la posicion relativa de las componentes P;. Para empe-
zar, descompongamos la familia P,..., P, en familias disjuntas Py,...,P;, de la
siguiente forma:

Pj={Pigr 1 <r <y},

con las propiedades:

7. Py C Vi) para cualesquiera j y r > 1,
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Figura 5.5: Para esta familia {P;}?_, se tiene la descomposicién Py = {Py, P», P3, Py}, P2 =
{Py,Ps5,Ps}, Ps = {Pr}, Ps ={Ps, Py}

8. Pij1y C Uyjr1y para cada j # j' (observar la figura 5. para ver una descom-

posicion concreta de una familia de conjuntos F;).

De hecho, debido a que Int M es un conjunto conexo y P = Bd(Int M), se tiene

que ocurre una de las dos posibilidades que siguen:

(a) [ =1

(b) I>1yr;=1paratodoj=1,...,1I.

La posibilidad (b) no puede ocurrir ya que la conexion de Int M forzaria a que
M c R\ (VU---UV), V; == Vi, y entonces h(P x (0,1)) C Vi U---UV,.
Esto significa que podemos modificar en M cualquier camino en R™\ V; uniendo dos
puntos de R™\ (V3 U---UV}) en un camino que une todavia los mismos puntos pero
que no interseca a ninguno de los conjuntos V;. En concreto, R™ \ (V; U---UV]) es
conexo y como tiene la misma frontera que M entonces M = R™\ (V; U---UV]).

Pero esto es una contradiccién porque M es acotado.

Asi que debe ocurrir (a) y tenemos que P; C Vj para cualquier i > 1y P, C U;
para cualquier ¢ # j con ¢ > 1y j > 1. Razonando de forma analoga al parrafo
superior, obtenemos Int M =V} \ Cl(VoU---UVj) (si k = 1 lo que esto quiere decir
es VoU---UV, =0).

Recordemos ahora que B, no interseca a M, asi que debe intersecar alguno de

los conjuntos Uy, V5, ..., V], pongamos por ejemplo U;. Como B; C Int M y tanto



RESULTADOS TOPOLOGICOS SOBRE S™ 159

E, = A\ {oo} como Ey = R2 \ A = R"\ E; son conexos, P; debe intersecarlos.
Ademas, BdAAN P = () implica que BdAAN E; y Bd AN E, son conjuntos abiertos

en P;, pero esto es una contradicciéon ya que P; es conexo. O

Proposicion 5.3.7. Sea A C S", n > 2, tal que tanto A como S™\ A son conezos.
Entonces, para cualquier € > 0, hay un entorno abierto U de BA A tal que U C
C(BdA,e) yUN A es conexo.

Demostracion. Durante esta demostracion denotaremos por dist : S xS™ — [0, +o00|
a una distancia fija en S" y, para cada A C S" y € > 0 recordamos que C(A,¢)
representa al conjunto {x € S" : dist(x, A) < €}. Como en el lema previo, no es
restrictivo suponer que oo € Int A # (). Entonces sera suficiente con ver que, para

cualquier namero fijo € > 0, el conjunto C' = Cy(Bd A, €) N A es conexo.

Descompongamos C'y D = A\ C en sus componentes, C' = |J,.;Cs, D =
UjG ;D;. Para cada ¢ € I, sea J; C J el conjunto de indices j que satisfacen que

C; tiene algtn punto de acumulacion en Dj. También, para cada i, definamos A; =
BdA\ (BdANC;) y E;=C; ulJ

ies, D

Observemos que cada C; debe tener algfm punto de acumulacion en Bd A ya que,
si no, dyo(z,Bd A) = € para cualquier x € Bd C;. Pero esto es imposible porque si
y € C; y dibujamos una linea recta conectandolo con su punto més cercano en Bd A,
entonces C1C; N Bd A = () implica que esta linea debe intersecar a Bd C; en algtn

punto punto z y se tiene que dy(z, Bd A) < e.

Por otro lado hacemos notar que si ¢’ # 7 entonces todos los puntos de acumu-
lacion de Cj; en Bd A estan en A; (porque los conjuntos C; son las componentes
de C). Finalmente, observemos que si j € J \ .J; entonces (J, Lt Cy tiene puntos
de acumulacion en D; porque d(x,Bd A) = € para cualquier z € Bd D;. Todo esto,

junto con la hipétesis,implica que

(S™\ A) UAU< U 0) U D | =s"\E

el i'#i JjeI\J;

€S conexo.

Como F; es conexo también, el lema anterior implica que Bd E; es conexo. Puesto
que el conjunto C; tiene puntos de acumulacion en Bd A y d(z,Bd A) € {0, ¢} para
cada xr € Bd Fj, la continuidad de la aplicacion distancia y la conexion de Bd E; dan
Bd E; € Bd A. En concreto, esto implica que si 7 # ' entonces J; N Jy = 0 y que
J =U,e; Ji- Por lo tanto A =

ZGI
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Ahora, si C' no es conexo, podemos dividir I en dos conjuntos vacios disjuntos Iy
y Iy tales que U,c;, Ci y U,ep, Ci son abiertos en A. Entonces claramente tenemos
que U;e;, Ei vy Uiep, Ei son disjuntos y abiertos en A, lo que es una contradiccion

porque A es conexo. O

5.3.4. EIl teorema de Vinograd generalizado para érbitas no

recurrentes

Enunciamos en la introduccion de esta seccion que el teorema de Vinograd sigue
siendo valido en la esfera de dimensién mayor que 2 si s6lo tenemos en consideracion

deduce facilmente de los resultados anteriores.

Teorema. 5.3.A. Sea @ : R x S" — S™ un flujo continuo sobre S™ y sea © € S"
un punto no recurrente del flujo. Entonces we(x) es la frontera de una region O,

) C O CS", cuyo complementario es conezo.

Reciprocamente, si S es la frontera de una region O, ) C O C S™, con comple-
mentario conexo, entonces existe un flujo ® : R x S* — S" sobre S™ y un punto no

recurrente x € S" para el flujo ® tal que Q2 = we(x).

Demostracion. Como hemos dicho la prueba se hace usando los resultados anterio-
res, ya que, por la proposiciéon 5.3.7 se tiene que en S”, (n > 2), los abiertos conexos
con complementario conexo son abiertos w-conexos. Asi que aplicando el teorema

5.3.B se obtiene la prueba de esta generalizacion del teorema de Vinograd. O

_____

5.4. Transitividad en variedades de dimensiéon n

para valores n > 3.

este trabajo hemos preferido, sin embargo, separar los resultados técnicos acerca de
torres regularizables (seccion 5.4) del resultado principal sobre variedades transitivas
han ayudado a simplificar las pruebas de los teoremas previos sobre conjuntos w-
limites de orbitas no recurrentes. En este apartado nos limitamos a caracterizar las

variedades transitivas ya que el trabajo técnico ha sido desarrollado anteriormente.
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La caracterizacion de variedades transitivas supondra una generalizacion del teorema

de Sidorov y se probara en los siguientes términos.

Teorema 5.4.A. Sea M una variedad conexa de dimension n (respectivamente
una variedad conexa de dimension n y suave), n > 3. Entonces M es transitiva

(respectivamente transitiva de clase C™).

Es conveniente senalar aqui algunos estudios previos acerca de variedades tran-
sitivas en el caso multidimensional. Algunos son anteriores al trabajo de Sidorov,
entre ellos destacamos el trabajo de Oxtoby y Ulam que probaron en 1941 que todos

los poliedros de dimension n compactos y conexos admiten flujos continuos transiti-

de flujos ergodicos, y por lo tanto transitivos, sobre cualquier variedad compacta,

conexa y suave de dimension n.

Este problema de caracterizar variedades transitivas se propuso en el articulo de

una torre regularizable infinita 7" en O = Int ) con la propiedad adicional que una
de sus fibras, ¢*, es densa en O. Es conveniente observar que este procedimiento no
entrafia dificultad si se sigue la construccion realizada entre las paginas 151} y b4

para la demostracion del teorema 5.3°B.

Otra vez siguiendo la prueba del teorema b.3.13 se ve que si ¢ es una fibra de T
y u € p entonces existe un intervalo abierto 0 € [,, y una biyeccion o, : I, — o tales

que:

1. 04(0) = u,

2. siv € pNe(C) para algun bloque (C,¢) en T, v = 0, (t*) = e(¢)(t**, z), existe
un namero real €, > 0 tal que o, (t + t*) = e(¢)(t + t**, z) para los nimeros ¢

que satisfacen [t| < €,.

No es dificil verd que ®(¢,u) := o,(t) es un flujo local bien definido sobre O

2De nuevo se pueden ajustar estos detalles como en la demostraciéon del teorema 5:3;_]3:, ver

pagina 152
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(que es diferenciable el caso suave). Ademés, si u € p* entonces tiene la semiorbita
positiva completamente definida y we(u) = 2. Ahora se aplica el lema 1.3.Ai (pagina

85) v terminamos la prueba.

Observacion 5.4.1 (prueba alternativa del teorema 5..A). Dada una variedad to-
se puede construir una torre regularizable infinita 7" densa en O y cuyo interior es

homeomorfo (respectivamente difeomorfo) a un conjunto conexo y abierto O C R™.

Por otro lado, puesto que cada regiéon de R™ es transitiva por el teorema de
Sidorov (teorema 5.3.1}), se puede construir un flujo suave ¥ : R x O — O para el

que hay un punto y € O con wy(y) = ClO.

Sea h : IntT — O el homeomorfismo (respectivamente el difeomorfismo) entre
nt7TyOy®:RxIntT — IntT el flujo continuo (respectivamente suave) @ :
R x Int 7T — Int T definido por ®(¢,x) = h=' (¥ (¢, h(x))) con we(h~(y)) = C1O.

Extendamos por ultimo, aplicando el lema 1.3.A (pagina 85), ® a un flujo con-
tinuo (respectivamente suave) sobre M, y que todavia denotamos por ®. Entonces
we(u) = C1O para u = h™'(y).

Observacion 5.4.2 (respuesta a un problema planteado por P. Nykos). En 1998 P.
Nykos en la “Spring Topology Conference” planteo6 la siguiente cuestion ;Contiene

toda variedad conexa de dimensiéon n un subconjunto denso homeomorfo a R"?

En 2003 A. Shibakov respondié afirmativamente a esta cuestion en el articulo

alternativa y anterior a la de Shibakov.
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