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Capitulo 1

Aprendemos a hacer cuentas

Sumario. Definicién de matriz. Operaciones con matrices. Tipos de matrices.
Operaciones elementales. Matrices elementales. Rango de una matriz. Matrices
inversas. Definicién de determinante. Propiedades bésicas. Célculo de la matriz
inversa mediante determiantes. Definicién de sistema de ecuaciones lineales. Forma
matricial del sistema. Teorema de Rouché—Frobenius. Método de Gauss. Método de
Cramer.

1.1 Matrices. Primeras definiciones

Sea K el cuerpo de los niimeros reales o niimeros complejos (que a veces llamaremos escalares) y sean
m,n nimeros naturales. Una matriz n X m es una aplicaciéon A : {1,2,....n} x {1,2,...,m} — K es
decir, dados (4, j) € {1,2,...,n} x{1,2,...,m}, A(i,j) = a;; serd un nimero real o complejo. Como el
dominio de la matriz (aplicacién) A es finito, es mds usual escribir una matriz de la siguiente forma

ay; ai2 ... QAim
A — 21 A22 ... QA2m
Ap1 Ap2 ... QApm

Se dird entonces que la matriz A tiene n filas y m columnas. Denotaremos por M,,x,(K) al conjunto
de matrices de tamano n x m con coeficientes en K. En caso de que n = m, es decir, tenemos el
mismo nimero de filas que de columnas, diremos que la matriz A es cuadrada. Por ejemplo, la
matriz

A_:

— 0 =
DN DN
(=R

es cuadrada al tener 3 filas y columnas. Como notacién escribiremos las matrices de la forma
A= (aw)gjﬁ;" o simplemente A = (a;;) si no hace falta especificar el nimero de filas y columnas.
La fila i—ésima de la matriz A serd denotada por A; = (a;1, a9, ...aim), 1 < i < n. Notese que

cada fila de la matriz A es a su vez una matriz de una fila y m columnas. A su vez, la columna
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jJ—ésima de la matriz, 1 < 7 < m, la representaremos por

CLlj

y serd por tanto una matriz de n filas y una columna. Por ejemplo, en la matriz anterior la fila
A, = (3,2,1) mientras que la columna es

3
A= 1
0

Dada la matriz A los elementos de la forma a;;, 1 < i < min{n, m} forman la diagonal principal
de la matriz. Una matriz cuadrada que sélo tome valores no nulos en los elementos de la diagonal
principal se dird diagonal. Por ejemplo, las matrices

050 0 > 00
A:OOOO’Bzg_Olg’
000 —1

seran diagonales. Como vemos las matrices diagonales cumplen que sus elementos a;; = 0 si ¢ # j.
Si somos menos exigentes y s6lo pedimos que o bien a;; = 0 si ¢ < j o bien a;; = 0 si ¢ > j tendremos
la matrices (no necesariamente cuadradas) triangulares. Por ejemplo las matrices

2.0 0 2 0 1
100 02 0 111 027
(120)’680’(020)’000

1111 000

son triangulares.

1.2 Operaciones con matrices

1.2.1 Suma de matrices
Dadas las matrices A, B € M,,.,n(K), m,n € N, se define la suma de ambas matrices como
A + B = (ay;) + (bij) = (ai; + by).

Por ejemplo

0 1 -2 1 1 -5 1 2 -7
13 4 15 8 | |5 8 12
9 —4 —4 |[Tl2 1 21711 =5 =5
11 1 1 1 2 2 2 3
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Démonos cuenta que no es posible sumar matrices de distinto tamano, es decir, con distinto mimero
de filas o columnas. Por ejemplo no es posible calcular

0 1 =2

1 11
o5 +1 8 2 2
9 -4 -4 01 1
1 1 1

La suma de matrices tiene las siguientes propiedades que se infieren directamente de las propie-
dades del cuerpo K y son las siguientes:

1. Propiedad asociativa. Dadas A, B, C € M« (K) se verifica que (A+B)+C = A+ (B+C).
Para demostrar esta propiedad consideramos

(A+B)+C = ((ay) + (b)) + (cij) = (ai; + bij) + (cij) = ((ai; + bij) + cij)
= (aij + (byy + ¢5)) = (@) + (bij + cij) = (aig) + ((big) + (¢35))
— A+(B+0)

dado que la suma en el cuerpo K es asociativa.

2. Propiedad conmutativa. Dadas A, B € M, .,(K) se verifica que A + B = B + A. Para
demostrar esta propiedad consideramos

A +B = (a;;) + (bij) = (ag + bij) = (b + aij) = (byy) + (a;) =B+ A,
dado que la suma en el cuerpo K es asociativa.

3. Elemento neutro. Se trata de la matriz 0 € M, (K), que es aquella que tiene cero en todas
sus componentes. Es claro entonces que dada A € M, ., (K) se verifica que A+0 = 0+A = A.

4. Elemento simétrico. Dado A € M, (K) existe un elemento —A de manera que A + (—A) =
(—A) + A = 0. Dada la matriz A = (a;;) se tiene que —A = (—a;;). Entonces es claro que

A+ (—A) = (a;;) + (—ay) = (0) = 0.

Por verificarse estas cuatro propiedades, se dice que el par formado por el conjunto de matrices
con la operacién suma (M, (K), +) es un grupo conmutativo.

1.2.2 Producto de matrices

Dadas las matrices A € M, (K) vy B € M« (K), m,n, k € N, se define el producto A - B =
(> ir, aikbyj). Es decir, para poder multiplicar dos matrices en nimero de columnas de la primera
ha de coincidir con el nimero de filas de la segunda. Por ejemplo

(102)_ ;(1); :(7 7—5>
-1 1 -2 3 3 —9 -5 =7 T

Las propiedades que cumple el producto de matrices son las siguientes.

3
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1. Propiedad asociativa. Dadas A € M,y (K), B € M, (K), C € My (K) se verifica que
(A-B)-C=A"-(B-C). Para ver la demostracién consideramos

(A-B)-C = ((ay) - (by)) - (ci5) Zaw rj) - (Ci5)

= (Z Z airbrscsj) - (Z aiT(Z bTSCSj))

s=1 r=1

(a;j) Z brscsj) = A - (B - C).

2. En general no cabe plantearse si se cumple la propiedad conmutativa ya que como vemos en el
ejemplo anterior, no se puede hacer el producto en orden inverso porque el nimero de columnas
de la segunda matriz no coincide con el nimero de filas de la primera matriz. Ahora bien, en
caso de poder realizarse el producto, por ejemplo si las matrices son cuadradas la propiedad
conmutativa no se verifica como pone de manifiesto el siguiente ejemplo:

() (01)=(51)
(1) (i)=(32)

3. Existe un elemento neutro, llamado identidad y que es la matriz diagonal que tiene 1 en
cada elemento de la diagonal principal. Si llamamos I, € M, (K) a la matriz identidad y
A € My (K), se verifica que I, - A = A -1, = A. Si la matriz A es cuadrada, entonces
I, - A=A -1,=A.

mientras que

4. No toda matriz cuadrada A no nula tiene matriz inversa, es decir, otra matriz A~' tal que
A-A1'=A"1.A=1I, En caso de existir diremos que la matriz A es invertible y que A1

. . . 1
es su matriz inversa. Por ejemplo la matriz

10 ) no tiene inversa ya que si esta existiera

tendria que verificarse que
1 0 [ a b\ (a b (10
10 cd) \ab) 01

y tendriamos que a = 1 y a = 0, lo cual es absurdo. Por ejemplo la matriz ( (1) g ) es

. . . . 10 . , . .
invertible, siendo su inversa 0 1) Veremos posteriormente cémo caracterizar las matrices
2

invertibles y cémo se obtiene su inversa en caso de serlo.

5. Propiedad ditributiva del producto respecto de la suma de matrices. Dadas A € M, (K)
B, C € M,,«x(K), se verifica que A - (B+C) = A-B+ A - C. Para demostrar esta identidad

4
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consideramos

A-(B+C) = (ay)- (by+cy) Z ir(brj + Crj))

— Zazrbr]+zazrcr] (aij) - (bij) + (ai) + (cij)
— A B+A C.

1.2.3 Multiplicacion de una matriz por un escalar

Sean o« € Ky A € M,n(K), n,m € N. Se define la multiplicacion de o por A = (a;;) como la
matriz « - A = (aa;;). Por ejemplo

INQIICIIN
|
SN
00 O

1
2.1 2
3
Veamos que propiedades tiene este producto.

1. Propiedad distributiva del producto respecto de la suma de matrices. Sean @« € Ky A, B €
Mxm (K), entonces se verifica que - (A + B) = o+ A + o - B. Para probar esta igualdad
consideramos

a-(A+B) = a-((ay)+ (b)) = - (ay + bi;) = (ai; + bij))
= (aa; + abij) = (aai;) + (Bay) = alai;) + albiy)
a-A+a-B.

2. Propiedad distributiva del producto respecto de la suma de escalares. Sean o, € Ky A €
Mm(K), entonces se cumple que (« + ) - A = a- A + - A. Para demostrar la igualdad
tomamos

(@+0)-A = (a+P)-(a;) = ((a+ Pay) = (aai; + Pai;)
= (aay) + (Bay) = a- (ay) + B (ai;) =a- A+ (- B.

3. Propiedad pseudoasociativa. Sean o, € Ky A € M,,«n(K), entonces se cumple que (af3) -
A =« (f-A). Para demostrar la igualdad sea

(aB)-A = (aB)-(ay) = ((aB)ai;) =
= a-(Baj) =a- (08 (ay))

4. Para toda matriz A € M., (K) se verifica que 1 - A = A. Para demostrarlo consideramos

1-A=1-(a;) = (lay) = (a;) = A.

(a(Baij))
=a-(B-A).

Estas propiedades junto con las propiedades de la suma de matrices hace que la terna (M, <, (K), +, - )}
tenga estructura de espacio vectorial, como veremos con mayor detalle en el tema dedicado a los es-
pacios vectoriales.
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1.3 Matriz traspuesta

Dada una matriz A = (a;)/=13""" € Muxm(K), se define su matriz traspuesta de A como una
matriz denotada A? € Man( )y que se contruye intercambiando las filas por las columnas de A,
esto es, A" = (af;); :11 22 cumple af; = aj;. Por ejemplo la traspuesta de

2 3

11

21

serd la matriz

2 1 2
31 1)°
Veamos ciales son las propiedades de la trasposicion de matrices.

Proposition 1 Sean oo € K, A,B € M,,,»n(K) y C € M,,;(K). Entonces
(a) (A% =

(b) (a-A)f =a- Al

(c) (A+B)!= A"+ B,

(d) (A-C) =Ct- AL

(e) Si A € Myyn(K) es una matriz invertible, entonces (A~')" = (A*)~!
Demostracién. La propiedad (a) es inmediata. Para probar (b) calculamos

a-A=a-(a}) =a-(a;) = (aaj;) = (a- A).

ij
Para demostrar (c) calculamos
A'+ B = (aj;) + (bi;) = (aj5) + (bji) = (aji + bji) = ((ai; + bij)") = (A +B)".

Para la demostracion de (d)

Ct At ( (Z czkak3> <Z ajkc;m) A C)

Para demostar la tltima propiedad, sea A~! la matriz inversa de A. Entonces A - A~! =1,. Si
aplicamos la propiedad anterior tenemos que

(A_Afl)t: (Afl)t_At:It :In7

n

dado que I, es una matriz diagonal y su inversa es ella misma. Ahora bien, tenemos que (A1)t Af =
I, de donde deducimos que A! es invertible y su matriz inversa (A!)~! = (A71)\. W

6
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La matriz traspuesta se utiliza para definir dos tipos especiales de matrices. Una matriz cuadrada
A se dice simétrica si A* = A y se dice antisimétrica si A = —A. Si una matriz A es simétrica se
verifica que
A = (ai;) = (ay;) = A",
por lo que
aij = Cl,gj = Clji.

Asi, ejemplos de matrices simétricas son

110 0 1 0 -1
11 3 1 -1 4 0
03 0 ’ 0 4 4 3

-1 0 3 0

Si por el contrario la matriz A es antisimétrica, entonces tenemos que

A = (ay;) = —(aj;) = A",

ij
por lo que
t
Qij = —Q; = —Qjg,
y si ¢ = 7, entonces 2a; = 0, por lo que a; = 0. Son ejemplos de matrices antisimétricas

0o 1 0 -1

R B B U
0 3 o 0 -4 0 3
1 0 =3 0

1.4 Rango de una matriz. Sistemas de ecuaciones lineales

Sea A € M,xm(K) una matriz. Recordemos que las n filas de la matriz las denotamos por
A A, ... A, y las m columnas por A', A% ... A™. Las filas Aj, Ay, ..., A, (resp. columnas
Al A% .. A™) son linealmente independientes si dada la expresién ;- A +ag- Ay +...+a, A, =0
(resp. a; - Al +ay- A%+ ...+, - A™ = 0) se deduce que o; = 0 para todo 1 <4 < n (resp. a; =0
para todo 1 < i < m). Se llama rango de la matriz A, denotado r(A), al nimero méximo de filas o
columnas linealmente independientes que hay en A.
Consideremos la matriz
A ( 11 >
01)°

Calculemos su rango tomando por ejemplo las dos filas A; = (1,1) y Ay = (0,1). Planteamos
entonces la expresion

Oél'A1+OéQ'A2:Oé1'(1,1)+OéQ'(0,1): (041,041+042):(0,0),

alzoa
Oél—|—OéQZO,

de donde obtenemos el examen

de donde obviamente oy = ag = 0.
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Remark 1 En principio habria que distinguir el rango por filas como el nimero mdaximo de filas li-
nealmente independientes y el rango por columnas definido intercambiando filas por columnas. Puede
probarse (ver por ejemplo [?]) que el rango por filas y por columnas coinciden. De esta manera cobra
sentido la definicion establecida anteriormente.

En general, dada una matriz A = (a;;) € Myxm(K), calcular su rango supone, en el caso de
obtener el rango utilizando las columnas de la matriz, resolver expresiones de la forma

a;- A+ .. +a, - A" =0,
o equivalentemente

A -

que en forma extendida se escribe como

a1101 + ... + 10y, = O,

a1n01 + ... + A = 0.

Esto nos da pie para introducir el concepto de sistema de ecuaciones lineales como una expresion
de la forma
a11T1 + a1y + -+ Ay Ty = bl
A21T1 + Qoo Ty + *++ + Qo Ty = bg

an1x1+an2x2+"'+anmmm:bn

donde los escalares a;; € K (1 <i <n, 1 <j <m) reciben el nombre de coeficientes del sistema, b,
(b; € K) se denominan términos independientes y x; (1 < j < m) son las incdgnitas del sistema. Si
se considera la matriz formada por los coeficientes

aix Q2 - Aim

a21 Q22 -+ Agm
A= : .

n1 Ap2 - Apm

llamada matriz del sistema y los vectores columna
T by
X = : y b= : e K",
‘/Bm bn
denominados vector incognita y vector de términos independientes respectivamente, el sistema ante-

rior puede reescribirse como:

A -x=b,

expresion denominada forma matricial del sistema. Obsérvese cémo la notaciéon matricial permite
escribir los sistemas de ecuaciones lineales de forma manejable y compacta.

8
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Definition 1 Una solucion del sistema anterior es una m-tupla de elementos z7,...,z;, € K de
forma que al sustituir cada incdgnita por el x; correspondiente se verifican todas las ecuaciones.
Usando la notacion matricial, una solucion serd un vector x* € K™ tal que A - x* = b.

Por ejemplo consideremos el sistema

331+.’E2+333:3,
2$1+$2:3,
I1—$2+ZL‘3:1,

o de forma matricial

1 1 1 x1 3
2 1 0| x |=1]3
1 -1 1 T3 1
Veamos que la matriz (1,1,1)%, es decir z; = 25 = x3 = 1, es solucién del sistema. Para ello
multiplicamos
1 1 1 1 1+1+1 3
2 1 0 1] = 241 =1 3
1 -1 1 1 1-1+1 1

1.4.1 Tipos de sistemas

Segiin su estructura se distinguen dos tipos de sistemas de ecuaciones lineales.

e Los sistemas homogéneos son aquellos en que los términos independientes son todos nulos, es
decir, b = 0, manteniendo la notacién anterior. Son los sistemas que hemos de resolver para
calcular el rango de una matriz.

e Cuando b # 0, es decir, alguno de los términos independientes es no nulo, el sistema se dice
que es no homogéneo.

Una caracteristica importante de los sistemas homogéneos es que el vector nulo es siempre solucién

de los mismos, algo que no ocurre en el caso no homogéneo donde no siempre los sistemas tienen

solucién. Por ejemplo, el sistema
T+ T = ].,
{ 2I‘1 + 2I‘2 == 0,
que no puede tener solucién porque entonces obtendriamos que 0 = 1, lo cual es absurdo.
La existencia o no de solucién, induce otra clasificacién en la clase de los sistemas de ecuaciones
lineales.

e Sistemas incompatibles. Un sistema se dice que es incompatible si no admite solucién.

e Sistemas compatibles. Un sistema es compatible si tiene solucién. Se distinguen a su vez dos
tipos de sistemas compatibles atendiendo al niimero de soluciones.

— Sistemas compatibles determinados. Son aquellos que tienen una tnica solucién.

— Sistemas compatibles indeterminados. Son los que tienen més de una solucion.

Veremos a continuacién como caracterizar los distintos tipos de sistemas y cémo obtener la solu-
cién de los mismos en caso de existir.
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1.4.2 El teorema de Rouché-Frobenius

Dado un sistema de ecuaciones lineales, el primer paso consiste en determinar su cardcter, es decir,
ver si es compatible y de qué tipo o incompatible. Este proceso es lo que se conoce como discutir
el sistema. Sea entonces el sistema A -x = b, con A € M, 4,»(K) y definamos la matriz A|b =
(A |b) € Myymi1)(K), es decir, la matriz que se obtiene afiadiendo b como columna a la matriz A.
Recordemos que A!, ..., A™ € K" son las columnas de la matriz A. Usando esta notacién el sistema

puede reescribirse como:
1A'+ a9 AP+ 41, AT =D,

de donde se deduce que la existencia de solucién es equivalente a que el vector b pueda obtenerse
como combinacién lineal de A, ..., A™. Entonces se tiene que:

e El sistema es incompatible, es decir, no existe solucién alguna del sistema si y sélo si r(A) <
r(Alb).

e El sistema es compatible si y sélo si r(A) = r(A|b).

La anterior discusién del cardcter del sistema en términos de los rangos de su matriz y de su
matriz ampliada es la tesis del conocido Teorema de Rouché-Frobenius.

Theorem 2 (Rouché-Frobenius) Sea A-x =Db, con A € M,n(K) yb € M,,»1(K). Se verifica
que el sistema es compatible si y sdlo si r(A) = r(Alb).

Consideremos el siguiente ejemplo:

(E1+ZL‘2+(E3=1,
21}2—21}3:0,
ZL‘3:1.

De forma matricial el sistema se escribe como

11 1 1 1
0 2 =2 . i) = 0
00 1 T3 1

Como vemos, la matriz A del sistema es triangular. En este caso es facil obtener la solucién del
sistema ya que, como es facil ver, x3 = 1, una vez obtenida x3 obtenemos de la segunda ecuacién
To = x3 = 1, y finalmente, una vez obtenidos x5 y 3 obtenemos r; = 1 — x5 — r3 = —1. Obtenemos
entonces resolviendo el sistema “de abajo a arriba”, teniendo por solucién (—1,1,1).

Por otra parte, es facil ver que el rango de la matriz

11 1 o1 0
0 2 =2 az | =10
00 1 o 0
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tiene por tnica solucién o; = ay = a3 = 0, por lo que las columnas A', A% y A3 son linealmente
independientes. El rango de la matriz

11 1
B=| 0 2 -2
00 O

es dos ya que una fila de ceros es siempre linealmente dependiente con cualesquiera otras filas. Nétese
que siempre es posible escribir

0-(1,1,1)+0-(0,2,—2) + a - (0,0,0) = (0,0,0)

para cualquier o € R. Asi, podemos “eliminar” la fila de ceros y calcular el rango de la matriz

11 1
C:(o 2 —2)’

que tendrd como méximo rango dos al tener inicamente dos filas. Como

owtvarwtman (L) (3)=(51)(2)=(0)

tiene por solucién a; = ap = 0 ambas columnas son linealmente independientes y por tanto r(C) =
r(B) =2.

Vamos a ver en el siguiente apartado cémo obtener la solucién de un sistema y el rango de matrices
cuando éstas no son triangulares. Para ello necesitamos introducir una manera de manipular sistemas
o matrices por medio de unas operaciones que llamaremos elementales.

1.4.3 Resolucion de sistemas. Método de Gauss

La idea de este método es encontrar un sistema equivalente al original que sea sencillo de resolver.
Para ello se efectian transformaciones elementales sobre las filas del sistema de tal manera que
ambos sistemas, el original y el transformado, tengan las mismas soluciones. Estas operaciones que
llamaremos elementales son las siguientes:

1. Intercambiar dos filas del sistema.

2. Multiplicar una fila del sistema por un escalar a € K no nulo.

3. Suma a una fila del sistema otra fila multiplicada por un escalar a € K.

En general, si denotamos por O una de estas operaciones elementales, escribiremos

A-x:bZA(O)-x:b(O),

donde A(O) y b(O) son las nuevas matrices del sistema transformado. Por ejemplo, dado el sistema

11 1 T 1
1 -1 0 y |=10],
1 2 3 z 6

11
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realizamos las siguientes operaciones elementales. Si intercambiamos la segunda y tercera fila, ope-
racién que denotaremos por Fy x F3, escribiremos

1 1 1 x 1 1 1 1 x 1
1 =10 y | =10 — 1 2 3 y |=16 ],
1 2 3 z 6 ) ™™ \1 -10 z 0
y en este caso, como
1 1
A=|1 -1 0
1 2 3
tendremos que
1 1 1 1
AO)=11 2 3 y b(O)=| 6
1 -1 0 0

Si al sistema original le hacemos la operaciéon 2F}, esto es, multiplicamos la segunda fila por 2
obtenemos

1 1 1 T 1 1 1 1 T 1
-1 0 y |l=10]—=12 —-20 y | =101,
1 2 3 2 2 \1 2 3 z 6
y ahora
1 1 1
1 2 3

Finalmente, si le sumamos a la tercera fila la primera multimplicada por tres escribimos

1 1 1 €T 1 1 1 1 x 1
1 =1 0 y = — 1 =10 )| vy = 01,
1 2 3 2 6 ) P\ 4 5 6 2 9
1 1 1
AFs4+3F)=|1 -1 0
4 5 6

Démonos cuenta que toda operacién elemental se puede revertir, esto es, existe otra operacion
elemental que nos devuelve al sistema original. Es fécil ver que si realizamos la operacién intercambiar
las filas 7 y j, F; X F}, entonces realizando la misma operacién volvemos al sistema original, esto es,

A-x=b — A(F,xF;))-x=b(F;xF;) — A-x=h.

F; ><Fj F; XFj
Si la operacion es multiplicar la fila ¢ por a € K\ {0}, entonces es fécil ver que

A-x=b — A(aF;)-x=Db(aF;) - A-x=bh.

aF; 1p
«@

12



APRENDEMOS A HACER CUENTAS

Finalmente, si la operacién es sumar a la fila ¢ la fila j multiplicada por «, entonces

A-x=b — A(F+al)) -x=b(F+alF;) — A-x=b.

Fﬁ-aFj Fi—OéF]
Esta propiedad nos resultard 1til para probar el siguiente resultado, que como veremos es clave.

Proposition 3 Sea A - x = b un sistema dado en forma matricial con A € Myym(K) y b €
M1 (K). Realicemos la operacion elemental O sobre el sistema. Entonces los sistemas A -x =b
y A(O) - x = b(O) tienen las mismas soluciones.

Demostracion. Para fijar ideas sea A = (a;;) y b = (b;). Sea xo = (29, ...,22 )! una solucién
arbitraria del sistema A -x = b y veamos que también es solucién de A(O)-x = b(O). Distingamos
para ello los siguientes tres casos. Si O = F; x Fj, entonces es obvio darse cuenta que x, también es
solucién. Si multiplicamos la fila ¢ por a € K\ {0}, entonces

0 0 0 0
aanx] + ... + aappr,, = alagx] + ... + apnr,,) = ab;.

Como las demds filas del sistema no han variado también se satisfacen las ecuaciones y por tanto x,
es solucién de A(aF;) - x = b(aF;). Finalmente, si la operacién es F; + aFj, tenemos que

(ai + aaj)z) + ...+ (@i + @ajm) 70, = an @) + .. + @i, + alans) + ... + ajmad,) = b; + ab;.

Como de nuevo las demds filas del sistema no han variado también se satisfacen las ecuaciones y por
tanto X es solucién de A(F; + aFj) - x = b(F; + oFj).

Hemos probado entonces que toda xg solucién de A - x = b, también es solucién de A(O) - x =
b(0O). Veamos ahora el reciproco. Para ello, sea O la operacion elemental tal que

A~X:bE>A((’))'X:b((’))5>A'x:b,

y entonces, vemos que igualmente y por la misma razén toda solucién de A(Q) - x = b(O) lo es de
A-x=b. 1

Veamos entonces como aprovechar esta propiedad para obtener las soluciones del sistema. Para
fijar ideas, sea A - x = b un sistema dado en forma matricial con A € M,,.,,(K). El método de
Gauss consta de las siguientes etapas:

e En primer lugar se realizan transformaciones elementales por filas sobre la matriz ampliada del
sistema A|b hasta obtener una matriz equivalente de la forma

(o75).

con B una matriz lo més sencilla posible (triangular en la mayoria de los casos). El sistema
original tiene las mismas soluciones que el sistema

(3)+-(3)

13
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e Sid # 0 el sistema es incompatible.

e Si d = 0, entonces el sistema es compatible y equivalente a B - x = ¢, que es un sistema cuyas
soluciones son féciles de calcular.

Pongamos un ejemplo. Consideremos el sistema

20 4+ 2y — 3z = 2,
—r 45y —4z =4,

r+Ty—Tz="1.
Escribimos la matriz asociada ampliada
2 2 =3 2
Ab=| -1 5 -4 4
1 7 =77
y hacemos operaciones elementales fila
2 2 -3 2 1 7 =717 17 =7 7
-15 44| — | -15 -44] — | 0 12 —11 11 —
1 7 -7 7)™ 2 2 32/ 22 3 2 BN
17 -7 7 T 7 =7 7
— 0 12 —11 11 — 0 12 —-11 11 |,
B2l —12 1 12/ %™ \o0oo0 0o 1
por lo que r(A) = 2 mientras que 7(A|b) = 3 y el sistema es incompatible.
Consideremos ahora el sistema
T+2y—32=4,
2v+3y—62=1
—xr—y+z=-2
Su matriz ampliada es
1 2 -3 4
Ab=12 3 -6 1
-1 -1 1 =2
y haciendo operaciones elementales fila tenemos
1 2 -3 4 1 2 -3 4 1 2 -3 4
2 3 -6 1 — 0O —-10 =7 — 0O -1 0 -7 —
-1 -11 -2/ 11 2/ \o01 22 )BE
1 2 -3 4
— 0O -10 =71,
PR\ 00 -2 -5

que como vemos es una matriz triangular que da lugar al sistema

T+2y—32=4,
—y=-T7
—2z = =5,

14
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de donde facilmente obtenemos la solucién
(x,y,2) = (=5/2,7,5/2).
Veamos otro ejemplo con el sistema

T —2y+3z=2,
22 + 5y + 62 = 0.

Escribimos la matriz ampliada
1 -2 3 2
Alb = < 25 60 >

y hacemos operaciones elementales fila

1—232_}1—232
25 60)ma2rr\09 0 —4 )"

de donde el sistema original tendra las mismas soluciones que el sistema

T —2y+3z =2,
9y:—47

que facilmente vemos que tiene por soluciones
(x,y,2) = (26/9 — 3t,—4/9,t), t € R.

Como el sistema original tiene las mismas soluciones que el sistema

(#)+-(3)

con B una matriz triangular. Si el sistema es compatible, entonces d = 0 y si el mimero total de
incégnitas es m, entonces sélo podemos despejar r(B) incénitas. El resto de incégnitas hemos de
renunciar a calcularlas y asignarles un valor real arbitrario (pardmetro). Entonces la solucién del
sistema dependera de m — r(B) pardmetros. En el ejemplo anterior tenfamos 3 incégnitas mientras
que el rango de la matriz era dos, y asf la solucién dependia de un pardmetro.

1.5 Operaciones elementales en matrices

Para calcular el rango de una matriz de forma préactica necesitamos unas herramientas que se cono-
cen con el nombre de operaciones elementales fila y columna, y que son totalmente andlogas a las
operaciones elementales que hemos estudiado al resolver sistemas de ecuaciones lineales. Asi, dada
una matriz A € M,,»,,(K), estas operaciones son tres:

1. Intercambiar dos filas (columnas) de la matriz A.

2. Multiplicar una fila (columna) por un escalar o € K no nulo.

15
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3. Suma a una fila (columna) otra fila (columna) multiplicada por un escalar a € K.

Para evitar equivocos que se pueden producir al utilizar indistintamente operaciones elementales
fila y columna, a partir de ahora vamos a trabajar tinicamente con operaciones elementales fila.
Fijemos un poco de notacién para entendernos. Consideremos una matriz A y realizemos sobre ella
una operacion elemental fila O. Escribiremos entonces

donde A(O) es la amtriz resultante de realizar en A la operaciéon O. Dada por ejemplo

1 0 2 -1
A = 2 1 0 4
-1 2 0 1
si intercambiamos la fila 2 por la fila 3 escribiremos
1 0 2 -1 1 0 2 -1
2 1 0 4 — -1 2 0 1 = A(F, x F3).
120 1 )™®\ 2 10 4
Si muliplicamos la primera fila de A por 2 escribimos
1 0 2 -1 2 0 4 =2
2 10 4 |— | 2 10 4 |=A02F).
120 1 )™ \-120 1

1 0 2 -1 5 2 2 7
2 1 0 4 — 2 1 0 4 | =A(F+2F).
~120 1 )PP\ 1201
Podemos concatenar operaciones elementales filas
1 0 2 -1 1 02 —1 102 -1 102 -1
2 1 0 4 — 210 4 — 1 4 2 0 8 — 02 2 0
120 1 )" \o22 0 /)™ \o220)""\420 8

Idéntica notacién tenemos para operaciones columna cambiando F' por C, aunque no usaremos
estas.en general. La utilidad de las operaciones elementales para calcular el rango de una matriz se
concreta en el siguiente resultado.

Proposition 4 Sea A € M,,n(K) y sea O una operacion elemental. Entonces r(A) = r(A(O)).
Demostracién. Sean k = r(A) e iy,....,i, € {1,...,m} tal que A, ,...,A;, son columnas li-

nealmente independientes. Si O = F; x Fj, entonces las columnas de la matriz no cambian, solo
el orden, y es claro que el nimero de columnas linealmente independientes es idéntico, con lo que

16
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r(A) = r(A(F; x F})). Supongamos que O = oF;, o € K\ {0}. Sii ¢ {i1, ..., 1}, entonces las colum-
nas A;,, ..., A;, no han cambiado y r(A) < r(A(afF;)). Sii € {i1,...,i}, por ejemplo i = iy, entonces
de la expresiéon oy - A; + ... + o - A;, = 0, obtenemos por la independencia lineal de A, , ..., A;,
que a; =0sii=2,...,kyan; =0, de donde oy = 0 ya que a # 0. De nuevo r(A) < r(A(ak;)).
Entonces r(A) < r(A(aF;)) < r(A(aF;)(2F;)) < r(A), por lo que r(A) = r(A(aF;)). Finalmente,
supongamos que O = F; + aF;, a € K. Sii ¢ {iy,..., 4}, entonces las columnas A;,, ..., A;, no han
cambiado y r(A) < r(A(F, + oFj)). Sii,j € {i1,...,%}, por ejemplo ¢ = i1 y j = i}, entonces de la
expresion

Oé1'<Oé'Aj+Ai1>+...+Oék'Aik:Oél'Ail—f—...—f-(OéOél—f—Oék)'Az‘k:O,

obtenemos por la independencia lineal de A, ..., A;, que o; =0si¢=1,....k -1y ao; +ao; =0,
de donde ap = 0 ya que oy = 0. De nuevo r(A) < r(A(F; + aF})). Sii € {iy,...,i}, por
ejemplo ¢ = 7y, y distinguimos dos casos: si A, A,,, ..., A;, son linealmente independientes entonces
r(A) < r(A(F; + aF})). En caso contrario existen §; € K, 1 <i <k, con 3, # 0 de manera que

ﬂl A]+62A12++ﬂkAzk 207
de donde
Aj 2’72'Ai2 ++’7kAzk

con v, = —f,/P1, 2 < i < k. Escribamos
ar-(a-Aj+A )+t Ay =00 Ay + o+ (cony, +ag) - Ay, =0

y como A, , ..., A; son linealmente independientes o; = 0 y asf aoyy; + o = o; =0, 2 <7 < k, por
la independencia lineal de A;,, ..., A;,. Asi r(A) < r(A(F;, + aFj)). Como

r(A) < r(A(F, + aF))) < r(A(F, + aF})(F, - aF})) < r(A),

obtenemos que r(A) < r(A(F; + oFj;)). R

Las operaciones elementales conservan entonces el rango al transformar la matriz. Un método
para calcular el rango de una matriz se basa en hacer operaciones elementales fila en una matriz
hasta obtener una matriz triangular. Por ejemplo vamos a calcular el rango de la matriz del ejemplo
anterior. Para ello hacemos operaciones elementales fila buscando una matriz triangular

1 02 —1 1 0 2 —1 10 2 -1 10 2 -1
29 10 4 N 0 1 -2 5 —~o0o1 -2 5 —~ o1 -2 5 |,
120 1 )22\ _1 92 0 Btlilg 2 2 0o /B \N00 6 =10

y la ultima matriz es triangular y es facil ver que sus tres primeras son linealmente independientes
ya que el sistema

1 0 2 0
aq 0 + Qg - 1 —|—043' -2 = 0
0 0 6 0

tiene como unica solucién a; = ay = a3z = 0, por lo que su rango es tres.

17
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1.6 Calculo de matrices inversas

Las operaciones elementales también pueden emplearse para verificar si una matriz cuadrada es
invertible y para calcular su inversa en caso de que lo sea. Para ello hemos de introducir las matrices
elementales. Para fijar ideas, sea I, la matriz identidad. Se llama matriz elemental a aquella que se
obtiene al efectuar una operacién elemental a I,,. Por ejemplo, las matrices

100 100 010
t10],lo1o],l100
00 1 00 2 00 1

son matrices elementales. Entonces se verifica la siguiente propiedad que es la clave que permite
utilizar las operaciones elementales para calcular matrices inversas.

Proposition 5 Sean A € M,,»,(K) y O una operacion elemental fila. Entonces A(O) =1,(0)-A.

Demostracién. Supongamos en primer lugar que O = Fj, x Fj. Entonces si A(Fy x F}) = (aj;),
entonces ay; = ayj, aj; = axj y aj; = ajj si i ¢ {k,l}. Si denotamos por 6;; =1sii=jy d; =0si
i # j, entonces tenemos que L,(F}, x Fy) = (67;), donde &y, = b5, 0; = Orj y 65; = 645 si i & {k,l}.
Entonces

agj siti =1
L,(F, x F)) - (Z& a$]> =Q aysii=k, p=(a;)=AF,xF).
Qg5 sig 7é ]{?,l,

Si O = aly, a # 0, entonces A(aky) = (aj;), con ay; = aag; y aj; = a;j si i # k. Similarmente
L.(aF})) = (6;;), donde 60y; = aby; y 0j; = i si i # k. Entonces

aag; sit =k, N
L,(aFy) - (Z(S asj> _{ a;]siz'# k, }: (au) A(aFy).

Finalmente, supongamos que O = Fj, +aF] y sean de nuevo A (Fy +aki) = (aj;), con aj; = ay;+ aay,
y aj; = aij sii # k, e L,(Fj, + afy) = (65;), donde oy; = 6 + aby; y 6;; = i si i # k. Entonces

L.(Fk + ak) - (Zé as]) - { e aijas(?; jézk’, } = (azj) A(Fy +ah),

lo que concluye la prueba. B
Para ejemplificar el cémo podemos aprovechar el resultado anterior para caracterizar matrices
invertibles y obtener a la vez la matriz inversa, tomemos

A:

—_ = =
==

1
1
0
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y calculamos su inversa mediante operaciones elementales. Para ello realizamos operaciones elemen-
tales fila en la matriz buscando conseguir la matriz identidad Is.

111 11 1 11 1
A=|101]—(f0-10]—1[0=-10
110/ \11 o/""\oo0o -1
11 0 10 0
— o -10 | — [0 -10
o0 -1 )" No0 0 -1
100 100
— 010 — 010 | =1Is
P \oo0 1) 7 o001

Ahora bien, por la propiedad anterior, tenemos que
Ii=13(-1-F) Li(-1-F) -I3(F + F) - Ii(FL + F;) - I3(Fs — Fy) - I3(Fo — Fy) - A,
de donde deducimos que la matriz A es invertible y
A7 =13(-1-F) -I3(—1-F) - I3(F + F) - I3(F + F) - I3(Fs — F) - I3(F, — F).
Pero en vez de multiplicar todas estas matrices elementales, nos damos cuenta de que
A =T3(—1-F) I3(—1-5) - Iy(F + 5) - I3(F + F) - I3(F— F) - I3(Fy, — F) - 13,

y de nuevo por la propiedad anterior, la inversa la obtendremos haciendo las mismas operaciones
elementales que hicimos en A pero ahora las hacemos sobre la identidad y obtenemos

100 1 00 1 00
L = [010] — 110 — | =110
o001/ 2" \o o1/ \ 2101
0 0 1 111
— 1 0 —_— —1 1 0
Fi1+F3 0 1 Fi+F> 10 1
11 1 11 1
— |1 =10)]—1[1 =10 = A"l
B N NV S A N S (R

Para ahorrar tiempo, se suelen escribir juntas la matriz A y la identidad y realizar las operaciones
fila un tnica vez sobre la matriz formada por A y la identidad, como en el siguiente ejemplo. Sea

1 00
A=1110
111
Tomamos entonces la matriz
100} 100
1107010
111,001
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y realizamos las operaciones elementales

100|100 100]1 00
110/010) —1]o010]| =110
11 1]o001/2"\111]0 o1
100]1 00 100]1 0 0
F—ﬁ:(()10110F7 010 -11 0],
s\ 1 1] c1o0o1 /™ \oo01]0 -11
de donde la matriz inversa
1 0 0
A= -1 1 o0
0 -1 1

1.7 Determinantes de matrices cuadradas. Definicion

Dada una matriz cuadrada A € M,,«,(K), se llama determinante de A a un elemento del cuerpo K,
denotado por |A| o det A, asociado a la matriz mediante la siguiente férmula de recurrencia:

e Si A= (ay1) € Mixi(K), entonces |A| = ay;.

o Si A = (a;j) € Mupxn(K), entonces suponiendo conocidos los determinantes de matrices de

orden n — 1 se define:

Al =) ay(=D)" Ay

j=1
siendo Aj; la matriz cuadrada de orden n — 1 resultante de eliminar la primera fila y la j-ésima
columna de A.

De esta definicién se deducen de forma inmediata las férmula usuales para calcular determinantes
de matrices de orden dos y tres. Asi:

aix Qa2
a21 Q22

= 11022 — A12021.

En el caso de matrices cuadradas de orden tres:

a11 a2 a3
a1 Ay Qo3 | = (a11022a33 + Q12 31023 + A13021032) — (1102332 + Q12021033 + A13G31022) ,

a31 dAasz2 as3

relacién conocida como regla de Sarrus.

Asi
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En general, si A € M,,(K) es diagonal entonces |A| = ajjag...an,. Sin = 1, la féormula es
trivialmente cierta. Si suponemos cierta la relacién para matrices de M,—1)xn-1)(K), entonces

n
Al = Zalj(_1)1+j|A1j| = an|A1| = a11099...ann,
7j=1

dado que Ay € M_1)x(n-1)(K) es la matriz triangular que tiene asy, ..., an, como coeficientes en
la diagonal principal.

Remark 2 La definicion de determinante de una matriz cuadrada A = (a;j) € Myxn(K) que
hemos dado aqui no es la que suele darse en los libros de matemdaticas como [?]. Esta definicion
mas usual de determinante se basa en la nocion de permutacion, que es una aplicacion biyectiva
o:{1,...,n} = {1,...,n}. Si S, es el conjunto de todas las permutaciones definidas sobre {1,...,n},
entonces el determinante de la matriz A es

|A| = Z S(U>ala(1)"~ana(n)7

oeS,

donde s(o) es 1 0o —1 y se conoce como signo de la permutacion. Por ejemplo, si n = 2, entonces
sélo hay dos permutaciones o1 y o9 que vienen dadas por o1(1) = 1 (y por lo tanto 01(2) = 2) y
09(1) =2 (y 02(2) = 1). Los signos son s(o1) =1 y s(o2) = —1 y entonces

ap; Qa2

o | = $(01) @10, (1)0201(2) + 5(02)A105(1)0205(2)

= Q11G22 — Q120G21,

que es la definicion que hemos dado para el determiante de matrices de orden o tamano dos. A
partir de esta definicion mds rigurosa se pueden probar todas las propiedades que daremos en la
siguiente seccion. Aquellas que no probemos pueden probarse a partir de esta definicion, pero cuya
demostracion no es sencilla con la defincion inductiva que hemos adoptado, que a su vez, tiene la
ventaja de entrar mas directamente en el cdlculo prictico de los determinantes.

1.7.1 Propiedades

Sean A, B € M,,,(K) se verifican las siguientes propiedades:

D1. [A| = > ai; (—1)"|Ay|, para cada 1 < i < n,y |[A] = Y " a;(—1)"|A;], para cada

j=1
1 < j <n, donde A;; es la matriz resultante de eliminar la fila ¢ y la columna j de la matriz
original y se llama menor de orden ¢, j de A.

D2. |A-B|=A|-|B|.
D3. |A| = |AY].
Demostracién. Es consecuencia de la propiedad D1. B

D4. Si cambiamos dos filas o columnas de orden el determinante cambia el signo, es decir, |A(F; x
Fy)| = [A(C x Cj)| = —|A].
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Demostracién. Supongamos es primer lugar que 5 = ¢ + 1. Si A;; es el menor de orden 4, j
de A 'y ®(;11); es el menor de orden i + 1,5 de A(F; x F;;1), entonces es fécil darse cuenta de que
A = ‘I’(z+1) . Entonces, por D1 y dado que las filas ¢ de A e i + 1 de A(F; x Fj;1) son iguales
tenemos que

Al = Zaza DAy =~ Z% DB | = ~|AE x B

Para probar la propiedad general démonos cuenta que podemos obtener A (F; x F}) intercambiando
2(j — i) — 1 filas contiguas en 2(j — i) — 1 operaciones fila elementales, por lo que

A(F; x Fy)| = (—1)20-0-1| A = —|A].
Finalmente, por D3
[A(C; x Cy)| = [A(C; x Cy)'| = |AN(F; x Fy)| = —|A"| = —|A],
que concluye la demostracién. B
D5. Si A tienes dos filas o columnas iguales, entonces |A| = 0.
Demostracién. Si A; = A;, entonces A = A(F; x F}) y por D4 se tendria

|A| = —|A(F x Fj)| = —|A],

de donde 2|A| =0 y por tanto |A| = 0. La prueba en caso de dos columnas iguales es idéntica.

D6. Si sumamos a una fila o columna de A € M,,,,,(K) otra fila o columna multiplicada por un
escalar el determinante no varfa, esto es |A| = |A(F; + aF})|= |A(C; + aCj)|.

Demostracién. Si A;; es el menor de orden 7,5 de A y ®;; es el menor de orden ¢,; de
A(F,+ aFj), entonces es ficil darse cuenta de que A;; = ®,; dado que la tnica fila distinta en ambas
matrices es la ¢ que es eliminada al obtener el menor. Entonces, utilizando D1 calculamos

n

A(F +aFy)| = (an +aau) (~1) |yl
k=1
= Zazk Z+k|Azk|+aZa3k ]+k|AJk| ’A’7
k=1

dado que > 7| ajx(—1)7*|A x| = 0 es el determinante de una matriz que tiene las filas i y j iguales.
Por D3 se prueba que

[A(Ci +aCy)| = |A(Ci + aCy)'| = |A'(Fi + aF))| = |A'| = |A],
con lo que la propiedad queda probada. B

D7. Si se multiplica una fila o columna de una matriz A por un escalar o # 0, entonces el determi-
nante de A queda multiplicado por a. Es decir, |A(aF;)| = |A(aC;)| = a - |A].
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Demostracién. Si A;; es el menor de orden 4, j de A 'y ®;; es el menor de orden ¢, j de A(aF;),
entonces es ficil darse cuenta de que A;; = ®,; dado que la unica fila distinta en ambas matrices es
la ¢ que es eliminada al obtener el menor. Entonces, utilizando D1 calculamos

A(aF;)| = Zaam @] = O‘Zam D™]A| = oAl

Por D3 se prueba que
[A(aCy)| = |A(aCy)'| = |[A(aF)| = a-|A| = a-|A],
con lo que la propiedad queda probada. B

D8. Si una matriz A € M,,«,(K) tiene una fila o columna que es combinacién lineal de las otras,
entonces |A| = 0. En particular, si una fila o columna de A es nula entonces su determinante
es nulo.

Demostracién. Supongamos por ejemplo que existen i, iy, ...,4x € {1,...,n} tal que A; = a -
Aj 4+ ... Fop- Ay, con oy, € K, 1< 5 < k. Entonces la matriz A(F; — o Fy,)...(F; — i F,) tiene la
fila ¢ nula. Si A;; es el menor de orden i, j de dicha matriz, por D6 y D1 tenemos

A| = |A(F, — a1 Fy) .. (F; aszk!—Zo 1)"™|A] =0,

con lo que concluye la prueba. B
Una consecuencia de esta propiedad D8 que es de utilidad para calcular rangos de matrices es
que si |A| # 0, entonces 7(A) coincide con el nimero de filas de A. Asi, si por ejemplo

100 2
A‘<92 22)’

dado que
10
‘92':2¢Q
se tiene que el rango de A es dos.
D9. Se verifica
a1 o Q1p aiy ... Qip ayr ... Qipn
;z.,tl—l—a;l ;L‘;Ll—l—a;ﬂ =|lag ... am |+/|ay any
Qp1 e Qpp Ap1 ... Qpp Ap1 ... QApp
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Demostraciéon. Sean

aiq . Qin
/ !/
A=\ ap+ay ... au+ta, |,
an1 vee Qpp
air ... Qin
B = ;1 An1
ap1 ... App
y
11 Ain
— / /
C=1 ay An1
Ap1 ... QApp

Entonces los menores de orden 7,7 de A, B y C son iguales y por tanto por D1

n

Al = ) (ai; +aiy) (1) Ayl

j:l
- Zau 1A + Zaw )] Ay] =B+ 0],
con lo que concluye la demostracion. B

Todas estas propiedades son de utilidad tanto desde el punto de cista teérico como a la hora de
calcular determinantes de matrices grandes. Por ejemplo, calculemos

1111 1111 1111
1234 _ 0123 _ |0123] /
2345 |mm|2345| man|01 23 "
3456 3456 3456

al tener la ultima matriz dos filas iguales.

1.7.2 Calculo de la matriz inversa usando determinantes.

Dada A € M,,x,(K) se define su matriz adjunta como la matriz cuadrada de orden n cuyos elementos
son los adjuntos de A. Es decir, A € M, (K) es la matriz adjunta de A si A = ((=1)""7|Ay|). S
A = (a;;), de la definicién de producto de matrices se sigue que

T

Usando ahora las propiedades de los determinantes:
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e Sii=yj:
n
> (=1 Ayl = Al
k=1
e Sii#y:
aip -+ Qin
n aip cc Qin
S an (=1 Al = s . |=0,
Qp1 -+ QApp

de donde se deduce que A - A* = |A|-I,. Si A es invertible su determinante es no nulo, lo que
permite obtener la férmula:
Afl — |A|71 . At

para el cédlculo de la matriz inversa. Por ejemplo, si

123
A=[011],
00 2
entonces
) 2 0 0\ | [2 -4 -1 1 -2 1
Al=r | =4 2 0 ) =0 [0 2 —1 =0 1 —3
L R 0 0 1 0 0 3

Notese que una matriz cuadrada con determinante no nulo es invertible por lo que su rango
coincidird con el nimero de filas de la matriz. Este hecho puede ayudar a calcular el rango de

matrices. Por ejemplo, la matriz
2 -1 3 3
11 33

verifica que

por lo que su rango es dos.

1.7.3 Resolucion de sistemas de ecuaciones. Regla de Cramer

Veamos cémo los sistemas de ecuaciones lineales pueden resolverse mediante el uso de detrminantes.
Se trata de un método aplicable cuando el sistema tiene la misma cantidad de ecuaciones que de
incégnitas (este tipo de sistemas se llaman cuadrados). Bajo estas condiciones el sistema es compa-
tible determinado si y sélo si el determinante de su matriz es no nulo. Sea un sistema A -x = b con
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A € M, (K) y tal que |A| # 0. Evidentemente la matriz A es invertible por lo que la solucién
tinica del sistema serd x = A~!-b y usando la férmula para la matriz inversa mediante determinantes
se llega a que la solucién es de la forma:

ZZ:I(_1>Z+;|Ak1|bk
— 1 n . +
x= A Al b= A §

de donde es inmediata la regla de Cramer.
Theorem 6 (Regla de Cramer) Dado el sistema

G11$1+"'+G1n$n:b1
(121.’E1+"‘+(12n$n:b2

con
a1 - Qin
Al =] : . 1 |[#£0,
Ap1  **° Qpp

se tiene que es compatible determinado y la solucion unica viene dada por las formulas:

aix - G151 by A1j+1 **° Qin

Q21 - Agj-1 by A2j41 -+ Q2n .
;= A"t . , 1<j<n.

Qp1  ** Apj—1 bn Qnj+1 = GQnpn

La regla de Cramer puede adaptarse para resolver sistemas de ecuaciones lineales no necesaria-
mente cuadrados y de manera que el determinante de la matriz sea nulo en caso de sistemas no
cuadrados. Asi dado A - x = b un sistema con n ecuaciones y m incégnitas (n < m). Supo-
niendo que 7(A) = n, el sistema es compatible indeterminado como consecuencia del Teorema de
Rouché-Frobenius. Suponiendo ademés que las n primeras columnas de A son linealmente indepen-
dientes, se tiene que asignando pardametros a las variables asociadas a las ltimas m — n columnas
zj = p;, n+1 <7 <m, el valor de las restantes variables viene dado por el sistema:

X1

B- : Zb—i,uj-Aj,

con B = (Al ..., A") € M,,x,»(K). Evidentemente el sistema anterior es cuadrado y |B| # 0 ya que
r(B) = n, por lo que puede resolverse usando la regla de Cramer. Por ejemplo, el sistema

r+y+z=23,
x_y:()?
20 + 2 =3,
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verifica que

11 1
‘1_11‘:—2, Y 1 -1 0]=0,
2 0 1
mientras que
11 3
1 -1 0]=0,
20 3

por lo que los rangos de las matrices del sistema es dos y el sistema es compatible. Despejamos la
variable z, que no vamos a poder calcular

rT+y=3-—2,
r—y=0,
y entonces
3—z 1
B 0O —-1] =2-3
T 1 2
1 -1
1 3—=2
B 1 0 _z—3
O I T T
1 -1
por lo que la solucién del sistema es
=343
y=-34+3, AeR
z =M,

1.8 [Ejercicios

1. Dadas las siguientes matrices realizar, si es posible, las operaciones que se indican:

~1 24+i -1 1
A=(1 -12) B=| 0 C= 0 12
2 I 2+2 0

2 1 .
D=1 3 E:(él_.)
0 -1 !

(a) 2A+3B!)-C (b)Ct-A'—(A-C) (c)D-C+E (d)D-(E+C)
(e) (C—2L;)- (B+A!) (f)B-A-C-D (g)E-D*-C (h)B!-A!-C-D
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2. Calcular el rango de las siguientes matrices

3 1 01

2| B=[111 C:<§1_1§§>
2 2 1 2

3. Determinar en funcién del pardmetro real « el rango de las siguientes matrices

1 1 2
A=11211
2 3 -1

a1 2 3 1 a1
A=lo0a12)] B=[11 a C:(??ii)
00 a2 9 1 2

4. Determinar si las siguientes matrices son invertibles y calcular en caso afirmativo su matriz

mversa
(1) (1) (1) (1) 1 1 1 1 01
A = B = -1 0 -1 C= 01 1
1000 2 1 2 1 10
0001

5. Calcular el rango de la siguiente matriz en funcién de los valores de a y b:

a 0 0 b
b a 00
A_Obao
0 0 b a
0000
) 2 000 )
6. Sea la matriz A = 29 2 0 0 , se pide:
2.2 20

(a) Calcular las sucesivas potencias de A.
(b) Sea B =1, + A, expresar B" en funcién de I, A, A% y A3.
(c) Demostrar que la inversa de B es I — A + A% — A3,

7. Hallar la potencia n—ésima de A = poniendo A = I3 4+ B, siendo B una matriz

O O =
O = N
— N W

a determinar.

8. Dada la matriz A = ( g ; ) , se pide:

(a) Hallar 3A - A" — 2I,.
(b) Resolver la ecuacién matricial A - X = ( (% (1) ) siendo X € Mays (R).
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10.
11.

12.

13.

Sea A una matriz cuadrada tal que A2 = A. Si B = 2A —I,,, demostrar que B? es igual a I,,.
Sea A una matriz cuadrada. Demostrar que las matrices A - A’ y A'- A son siempre simétricas.

Demostrar que si una matriz cuadrada A verifica que A2 — A — I, = 0, entonces existe la
inversa de A. Calcularla.

a’> ab ac

Se considera la matriz con coeficientes reales A = | ab b* be | . Demostrar que si a? + b +
2
ac bc c

c? =1, entonces A" = A para todo entero positivo.

De las afirmaciones siguientes, demostrar las verdaderas y dar un contraejemplo para las falsas:

(a) (A+B) = A?+2A - B+ B2
(b) A =(A-B)-(A+B).
(c) A’m+1 L=A-L)I,+A+A*+ ... +A™).
(d) Si P es una matriz con determinante no nulo, entonces (P- A -P~1)" =P . A"P~L,
(e) Si A es antisimétrica, entonces A? es simétrica.
)

(f) Si A es antisimétrica y B es simétrica, entonces A - B es antisimétrica si y sélosi A-B =
B-A.

14. Hallar todas las soluciones de los siguientes sistemas:

—x+y—2z—1t=0

(a) ?:x+2yii+t2t—_32 (b) § —2+5y—42=4 (©) { —zty=1
1 4 ATy =Tz =17 20 — 2y = =2

3r+4y—3z—t=1

(4 —y+22+t=0
204+3y—2—-2t=0 T—2y+32=0

(d) Ty —4z — 5t =0 (e){2x+5y—|—6220 ()

[ 22 —1ly+72+8 =0

(20 4+y+42=0

r+2y+32=0
20 +2y+32=0
r+2y+z2=0

A Y r+2y—32+16t =4 r+2y—3z=14
(&) 2$+yy_z;14 (h) § y+22-3t=6 (i) 2z +4y—62=1
3r 42 =18 —r—y+2+9%=-2 —r—y+z=-2

15. Discutir y resolver segiin el valor de los pardmetros que aparezcan:

ar+y+22=0 3r—y+2z=1 2y-z=a
3r—2z=11
(a) ¢ z+3y+2=0 (b)  z4+4y+z2=70 (c) 4 z—6
3r+ 10y +42 =0 20 =5y +az = =2 ety —dz—a
2r —y — 2z = 3a 20+ py+22=1 ar+ Py +z=1
(d) ¢ z—az=0b (e) ¢ 2z 4+ (2u—1)y+32=1 (g) ¢ z+afy+z=0
r—y+22="7 22X+ py+ (p+3)z=2pu—1 r+PBy+az=1
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

Discutir la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

(a) Dado un sistema de m ecuaciones con n incégnitas, A -x = b, que admite solucién tnica,
entonces ésta es x = A~! . b.

(b) Si los sistemas A - x = by y A - x = by son compatibles, entonces lo es A - x = b donde
b =b; + bs.

(c¢) Un sistema con mds ecuaciones que incégnitas es siempre incompatible.

(d) Si un sistema de ecuaciones A - x = b es compatible determinado, entonces A es una
matriz cuadrada.

(e) Si A-x = b es un sistema incompatible con 5 ecuaciones y 4 incégnitas y el r(A) = 4
entonces 7(A|b) = 5.

Calcular las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones tanto por el método de Gauss,
como por el método de Kramer (por determinantes).

8r+y+42z=9 6r —y+3z2=06 r+y+z=1
(a) ¢ bx—2y+4z2=6 (b) ¢ —6zx+8y=-10 (¢ 3r—4y =5
r+y=1 20 — by —z=4 Tr—y—3z=28.

Discutir los siguientes sistemas de ecuaciones segtin los valores de a y b:

ax +y+z+t=1

ar + 2z =2 ar +by+z=1 B
() § Set2y=1  (b){ stabytz=b (g TIWET =
r—2y+bz=3 r+by+az=1 y B

r+y+z+at="0

Sea w un nimero complejo raiz ctibica de la unidad. Discutir el sistema:

rTt+yt+z=a
T+ wy+w’z=>0
r+wiytwz=c

donde a, b, ¢ son niimeros reales.
Se tienen tres lingotes de oro de 100 gramos cuya composicién es la siguiente

Lingote | Oro Plata Cobre
1 20 30 20
2 30 40 30
3 40 50 10

..Que peso habra que tomarse de cada uno de los tres lingotes para formar uno nuevo que
contenga 60 gramos de oro, 50 gramos de plata y 45 gramos de cobre?

La suma de las tres cifras de un nimero es igual a 6. La cifra de las centenas es igual a la suma
de las cifras de unidad y decena. Si se invierte el orden de las cifras, el niimero disminuye en
198 unidades. Calcular dicho niimero.

30



APRENDEMOS A HACER CUENTAS

22.

23.

24.

Una empresa hortofructicola tiene tres factorias diferentes en Castellén, Valencia y Alicante. En
la época de la naranja cada una de estas factorfas se dedica a envasar tres variedades diferentes
de naranjas: navalate, navel y satsuma. La capacidad de envasado de la factorfa de Castell6n
es de 4000Kg. de navalate, 3000Kg. de navel y 5000Kg de satsuma, todo ello por hora. La
de Valencia es de 1000Kg. por hora de las tres variedades de naranjas. La de Alicante es de
2000Kg. de navalate, 4000Kg. de navel y 3000Kg. se satsuma, también por hora. ;Cudntas
horas se debe trabajar en cada factorfa para satisfacer los dos siguientes pedidos?

(a) 19000Kg. de navalate, 25000Kg. de navel y 25000Kg. de satsuma
(b) 13000Kg. de navalate, 16000Kg. de navel y 16000Kg. de satsuma.

Una empresa tiene dos tipos de procesos productivos: torno y fresadora. Cada uno de estos
procesos se utiliza para fabricar tres tipos de productos A, B y C. Se dispone de 120 horas
semanales de torno y de 260 horas de fresadora, y las necesidades asociadas a cada proceso,
por unidad de producto, son las siguientes:

Producto | Torno ‘ Fresadora
A 0.1h 0.20h
B 0.25h | 0.30h
C - 0.40h

Si el beneficio unitario que se obtiene con la venta se los productos A, By Ces de 3,5y 4
unidades monetarias, respectivamente. ;Cémo debe de distribuirse la produccién semanal para
obtener un beneficio de 3800 u.m., si se utilizan todos los recursos disponibles?

Una empresa se dedica a la fabricacién de cuatro tipos de jabén. Desde la compra de materias
primas hasta la disposicién para la distribucién se realizan las siguientes fases: I) se mezclan los
dos tipos de materias primas utilizadas, grasa vegetal y sosa cdustica; 1) se introduce la mezcla
obtenida en unos moldes preparados al efecto; I1T) los bloques obtenidos en la fase anterior se
cortan y troquean, y IV) las pastillas asi obtenidas se envasan en cajas de cartén de doscientas
unidades.

Los recursos necesarios para producir los cuatro tipos de jabones, por caja fabricada, vienen
dados en la tabla siguiente:

Jabén Seccién Mezclado S. Moldeado S. Troquelado
Kg. Grasa _ Kg. Sosa | Hora/Mdquina | Hora/Mdquina
J1 20 10 10 3
Jo 25 15 ] 1
J3 40 20 10 =
Ja 50 22 15 20

Si se dispone durante una semana de 1970 Kg. de grasa vegetal, 970 Kg. de sosa cdustica, 601
hora/méquina en la seccién de moldeado y de 504 horas/maquina en la seccién de troquela-
do, ;cuantas cajas de jabones de cada tipo se pueden producir, utilizando todos los recursos
disponibles, en una semana?
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25.

26.

27.

28.

29.

Un agricultor produce maiz, trigo y cebada en las 12 hanegadas de tierra que posee. Cada
Kg. de cereal plantado precisa de una cierta cantidad de dinero y de un determinado nimero
de horas de trabajo semanales para su cultivo. En la tabla siguiente se especifica el capital
necesario (en miles de pesetas), el trabajo preciso (en horas semanales) y el beneficio que
produce (en miles de pesetas) cada uno de los cereales:

‘Capital Trabajo Beneficio

Maiz 36 6 40
Trigo 24 6 30
Cebada 18 2 20

Calcular cudntos Kg. deberd de cultivar de cada tipo de cereal para obtener un beneficio de
400 mil pesetas si dispone de 360.000 pesetas y decide trabajar 48 horas semanales.

La ley de corriente de Kirchhoff dice que la suma algebraica de todas las corrientes que confluyen
en un nudo de un circuito es nula. La ley de Ohm dice que la corriente a través de una resistencia
entre dos nudos es el cociente entre la diferencia de voltaje entre cada nudo y el valor de la
resistencia Dado el circuito de la figura, calcular las intensidades y los voltajes en cada nudo.

circui.eps

En un vecindario viven un fontanero, un electricista y un pintor. Deciden hacer reparaciones
en sus tres casas, para lo cual cada uno de ellos va a trabajar diez jornadas en total. El
fontanero trabajard tres dias en su casa, dos dfas en la casa del electricista y cinco dias en la
casa del pintor. El electricista trabajard tres dias en su propia casa, otros tres dias en la casa
del fontanero y cuatro dias en la casa del pintor. Finalmente el pintor dedicard cinco dias a la
casa del fontanero y otros cinco dias a la casa del electricista.

Calcula cudl deberfa de ser el sueldo diario de cada uno para que en las diez jornadas ninguno
de ellos pierda ni gane dinero, sabiendo de antemano que la suma de los tres sueldos es de
20000 ptas al dia.

Una ciudad tiene tres industrias principales: una mina de carboén, una central eléctrica y un
ferrocarril local. Para obtener 10 ptas de carbén, se utilizan 2 ptas de electricidad para hacer
funcionar el equipamiento y 4 ptas para transportarlo a los almacenes. Para producir 10 ptas
de electricidad la central eléctrica necesita 5 ptas de carbén de combustible, 1 pta de su propia
electricidad y una peseta para dedicarla al transporte. Finalmente, para obtener 10 ptas en
transporte se necesitan 5 ptas de carbén y 1 pta de electricidad. En una semana, la mina
de carbén recibe un pedido valorado en 100000 ptas y la central eléctrica recibe otro pedido
de 200000 ptas. El ferrocarril no satisface ninguna demanda externa. ;Qué cantidad deben
producir cada una de las industrias para satisfacer en esa semana tanto la demanda interna
como la externa?

Encontrar el polinomio de grado 2 cuya gréfica que pasa por los puntos (1,4), (2,9) y (3,8).
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30. Encuentra un polinomio p(z) que verifique que p(0) =1, p(1) =0, p'(0) = -1 y p"(1) = 1.
31. Halla la ecuacién de una circunferencia que pase por los puntos (0,1), (—=1,1) y (1,0).

32. En una placa circular se ha establecido un mallado como el que se indica en el dibujo. Sabiendo
las temperaturas en los puntos de la malla situados en el borde y que la temperatura en los
demds puntos es igual a la media de la temperatura en los cuatro puntos adyacentes, calcula
la temperatura en todos los puntos del mallado.

temp.eps
33. Calcular los siguientes determinantes:
1 3 0 5 =1 7 1 2 3 g i I %
(a) | -1 2 —4 (by|6 4 3 (c)|4 5 6 (d) 900 0
1 1 2 3 2 1 78 9 1 13 4
1 116 1 -2 3 —4 1 % 3 3—1 5 7 2
2 416 2 -1 4 =3 ) 2—061 4 11
@14 129 Oy 3 4 5] © ;1. 5; 8 O
2 427 3 -4 5 6 ! 1 1-4 3 4
34. Dada una matriz cuadrada A, jqué valores puede tomar |A| si:
(a) A% =A?
(b) A =A"1?
35. Demostrar que si a, b, c son nimeros reales se tiene que:
a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b —(a+b+c)’.
2c 2c c—a—>b
36. Calcular los siguientes determinantes:
r a b c 1 2 3 4
xr+a b c
a z 0 0 2 3 41
(a) @ lf+bc+ By o020 @341 2
“ rre c 00 = 412 3
a 3 0 5 a b 00 a® ab ab b?
0 b 0 2 0 ab 0 ab a* b ab
(d) 1 2 ¢ 3 () 0 0 a b () ab b a® ab
0 00 d b 0 0 a > ab ab a®
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37. Calcular los siguientes determinantes de Vadermonde:

11 1 1 1 1
11 a b ¢ d
Vo = ab‘ Vz= a2 bb2 02 Vs = a2 b2 2 2
a4 ¢ a v o3
1 1 1 1 1
a b ¢ d x
a> v d? x?
=l p o @ z3
SV S b x5
a b c
38. Resolver la ecuacién A (z) =0, siendo A (X)=| a x c¢ |, siendo a,b,c nimeros reales.
a b x

39. Calcular los siguientes determinantes de orden n:

! Z nen " 1 2 3 4 n
Z ; g Z Z 1 0 3 4 n
(a) -1 -2 0 4 n
n n n 4 n (b) 1 _9 _3 ¢ "
n n n n n 1 o 3 4 0
1 1 1 1 1 1 n n n n
1 2+a 1 1 1 n 2 n n n
1 1 24+a 1 1 n n 3 n n
(C) 1 1 1 2+a 1 (d) n n n 4 n
1 1 1 1 2+a n n n n
1 cosx cos2x
40. Demostrar que | cosx cos2x cos3x | = 0.

cos2r cos3x cosdx
41. De las afirmaciones siguientes, demostrar las verdaderas y dar un contraejemplo para las falsas:
(a) Si|A-B| =0, entonces |A| =006 |B| =0.
(b) |A+B|=[A|+[B].
(c) [2A[ =2]A].
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Capitulo 2

Espacio vectorial

Sumario. Axiomas de espacio vectorial. Combinacién lineal. Dependencia e inde-
pendencia lineal. Subespacios vectoriales. Operaciones con subespacios vectoriales.
Sistema generador. Base. Espacio vectorial finitamente generado. Dimensién de un
subespacio vetorial.

La linea seguida en este tema puede verse en [?], aunque algunas demostraciones han sido elabo-
radas por el autor para adaptarlas al nivel del alumno. Otras referencias de interés, de entre la gran
cantidad de textos sobre dlgebra lineal existentes, son [?].

2.1 Definiciones y propiedades basicas

Sea K el cuerpo de los niimeros reales o complejos y sea V un conjunto en el que hay definidas una
operacion interna + de manera que a cada u, v € V le asocia un elemento u+v €V, y una operacion
externa - de manera que a cada a € K y cada u € V le asocia un elemento « - u € V, cumpliendo las
siguientes propiedades para todo u, v, w € V y para todo «, § € K:

1. Propiedad asociativa para +: (u+v)+w=u+ (v+w).

2. Propiedad conmutativa para +: u+v =v + u.

3. Existencia de elemento neutro 0 para +: 0 +u = u.

4. Para todo u € V existe elemento inverso o simétrico —u de manera que u+ (—u) = 0.
5. Propiedad distributiva respecto de la suma en V, es decir, a- (u+v) =a-u+a-v.
6. Propiedad distributiva respecto de la suma en K, esto es, (a+ () -u=a-u+ - u
7. Propiedad pseudoasociativa: (o) -u=a- (- u).

8. 1-u=nu.

Entonces se dice que la terna (V,+,-) tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo K.
Ejemplos de espacios vectoriales son los siguientes:
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Example 1 Como ya vimos en el tema de matrices el conjunto de las matrices M., (K) con la
suma de matrices y el producto por escalares tiene estructura de espacio vectorial ya que satisface
las 8 propiedades anteriores. Cuando las matrices tengan una tnica fila, entonces escribiremos el
conjunto como K™ (el caso que més trataremos serd el de R").

Example 2 Sea P,[z] el conjunto de los polinomios de grado menor o igual que n € N con coefi-
cientes en K. Con la suma usual de polinomios y el producto usual por escalares este conjunto es un
espacio vectorial sobre K.

Example 3 Sea C([a,b]), a,b € R, el conjunto de funciones continuas definidas sobre [a,b]. Dadas
/.9 €C([a,b]) y a € R definimos (f + g)(z) = f(z) +g(z) y (- f)(z) = af (z) para todo z € [a, b].
Es facil comprobar que C([a,b]) con estas operaciones es un espacio vectorial sobre R.

Veamos ahora algunas propiedades bésicas que se derivan directamente de los 8 axiomas de espacio
vectorial.

Proposition 7 Sea V un espacio vectorial sobre K. FEntonces:

(a) 0-u =0 para todo u € V.
(b) a-0 =0 para todo o € K.
(¢) a-u=0 siysolosia=0o0ou=0.
(d) (—a) - u=—(a-u)=a-(—u) para todo o € K y todo u € V.
(e) Sia-u=a-vya#0, entoncesu =v.
(f) Sia-u=p0-uyu#0, entonces a = 3.
(9) (—a) - (—u) = a-u para todo o € K y todo u € V.
Demostracién. (a) 0 + 0 = 0 y multiplicando por u tenemos (0 +0) - u =0 - u de donde
(040)-u=0-u+0-u=0-u.

Sumando a ambos miembros el inverso de 0 - u tenemos que 0 - u = 0.
(b) Ahora tenemos que 0 + 0 = 0. Multiplicando por « tenemos « - (0 + 0) = a - 0 de donde

a-(04+0)=a-0+a-0=a-0.

Sumando en ambos miembros el inverso de « - 0 tenermos quea - 0 = 0.

(¢) Si =0 0u=0, por los apartados anteriores tenemos que « - u = 0. Supongamos ahora que
a-u=0. Si @ =0 ya hemos terminado asi que supongamos que « # 0. Entonces multiplicamos por
el inverso de «

atl(a-u)=at-0=0

y cOmo

alt (a-u)=(ata) - u=1-u=u,
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tenemos que u = 0.
(d) Por un lado o + (—«) = 0 de donde multiplicando por u tenemos que

(a+(—a))-u=0-u=0.
Pero por otro lado
(a+(—a))-u=a-u+(—a)-u=0,

de donde tenemos que el inverso de « - u verifica que
—(a-u) =(—a) - u

Por otro lado u + (—u) = 0. Multiplicando por o ambos miembros y procediendo como en el

caso anterior tenemos que
—(a-u)=a-(—u).

(e) Siaru=a-vya#0,entonces - (u—v) =0y por el apartado (c) se tiene que u —v = 0,
de donde u = v.

(f) Sia-u=pF-uyu#0, entonces (¢ — 3)-u = 0y por el apartado (c) se tiene que o — 3 = 0,
de donde o = (.

(g) Consideramos (—a) - (—u) = —(a- (—u)) = —(—a-u)=a-u. N

2.2 Subespacios vectoriales

Definition 2 Sea V un espacio vectorial sobre K. Un subconjunto YW C V' se dice un subespacio
vectorial de V si para todo o, 5 € K y para todo u,ve W se verifica que a-u+ 3-v € W.

Una primera consecuencia de la definicién es que para todo o € Ky todo u, v €W se verifican que
u+veWya-ueW. Como las operaciones siguen verificando los 8 axiomas de espacio vectorial,
tenemos que W también es un espacio vectorial sobre K, de donde inferimos que un subespacio
vectorial es un espacio vectorial mas pequeno dentro de uno mds grande.

Example 4 Si V es espacio vectorial sobre K, entonces {0} es un subespacio vectorial de V. Mas
aun, si W es un subespacio vectorial tenemos que para todo v € W se verificaque 0 = v + (—v) € W.

Example 5 Supongamos que estamos en R y sea W = {(z,y,2) € R® : y = 2 = 0}. Dados
(x1,y1, 21), (T2, Y2, 22) EW y a, O € R, se verifica que

a-(x1,y1,21) + B+ (2, Y2, 22) = (w1 + Bre, ayr + Bys2, az1 + B2a),

de donde ay; + Bys = 0y az; + fz2 = 0 por lo que a - (x1,y1,21) + 0+ (T2,Y2, 22) € W y asi es un
subespacio vectorial de R3.

Definition 3 Dados uy,...,u, € V se define una combinacién lineal de dichos vectores como una
expresion de la forma
ap-uy + ... +a,-u,

donde oy, ..., o, € K.
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La nocién de combinacion lineal es central en la teorfa de espacios vectoriales y aparecerd copio-
samente durante el transcurso del tema. De hecho, para definir los subespacios vectoriales hemos
utilizado una combinacién lineal de dos elementos.

Definition 4 Dado un subconjunto S C V se define el subespacio generado por S como el conjunto
de todas las combinaciones lineales finitas de elementos de V. Lo denotamos por L(S), y podemos
escribir que

L(S)=Aa;-u1+..ap-u, 0, €Sya; €K, i=12 .. n}.

Tenemos entonces la siguiente propiedad.

Proposition 8 Sea S C V. Entonces el subespacio generado por S, L(S) es un subespacio vectorial
de V.

Demostracién. Sean o, € Ky u,v € L(S), y veamos que a-u+ 3 -v € L(S). Para ello,
sabemos que existen oy, ..., y, By, ..., B,, € Ky uy, ..., up, vy, ..., Vi, € S tales que u = ag-ug+...a,,-1,
yv=70vi+..+08,, Vn. Entonces

aut+pf-v = a-(ag-ur+..an-u,)+0-(By-vi+ ..+ 8, Vin)
= (aay)-up+ ...+ (aay) -u, + (861) - vi+ ... + (86,,) * Vins

de donde vemos que a-u+ - v es una combinacién lineal finita de elementos de S y asi a-u+(-v
pertenece a £(S). B

Example 6 Sea S ={(1,1,1,1),(0,1,1,1)} C R* y calculemos £(S). Para ello démonos cuenta que
un vector (z,y, z,t) € L(S) si ybsdlo si existen «, § € R de manera que

($7y727t):04'<1a171>1)+5'(0>1,1,1):<04a04+ﬁ>04+5704+5),

de donde obtenemos el sistema

T = q,
y=a+p,
z=a+ [,
t=a+p3,

que al tener solucién serd compatible. Calculamos entonces los rangos de sus matrices asociadas

1 0 |=x 10 T
1 1 |y 11 Y
11|z ] &B2loo|z—y |’
11 11 00 |t—y

y obtenemos que para que ambos sean iguales a dos debe verificarse que z = y = t. Entonces

L(S)={(z,y,2,t) eER* 1y =z =t}.
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Veamos a continuacién cémo se comporta la nocién de subespacio vectorial con las operaciones
entre conjuntos. Antes, definimos una nueva operaciéon suma del siguiente modo. Sean W; y W,
subespacios vectoriales de V y definimos la suma de ambos como

Wi+We={u+v:ueW, ve Wl

Tenemos entonces el siguiente resultado.
Proposition 9 Sean W; y Ws subespacios vectoriales de V. Entonces

(a) Wi N Ws es un subespacio vectorial de V.
(b) W1 UW, no es un subespacio vectorial de V en general.

(c) Wi + W, es un subespacio vectorial de V.

Demostracién. (a) Sean a, 3 € Ky u,v € W N W, y veamos que a-u+ §-v € Wy N W;.
Como W; es un subespacio vectorial se tiene que a-u+ - v € W,;. Andlogamente tenemos que
a-u+pG-veW, Asi, a-u+F-v e W NWs.

(b) Consideremos el espacio vectorial R? y los subespacios vectoriales Wy = {(z,y) € R?*: z = 0}
vy Wy = {(z,y) € R? : y = 0}. La unién de ambos subespacios es Wy UW, = {(z,y) e R?: 2 =06
y = 0}. Entonces los vectores (1,0), (0,1) € Wy UW, y sin embargo (1,0)+(0,1) = (1,1) ¢ W, UWs,
por lo que no es un subespacio vectorial.

(c) Sean o, f € Ky u,v € W) +W, y veamos que a-u+f3-v € Wy +W,. Dado que u € Wy +W;,
existen vectores u; € W;, 1 = 1,2, tales que u = u; +us. Similarmente y por la misma razoén, existen
vectores v; € W;, i = 1,2, tales que v = v; + vo. Como W; es un subespacio vectorial se tiene que
a-u + vy € Wi, Andlogamente « - uy + 3 - vo € Wy, Entonces

arutf-v=a-(wmt+w)+f - (vitve)=(a-wm+F vi)+(a-u+pf-vy) € Wi+ W,

por lo que W, + W, es un subespacio vectorial. B

Se dird que la suma de dos subespacios es directa si su interseccién es el vector 0, esto es,
Wi N W, = {0}. Escribiremos W, @ W, para indicar que los subespacios W; y W, estan en suma
directa. La interseccion y la suma de subespacios vectoriales son operaciones que permiten construir
nuevos subespacios vectoriales mas pequenos (W,NW,y C W, i = 1,2) o mds grandes (W; C W+ W,
i = 1,2). Estas operaciones seran de gran utilidad a la hora de estudiar la diagonalizacién de matrices
cuadradas, como veremos posteriormente.

Example 7 Dado R? y los subespacios W) = {(z,y,2) e R® : 2 +y =0, 2+2 =0} y W, =
{(z,y,2) € R®: z = 0, y = 0}, calculemos su suma e interseccién. Para ello, démonos cuenta que
(x,y,2) € Wy N W, si satisface a la vez las ecuaciones que definen ambos subespacios, esto es

z+y=0,
z+z=0,
xz =0,
y=0,
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de donde obtenemos resolviendo el sistema que z = y = z = 0, o lo que es lo mismo W, N W, =
{(0,0,0)}. Por otro lado, las ecuaciones paramétricas de W, y W, son

T ==\,
y=2A AXER,
z =],

y
xz =0,
y=0, AeR,
z2=A,

respectivamente. Entonces es facil ver que W) = L£(—1,1,1) y Wy, = £(0,0,1). Asi (x,y,2) €
W1 + W siy sélo si existen (x;,y;, 2:) € Wi, @ = 1,2, donde

(.CE,y, Z) = ('Tlaylazl) + ('1'27y27z2) = Q- (_17 17 1) +B ’ (0707 1) = (—Oé,Oé,Oé +6)7

de donde tenemos el sistema

= —aq,
Y=,
s=a+f,
que es compatible. Al calcular los rangos de las matrices asociadas
-1 0 |z -1 0 T
1 0 |y | —=m+n 0 0 |y+z
1 1]z B\ 0 1 | 24y

tenemos que ambos son iguales a dos si y + z = 0, por lo que

Wi+ Wy = {(2,9,2) €ER® : 2 +y = 0}.

2.3 Bases y dimension de espacios vectoriales

Definition 5 Dados uy,...,u, € V se dice que son linealmente independientes (abreviado LI) si
dada la combinacion lineal
al-ul—l—...—l—an-un:O,

se verifica que oy = ... = a, = 0. En caso contrario se dirdn linealmente dependientes (LD).
Example 8 El vector 0 siempre es LD ya que para todo a € K se tiene que - 0 = 0.

Example 9 Dado R? se verifica que (1,0) y (1, 1) son LI. Para verificarlo construimos la combinacién
lineal
Q- (170) +0- (171) = (070)7
de donde
(Oz + 0, ﬁ) = (07 0)7
y obtenemos el sistema
a+ 6 =0,
155

que al resolverlo # = a = 0.
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Example 10 Dado P,[z] se verifica que 1, z y x? son LI. Para comprobar ésto construimos la
combinacién lineal
o+ Bx +vyz® = 0.

Dando los valores x =0, = 1 y £ = —1 obtenemos el sistema
a=0,
at+f+v=0,
a— ﬁ +7= 07

y al resolverlo tenemos las soluciones a = 3 = v = 0.
Tenemos entonces la siguiente propiedad.

Proposition 10 Si uy,...,u, € V son LD entonces uno de ellos es el vector 0 o es combinacion
lineal de los restantes.

Demostracién. Si uno de ellos es 0, la tesis del resultado estd probada. Supongamos entonces
que son todos los vectores no nulos y que existe una combinacién lineal oy - u; + ... + o, - 1, = 0 tal
que por ejemplo a1 # 0. Entonces podemos despejar u; como

U =——-Ug—...— — - Uy,

por lo que el vector u; serd combinacién lineal de u,, ..., u,,. R

Definition 6 Dados uy,...,u, € V se dice que generan V si L({uy,...,u,}) = V. En tal caso V se
dird un espacio vectorial finitamente generado y {uy,...,u,} un conjunto generador de V.

Example 11 El conjunto de vectores {(1,1),(0,1)} generan el espacio vectorial R%. Para ello
consideremos un vector arbitrario (z,y) € R? y veamos que existen o, 3 € R tales que (z,y) =
a-(1,1)+ 3 -(0,1). Desarrollamos

(z,y) = (a,a + f),

T = q,
y=a+p,
dedondea=xy =y —xy asi
(z,y) == (L,1)+ (y —=x)-(0,1),

que da lugar al sistema

y R? = L({(1,1),(0,1)}).

Example 12 No todos los espacios vectoriales son finitamente generados. Por ejemplo, el conjunto
de los polinomios con coeficientes reales

Plz] ={ap + a1z + ... + apz" :n € Nja; e R,0<i <n}

es un subespacio vectorial sobre R. Supongamos que existe polinomios p;(z), ..., pr(x) € Plz] que
generan dicho espacio vectorial. Sea m el grado del polinomio de més grado entre los polinomios
p1(z), ..., pr(x). Entonces nos es posible encontrar nimeros reales aq, ..., ay tales que

™ = anpy(x) + ... + appi(a),

ya que en la igualdad anterior el polinomio de la izquierda de la igualdad es m + 1 y el de la derecha
es a lo sumo m.
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Veamos algunas propiedades de los conjuntos generadores.

Proposition 11 Supongamos que S = {uy, ..., u,} generan V. Entonces existe B C S que también
genera V y tal que sus elementos son LI.

Demostracion. Si los vectores de § son LI ya hemos terminado. Supongamos entonces que son
LD y apliquemos la Proposicién 10 y supongamos por ejemplo que existen as, ..., o, € K tales que

u; = Qg - Ug + ... +ay - Uy (21)

Entonces comprobemos que L({uy,...,u,} \ {uz}) = L({uy,...,u,}) = V. Paraello, sea v € V
arbitrario. Como L({uy,...,u,}) =V existen 3, ..., 5, € K tales que v =, -u; + ... + 3, - u, y asi
sustituyendo uy por la expresion (2.1) y simplificando tenemos

v = [ilag-ug+...+a, -u,)+ Gy un+ ...+ 0, u,
= (oo +0y) - ug+ ...+ (Bran + 5,) - up,

por lo que v es combinacién lineal de u,, ..., u,. De esta manera tenemos un método para eliminar
vectores LD dentro de un conjunto generador. Como tenemos una cantidad finita de vectores, debe
haber un momento en el cual los vectores que quedan al eliminar uno LD sean LI. H

La siguiente propiedad establece relaciones entre el niimero de elementos en un conjunto generador
de V y el nimero de vectores LI.

Proposition 12 Supongamos que V estd generado por n vectores. Entonces ningin conjunto LI de
V tiene mas de n elementos.

Demostracién. Haremos la demostracién por induccién en n.

Sin =1 entonces V = L({u}) para algiin u € V. Entonces todo vector de V seré proporcional a
u y esto imposibilita que existan dos vectores linealmente independientes en V.

Supongamos ahora que el resultado es cierto para espacios vectoriales generados por a lo sumo
n elementos y probemos que es cierto para espacios generados por n + 1 elementos. Para ello sean
V=L({v1,..;Vpi1}) y S = {uy, ..., u,,} un conjunto de vectores linealmente independientes de V), y
veamos que m < n+ 1. Distinguimos dos casos. En primer lugar suponemos que S C L({vy, ..., v, })
y entonces por la hipétesis inductiva m < n < n + 1. Asi, supongamos ahora que por ejemplo
w ¢ L({vi,..,vn}). Entonces u; = a3 - vy + ... + i1 Vo1 Y Qa1 # 0, de donde v, =
Q100 - Vi e+ Q- Vi + gty - ug. Veamos entonces que V = L({vy, ..., vy, w1 }). Para ello
sea v €} para el que existirdn 3, € K, i =1,...,n + 1, tales que

v = [B1-vit .+ 08, Vot Boi1 Ve
= Brvit..+8, Vot B (a;}rlal V] + ...+ a;}rlan -V, + a,;lq ‘)
= (81 + Bppr0nii0n) Vi + (B, + G100 10m) - Vi + B 1001 -
Asi V = L({vy,...,vp,ur}). Entonces cada u;, i = 2,3,...,m puede ponerse en combinacién lineal

de vy, ...,vp,,uy, esto es u; = Z?:l Qv+ XN -ug, i = 2,...,m. Sean ahoray, = u;, — \;-u; €
LV, ..., Vp}) i =2,3,...,m. Veamos que son LI. Para ello sea

Yo Y2t otV Ym = 0.
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Pero entonces

0 = vy (= A uwy)+ ...+, (W, — A\, -uy)
= Yo Uot o + Y W — (Yo A2 + oo + Y Am) - Wy

y como Uy, ..., U, son LI se tiene que v, = 0, ¢ = 2,3,...,m. De nuevo por la hipétesis inductiva
m — 1 <n, de donde m < n + 1 como querfamos probar. B

Definition 7 Una base de V es un conjunto generador de V y LI.

Example 13 El conjunto B = {1,z,2?} es una base del conjunto Ps[z] de polinomios reales de
grado menor o igual que 2. Ya vimos en el ejemplo 10 que era un conjunto LI. Por otra parte, es
claro que es un conjunto generador dado que todo p(z) € P[] es de la forma p(z) = a + bz + cz?,
a,b,c e R.

A continuacién probamos un resultado fundamental sobre las bases de espacios vectoriales finita-
mente generados que permite definir la nocién de dimensién de estos espacios.

Theorem 13 Si V es finitamente generado, entonces todas sus bases tienen el mismo nimero de
elementos.

Demostracién. Sean By = {uy,...,u,} vy By = {vy,..., v, } bases de V y veamos que n = 7.
Consideremos B; como conjunto generador y By como conjunto linealmente independiente. Aplicamos
la Proposicién 12 para obtener que n > m. Si ahora consideramos BB; como linealmente independiente
y By como conjunto generador y volvemos a aplicar la Proposicién 12 y obtenemos m > n. Entonces
m=mn.N

Definition 8 Dado V un espacio vectorial finitamente generado. Se llama dimensién de V, dim V
(o dimg V si queremos enfatizar el cuerpo K), al nimero de elementos en una base.

Otra de las ventajas de trabajar con bases es la siguiente propiedad.

Proposition 14 Sea B = {uy, ..., u,} una base de V. Entonces todo vector u € V admite una tinica
expresion como combinacion lineal de los elementos de B.

Demostracién. Supongamos dos combinaciones lineales
u=oa;-u+..+a, - u, =0 -u1+..+ 06, up,
a;, B, € K, 1 <17 < n. Entonces
(a1 —By) -y + .. + (@, — B,) -1, = 0.

Como los vectores uy,...,u, son LI, se verifica que o; — 3; = 0, o lo que es lo mismo «; = 3,
1<7<n. 1

Sean B = {uy, ..., u,} una base de V y u €Y. Entonces u = ay-u;+...+a,-u, con g, ..., a, € K
tnicos. Si los escribimos como un vector de K", diremos entonces que (s, ..., @, )5 son las coordenadas
de u en la base B. Démonos cuenta que al cambiar la base cambian a su vez las coordenadas del
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vector. Por ejemplo, sean R?, las bases By = {(1,0),(0,1)} y By = {(1,1),(1,—1)} y el vector (2,2).
Este vector tiene coordenadas (2,2)g, en la base B;, mientras que son (2,0)3, en la base Bs.

La base B; es lo que conoceremos como base candnica, esto es, aquella que verifica que las
coordenadas de un vector son las “naturales”. Por ejemplo, todo vector (z1,...,x,) € K" tiene co-
ordenadas (z1, ..., x,)c respecto de la base canénica C = {(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,0,...,0,1)}.
En el conjunto de los polinomios P, [z] la base canénica es C = {1, z, ..., 2"}, de manera que cualquier
polinomio ag + a1z + ... + a,x™ € P,[z| tiene por coordenadas en dicha base (ag, ay, ..., a,)c-

Proposition 15 Sea V un espacio vectorial finitamente generado y {uy,...,u,} un conjunto LI
Entonces existe una base B de V de manera que {u,...,u,} C B.

Demostracién. Si L({ui,...,u,,}) = V, ya hemos terminado. En caso contrario sea v €
V\ L({uy,...,u,}). Entonces toda combinacién lineal

a-v4+ar-u+...+a,-u, =0,

debe verificar que a = 0. Por la independencia lineal de uy, ..., u,,, se tiene ademds que «o; = 0,
1 <i<m. Asi {v,uy,...,u,} es un conjunto LI. De esta manera incrementamos en una unidad el
conjunto LI. Como V es finitamente generado, en una cantidad finita de pasos logramos obtener un
conjunto LI que genere V. R

A modo de resumen tenemos el siguiente resultado.

Theorem 16 Sea V un espacio vectorial finitamente generado de dimension n. Entonces

(a) Todas las bases de V tienen n elementos.
(b) Todo conjunto LI de n elementos es una base de V.

(¢) Todo conjunto generador de V de n elementos es una base.

Demostracién. El apartado (a) estd probado en el Teorema 13. Para demostrar (b), sea
{uy,...,u,} €V un conjunto LI. Si no fuera generador de V), aplicando la Proposicién 15, podriamos
extenderlo a una base de V que necesariamente tendria mas de n elementos, lo cual contradice el
Teorema 13. De igual modo y utilizando la Proposicién 11 se prueba el apartado (c).

Para finalizar el tema, nétese que los subespacios vectoriales son a su vez espacios vectoriales que
tendran su dimensién. Sobre este particular tenemos la siguiente férmula de las dimensiones de la
suma e interseccion de subespacios vectoriales.

Proposition 17 Sean Wi y W subespacios vectoriales de V finitamente generados. Entonces
d1m(W1 + WQ) = dim Wl + dim WQ - d1m(W1 N WQ)
En particular, si la suma es directa

dim(W; & Ws) = dim W, + dim W,

44



ESPACIO VECTORIAL

Demostracién. Supongamos en primer lugar que Wy @ W, y sean By = {uy,...,u,} y By =
{V1,..., vin} bases de W; y W, respectivamente y comprobemos que B = B; U B; es una base de
Wi @& Ws,. Veamos que B es un conjunto LI. Sea una combinacién lineal

o+ ta,u,+ By vit e+ 5, Vi, =0.

Entonces
v=or-u+..+a, u,=—0-vi—..— 08, Vi, € W NWy,

conloquev=0y

al-u1+...+an-un = 0,
Bivi+..+08, - Vvmm = 0.

Como B; y B, son LI, obtenemos que o; =0y ; =0 para0 <i<ny1l<j<m. Veamos ahora
que L(B)= W, & W,. Para ello sea v € Wy & W, arbitrario y sea v; € W, i = 1,2, de manera que
v = v; + vo. Existen entonces o; € Ky 6j eK, 0<i<nyl<j<m,de manera que

Vi = a1~u1+...+an-un,
Vo = 51'V1—|—...+5m‘vm.

Entonces
v=a; W+ ..+a, u+0 - vi+..+0,, vm € L(B).

Asi
d1m(W1 ) WQ) =n-+m= d1mW1 + d1mW2

Supongamos ahora que Wi N W, # {0} y sea {uy, ..., ux } una base del mismo. Por la Proposicién
15 extendemos {uy, ..., u;} a sendas bases {uy, ..., Ug, Ugi1, ..., Up} ¥ {U1, .oy Ug, Vg1, oory Vin p de Wy
y Wh, respectivamente. Sea Vi = L({ugy1,...,u,}). Entonces V; N W, = {0} y por tanto
Por otra parte V; & Wy, = W, + Ws y entonces

d1m(W1 + WQ) == d1m(V1 S5, WQ)
= dimV; +dim W,
== dim Wl + dim W2 - dim(W1 N Wz),

y la proposiciéon queda demostrada. l

Example 14 El resultado anterior tiene su aplicacién a ejemplos como el siguiente. Sean

Wi ={(z,y,2) ER*:x+y+2=0}

Wy ={(2,y,2) ER* 12 +y =0, y+2 =0}
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Sus dimensiones son 2 y 1, respectivamente. Por otra parte, (z,y, z) € Wi N W, si se satisfacen

r+y+z=0,
r+y=0,
y+z2=0.
Resolvemos este sistema
1 1110 11 1 0
1 10 0 —Eh—F 0 0 -1 0 y
01110 01 1 0

y obtenemos que x =y = z = 0, por lo que W) N Wy = {(0,0,0)}. Entonces

y dado que W, @ W), C R3, se verifica que W, & W, =

2.4 Ejercicios

1. Sea Mayo(R) el espacio de las matrices de orden 2x 2 sobre el cuerpo R, estudiar si los siguientes
conjuntos de matrices son subespacios vectoriales.

(a) My ={A € My 2(R) : A es simétrica}
(b) {A < MQXQ(R) A? = A}
(c) Mz ={A € Maxs(R): [A| =0}

(d) M4:{A:( 0 € Msy2(R) :a € R}
2. En R? definimos la operacién interna + dada por:
(2,9) + (u,0) = (x +u,y +0) Y(z,9), (u,0) € R?,

y la operacién externa * : R x R* — R? dada por:

% (7,9) = (amz,y), Yo € Ry V(z,y) € R%.

;Tiene la terna (R2, 4, %) estructura de espacio vectorial sobre R ?

3. Comprobar si los siguientes conjuntos de R3 son subespacios vectoriales:

(a) W= {(z1,72,23) € R®: 2y + 15 = 0}.

(b) W = {(x1,22,23) € R®: &1 4 225 + 23 = 1}.

(c) W= {(z1,29,73) ER3: 1y = 29 =0}.

(d) W= {(z1,22,73) ER3: 2y + 2o =0y 13 — 25 = 0} .
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(e) W= {(x1,29,73) ER3: 2y + 25 =0} .
4. Decir si los siguientes vectores de R* son linealmente independientes:

(a) {(1,0,0,1),(0,1,1,0),(1,1,1,1)}.
(b) {(1,0,0,1),(0,1,1,1),(1,1,1,1)} .
(c) {(1,0,0,1),(0,1,1,0),(1,1,1,1),(2,0,0,0)}.

Extraer un conjunto linealmente independiente de los conjuntos del ejercicio 4.
;. Alguno de los conjuntos del ejercicio 4 son una base de R?.

Calcular el subespacio vectorial generado por los conjuntos del ejercicio 4.

o N e o

Dados los subespacios de R?, Wy = {(z1, 20, 23) € R® : 2y =2, = 0} y
Wy = {(21,72,73) € R?: x1 + x9 + x3 = 0},

calcular:

(a) Un conjunto generador linealmente independiente de W; y W.
(b) Calcular Wy + Wy y Wi N Ws.

(c) (Esla suma de W) y W, directa?.

(d) Calcular las dimensiones de Wy, W, Wi N Wy y Wy + W

9. Sea (V,+,-) un espacio vectorial sobre un cuerpo K, y sea B = {vy,...,v,} una base de V.
Demostrar que el conjunto de vectores B’ = {uy,...,u,} dado por u; = vy, uy = vy + vo, ...,
u, = Vi + Vg + ... + v, es también una base de V.

10. Sea Py [z] el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que n. Demostrar que
los conjuntos B = {1,z,2%, 2% 2} y B = {(1 +2)" .o (1 +2)*,22 (1 + 2)*,2* (1 + 2) ,2*} son
bases de Py [z] . Expresar los elementos de B’ como combinacién lineal de B.

11. Se consideran en R* los subespacios vectoriales W; y W, generados por los subconjuntos
S ={(1,1,1,1),(1,-1,1,-1)} y S = {(1,1,0,1),(1,2,—1,2), (3,5, —2,5) } respectivamente.
Encontrar:

(a) dim(W; +Ws).
(b) dim(W; N Ws).
(c) Ecuaciones de Wy + W.
(d) Ecuaciones de Wy N W.

12. Idéntica cuestién para los subespacios de R?
U={(z,y,2) ER} 1z =X+ py=)\—2u,2=—pu}
V={(z,y,2) €ER*: 2 =0,y = 3z}
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13

14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

Indicar cuél es la dimensién de la interseccién de los subespacios de R? definidos como U =
Li(1,1,a), (o, 1,1)] y V= L[(—1,,—1),(1,1,1)] segun los valores de a.

En R3 se consideran los subespacios vectoriales A = {(x,y,2) € R®:y =0} y
B=((1,1,1),(1,a,3)), donde a es un pardmetro real.

(a) Calcula la dimensién de A, B, A+ By AN B en funcién de a.

(b) Si a = 1, averiguar si existe algin valor de b para el cual el vector (b,2,1) pertenece al

subespacio A + B.

Halla una base de R* que contenga a los vectores (1,0,1,1) y (2,0,2,1).

Calcular las ecuaciones de los siguientes subespacios vectoriales:
(a) ((1,1,1)) (b) ((1,=1,0),(1,0,0) (c) ((1,1,1),(0,0,3)) (d) {(1,1),(1,0))

(Cudl es la dimension de C considerado como espacio vectorial sobre R? ;Y si lo consideramos
como un espacio vectorial sobre C?

Hallar una base y la dimensién del subespacio de R* :

{(%yazat)GR‘l:x—y—t:O, r+y+z+t=0}.

En el espacio vectorial R? se consideran los subespacios vectoriales A = {(z,y,2) € R? : y = 0}
y B=1{((1,1,1),(2,2,2)) . Se pide:

(a) Hallar una base y la dimensién de A, B, A+ By ANB.

(b) ;Pertenece el vector (3,2,1) al subespacio A + B?

De las siguientes afirmaciones, demostrar las que sean ciertas y dar un contraejemplo para las
falsas:

(a) Si{u, v} son linealmente independientes, entonces {u — v, u + v} también lo son.
(b) Todo conjunto de vectores que no contenga al vector nulo es linealmente independiente.

(c) Sean V; y V, subespacios vectoriales del mismo espacio vectorial. Si dim(V;) = dim(Vs),
entonces V; = V.

(d) Elvector (1,0,0) tiene por coordenadas (1,1, —1) enlabase B = {(1,1,1),(1,2,1),(1,3,2)} }
(e) Sean S ={(1,1,2),(1,-2,-1),(3,-1,2)} y &' = {(1,0,0) }. Entonces:
i. L(S)+ L(S)=L(SUS).
ii. L(S)UL(S")=L(SUS).
iii. L(S)NL(S") =L(SNS).
iv. dim(L(S)) =3 y dim(L(S")) = 1.
(f) Si{u, v} esun conjunto de vectores linealmente independientes tal que {u, w} y {v, w} son
linealmente independientes, entonces {u, v, w} también son linealmente independientes.
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21.

22.

23.

24.

25.

Dados los subespacios de R?, § = {(z,y,2) € R} : z =y =0} y T = {(v,y,2) € R? :
r+y+ 2z =0} calcular:

(a) Una base y la dimensién de ambos.

(b) S+7 y SN T, dando las bases de dichos subespacios.

(c) (Lasuma S+ 7 es directa?

Se consideran en R* los subespacios vectoriales generados por
S ={(1,1,1,1),(1,-1,-1, )} y S» = {(1,1,0,1),(1,2,—-1,2),(3,5,—2,5) }.
Calcular:

(a) La base y la dimensién de L(S;)y L(S2).
(b) Calcular L(S1) N L(Ss) y L(S1) + L(S2), dando bases de dichos subespacios.

(c) (Pertenece el vector (4,0, —2,1) a L(S;) N L(S2)? En caso afirmativo dar sus coordenadas
respecto de la base considerada.

(d) ;Pertenece el vector (4,0, —2,1) a L(S1) + L(S2)? En caso afirmativo dar sus coordenadas
respecto de la base considerada.

Determinar a € R para que los vectores (a,1,1), (1,a,1) y (1,1,a) sean linealmente inde-
pendientes. Determinar los tres subespacios vectoriales generados por dos de los 3 vectores
anteriores en funcién de a y calcular la interseccion y la suma de dichos subespacios vectoriales
dos a dos. ;Son las sumas directas?

Sea C(0, 1]) el espacio vectorial de las funciones continuas f : [0,1] — R y sea W; = {az + bz? :
a,b € R} y Wo = {a+ bz + ca® : a,b,c € R}.
(a) ¢Son Wy y W, subespacios vectoriales de C(0,1])? Razona la respuesta.

(b) Determinar Wi + Wy y Wy N W,. (Es la suma directa? Determinar las dimensiones de
ambos subespacios.

Sea V un espacio vectorial sobre R y sean S; = {uy,...,u,} y S2 = {vi,..., v, }. Razonar la
validez o falsedad de las siguientes afirmaciones:

(a) Si S; y Ss son linealmente independientes, entonces L(S;) + L(S2) es una suma directa.
(b) Si L(S1) & L(S,), entonces S; U Sy es un conjunto linealmente independiente.
(¢) L(S1) + L(Sz) = L(S1 U Ss).
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Capitulo 3

Aplicaciones lineales

Sumario. Definicién de aplicacién lineal. Nrticleo e imagen. Férmula de las
dimensiones. Matriz de una aplicacién lineal respecto a una base. Propiedades.
Matrices de cambio de base.

Una gran cantidad de modelos de la ingenierfa siguen las siguientes leyes. Podemos imaginarnos un
aparato que cada vez que se le introduce un determinado estimulo devuelve ese estimulo modificado
como una senal de salida. Dicho estimulo puede ser por ejemplo una diferencia de potencial de
potencial en un circuito eléctrico que a su vez devolverd una cierta intensidad de corriente. Si
denotamos por V (t) el voltaje e i(t) la intensidad, el circuito funciona de la manera siguiente: si i;(t)
e io(t) son las respuestas a los voltajes Vi (t) y Va(t), entonces iy (t) + ia(t) es la respuesta al voltaje
Vi(t) + Va(t). Ademds, si el voltaje es amplificado multiplicando por un escalar «, entonces «i(t) es
la respuesta a aV/(t). Esta es la forma de funcionar de un circuito LRC y la de numerosos ingenios
de la ingenieria. Como veremos a continuacién, estos aparatos funcionan como una aplicacién lineal.

3.1 Definiciones y propiedades basicas

Sean V y V' dos espacios vectoriales sobre el cuerpo K. Una aplicacién f: V — V' se dice que es una
aplicacion lineal si verifica las siguientes propiedades:

1. f(u+v)="f(u) +f(v), para todo u,v € V.

2. f(a-u) = a-f(u), para todou € V y todo a € K.

Equivalentemente la aplicacién f serd lineal si y solamente si para cada u,v € Vy o, € K se
verifica la igualdad

fla-u+p-v)=a-f(u)+5-f(v).

Example 15 Dado un espacio vectorial V, la aplicacién identidad i : V — V dada por i(v) = v
para todo v € V es trivialmente una aplicacién lineal.
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Example 16 Sea la aplicacién f : R?> — R3 dada por f(z,y) = (z, * + vy, * — 2y). Veamos que se
trata de una aplicacién lineal. Para ello sean a, 8 € Ry (z1, 1), (72, y2) € R? y calculemos

fla- (z1,y) + B+ (22,92)) = f(azr + B, ayr + By2)
= (axy + Pxe, axy + fra + ayr + Bys, axy + s — 201 — 20y»)
= a-(z1, 71 +y1,21 — 2y1) + B (T2, T2 + Y2, T2 — 242)
= a-f(z,y1) + 8- f(z2,2),

por lo que f es lineal.

Example 17 Consideremos la aplicacién g : R? — R3 dada por g(z1, 22) = (23, 11 + 2, 11 — 22).
En este caso no se trata de una aplicacién lineal, ya que tomando el vector (1,1) € R? y el escalar
—1 € R se tiene que

g((_1> ’ (1’ 1)) = (17 -2, 1) 7é (_1’ -2, 1) = (_1) ) g(la 1)'

Example 18 Sea la aplicacién f : R? — My, »(R) dada por

0
f(l‘l, I‘Q) = ( Z;ll Ty ) .

Si tomamos dos vectores cualesquiera (71, Z2), (y1,y2) € R? es evidente que

o)+ o) = (2700 )2 (5 0 ) () = e+t

To + Yo T2 Iy
y por tanto f no es lineal.

Dependiendo de sus caracteristicas se distinguen diferentes clases de aplicaciones lineales. Asi
dada f : VV — V' una aplicacién lineal se dice que es un:

Monomorfismo si es inyectiva, es decir, si f(u) = f(v) implica que u = v.

Epimorfismo si es suprayectiva o equivalentemente, si para cada v € V' se tiene u € V tal que
f(u) =v.

Isomorfismo si es biyectiva, o lo que es lo mismo, si es inyectiva y suprayectiva a la vez.
Endomorfismo si V =V,
Automorfismo si V =V’ y f es biyectiva.

La siguiente propiedad es titil para determinar si una aplicacién no es lineal.

Proposition 18 Si 0 € V es el vector nulo y £ :' V — V' es una aplicacion lineal, se tiene que
f(0) =0.

Demostracién. Nétese que 0+ 0 = 0 y entonces £(0 + 0) = £(0). Como f es lineal se verifica
que f(0+ 0) = £(0) + £(0) = £(0), de donde f(0) = 0. W

Esta propiedad permite identificar facilmente aplicaciones que no son lineales (como la del ejem-
plo 18), aunque las aplicaciones que mandan el vector nulo al vector nulo no son necesariamente
lineales, como el caso del ejemplo 17.
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3.2 Subespacios vectoriales asociados a una aplicacion lineal

3.2.1 Imagen de una aplicacion lineal.

Las aplicaciones lineales son aquellas que conservan los subespacios vectoriales, como el siguiente
resultado demuestra.

Proposition 19 Seaf : V — V' una aplicacion lineal y sea W C V un subespacio vectorial. Entonces
fOW) = {f(u) : u € W} es un subespacio vectorial de V'.

Demostracién. Sean o, 5 € Ky u,v € f(W) y veamos que a-u+-v € f(W). Para ello hemos
de tener en cuenta que como u, v € f(W), entonces existen vectores uy, vy € W tales que f(u;) = u
y f(v1) = v. Entonces, por la linealidad de f tenemos

a-u+pf-v=a-flu)+5 -f(vi)=Ff(la-u +5-v1),
de donde obtenemos que a-u+g-v e f(V). R

Definition 9 Dada una aplicacion lineal £ :V — V' se llama imagen de f, y se denota por Im(f),
al conjunto £(V) que como hemos visto en la proposicion anterior es un subespacio vectorial de V'.
Ademdas se tiene que f es un epimorfismo si y solamente si Im(f) =V".

Example 19 Calculamos la imagen de la aplicacién lineal f : R® — R3 definida por f(z,y,z) =
(r+y,z—2,2r +y — 2). Nétese que (z,y,2) € Imf si existe (o, 8,7) € R? de manera que

(z,y,2) = e, 3,7)
= (0(‘{’6,04—’}/,20(—{—6—’)/),

de donde obtenemos el sistema compatible

atp=z,
a—y=y,
20+ —v ==z

Calculando el rango de ambas matrices del sistema

11 0 |z 1 1 0 x 1 1 0 T
10 -1 |y | —=p-r 0 -1 -1 | y—=x —m-rn | 0 -1 -1 Yy—x
21 -1 |z B2\ g -1 -1 | z2—22 0 0 0 |z—z—y

obtenemos que para que el rango de ambas sea dos debe verificarse que z — x — y = 0, y asf
Imf = {(r,y,2) €ER*: 2 —x —y =0}
Veamos una manera alternativa de calcular la imagen mediante la siguiente propiedad.

Proposition 20 Sea f : V — V' una aplicacion lineal y B = {uy,...,u,} una base de V. Entonces
f(B) es un sistema generador de la imagen de f.

23



APLICACIONES LINEALES

Demostraciéon. Sea v € Imf. Entonces existe u € V de manera que v = f(u). Como B es una
base de V, existen ag, ..., @, € K de manera que u = a1 - u; + ... + o, - u,,. Entonces

v = f(u)=flag-u+...+a, u,)
= oq-f(wm)+..+a, f(u,),

por lo que f(B) genera la imagen. B
Calculemos de nuevo la imagen del ejemplo 19. Sea C = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} la base
canénica de R? y calculamos f(C) = {(1,1,2),(1,0,1), (0, —1,—1)}. Entonces

Imf = L({(1,1,2),(1,0,1),(0,—1,—-1)}),
esto es, un vector (x,y,z) € Imf si y sélo si existen «a, 3,7 € R tales que

(x,y,2) = a-(1,1,2)+5-(1,0,1) +~-(0,—1,-1)
= (a+ﬂ7a_772a+ﬂ_7)7

de donde obtenemos el mismo sistema compatible del ejemplo 19, y de ahf obtendremos su ecuacién.

3.2.2 Nicleo de una aplicacion lineal.

Sea f : V — V' una aplicacién lineal. Se llama nicleo de f, y se denota Ker(f), a los vectores cuya
imagen por f es 0, es decir,

Ker(f) = {u e V:f(u) =0}.

En primer lugar, comprobemos que el niicleo es un subespacio vectorial de V. Para ello sean o, § € K
y u,v € Ker(f) y comprobemos que - u+ (- v € Ker(f) comprobando que su imagen es nula.

flaru+p-v)=a-flu)+p-f(v)=a-0+5-0=0.
El nicleo permite caracterizar a las aplicaciones lineales inyectivas o monomorfismos.

Proposition 21 Sea f : V — V' una aplicacion lineal. Entonces £ es inyectiva si y solo si Ker(f) =

{0}

Demostracién. Si f es inyectiva, es evidente que Ker(f) = {0} porque si u € Ker(f) se tiene
que f(u) = 0 = f(0) y por la inyectividad de f se tiene que u = 0. Reciprocamente, si Ker(f) = {0}
y f(u) = f(v), por linealidad 0 = f(u) — f(v) = f(u — v) lo cual implica que u — v € Ker(f) = {0},
de dondeu=v. R

Las dimensiones del nticleo y la imagen de una aplicacién lineal estdn ligadas por la siguiente
relacion.

Theorem 22 Seaf :V — V' una aplicacion lineal con'V de dimension finita. Se verifica la igualdad:
dimV = dim Ker(f) + dim Im(f).
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Demostracién. Sea Byerr) = {u1, ..., u, } una base de Ker(f) y la completamos a una base B =
{uy,...,u,, vy,..., vy} de V. El resultado estard probado si demostramos que B’ = {f(vy),....,f(v,)}
es una base de Im(f).

Veamos es primer lugar que Im(f) = £(B’). Para ello sea u € Im(f) y entonces debe existir
v €V de manera que f(v) = u. Existen entonces escalares ay, ..., ap, 81, ..., 5,, € K de manera que
Vv=a; - +..+a, u,+ 6 -vi+...+0, V. Asi

u = f(v)=flag-my+...+a, - u+06; - vi+..+08, Vm)
= Q1 f(u1> oy f(un) + 61 ’ f(V1> +.ot ﬁm ’ f(vm)
By -f(vi)+ ...+ 6, - f(vin),

dado que f(u;) = 0 por ser todo u; € Ker(f), 1 <i < n. De esta manera tenemos que

u=70-f(vi)+..+ 06, f(vi)

y asi Im(f) = L(B').
Probemos ahora para terminar que los vectores de B’ son LI. Para ello consideramos una combi-
nacién lineal igualada a cero

By -f(vi) + ...+ 0, - f(vin) =0.
Como f es lineal, la expresion anterior podemos agruparla en
f(6,-vi+ ...+ 0, vm) =0,
de donde tenemos que (3 - vi + ... + (3, - Vi, € Ker(f). Entonces existirdn ay, ..., a,, € K tales que
By Vi+ .ot 0, Vim=0a; -u + ...+, Uy,

de donde
Bi-vi+..+08, Vm—Q1-u; —...—ap-u, =0,
yasit f; =..=0,, =a; = ... = a, = 0 por ser B una base de V. Entonces ya hemos probado que

los vectores de B’ son LI y la prueba concluye. B

Example 20 El resultado anterior resulta de utilidad como muestra el siguiente ejemplo. Sea f :
R? — R3 dada por

f<x7yaz) - ((E — YT —=2Y— Z)J
y calculemos su nicleo e imagen. Como sabemos (x,y, z) € Ker(f) si y sélo si

(0,0,0) =f(z,y,2) = (x —y,x — z,—y — 2),

de donde obtenemos el sistema

x_y:()?
r—2z=0,
_y_Z:O7
y al resolverlo
1 -1 0 0 1 -1 0 0 1 -1 0 0
1 0 -1 |10 }—=mmn!|0 1 1|0 ]—=pm| 0 1 =110/,
0 1 —-11]0 0 -1 -1 10 0 0 =210
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obtenemos que z =y = z = 0, por lo que Ker(f) = {(0,0,0)} y su dimensién es cero. Entonces
dim Im f = dim R? — dim Ker(f) = 3,

por lo que Im f es un subespacio vectorial de R? de dimensién tres, y por tanto debe verificarse que
Im f = R3.

3.3 Matriz asociada a una aplicacién lineal.

Sea f : V — )V’ una aplicacién lineal y sean B = {uy,...,u,} vy B = {vy,...,v,} bases de V
y V', respectivamente. Dado u € V un vector cualquiera, existen escalares ay,...,q, € K (sus
coordenadas en la base B) de forma que u = oy - uj + - - - + @y, y por linealidad de f tenemos que

f(u) =a;-f(u) + -+ am - f(u,). (3.1)

De esta igualdad se desprende que, conociendo las imédgenes por una aplicacién lineal de los vectores
de una base del espacio inicial, es posible calcular la imagen por la aplicacién lineal de cualquier
vector. Por otra parte los vectores f(uy),...,f(u,,) estdn en V' por lo que pueden escribirse como
combinacién lineal de los vectores de B'. Sean entonces Ay, ..., A,; € K las coordenadas de f(u;) en
la base B’, esto es,

f(uj):)\lj-vl+~~-+)\nj-vn, 1§]§m (32)
Combinando las ecuaciones (3.1) y (3.2) se obtiene la igualdad:
f(U) = Z()éj . f(Uj) = Z()éj (Z )‘ij . Vi) = Z (Z )\ijaj) * V.
j=1 j=1 i=1 =1 \j=1
Sean (34, ..., (3, € Klas coordenadas del vector f(u) en la base B’. Como consecuencia de la unicidad

de las coordenadas de un vector en una base y de la relacién anterior, se tiene que para cada 1 <4 < n:

ﬁi = Z Aijaj-
j=1

Introduciendo la matriz,

/\11 )\12 T )\1m
)\21 )\22 T )\2m

Mp(f) = : : : € Myum(K),
)\nl )\n2 o )\nm

cuyas columnas corresponden a las coordenadas en la base B’ de las imégenes por f de los vectores
de la base B, la relaciéon anterior puede escribirse en la forma:

ﬁ1 aq
: = Mp(f) - :
B Qm

La matriz Mpg(f) se denomina matriz de la aplicacion £ en las bases B y B' y permite obtener las
coordenadas en la base B’ de la imagen por f de cualquier vector a partir de sus coordenadas en la
base B, como indica la relacién anterior.
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Example 21 Sea f : R? — R3 la aplicacion lineal del Ejemplo 16 y sean Cy y C3 las bases candnicas
de R? y R3, respectivamente. Se tiene que

£(1,0) = (1,1,1), £(0,1) = (0,1, —2),
de donde:
1 0
Me,c,(f) = 1 1
1 =2

Si en R? se considera ahora la base B = {(1,1), (1,—1)}, se tiene que
£(1,1) = (1,2,-1),  £(1,-1) =(1,0,3),

y la matriz de £ en estas bases es de la forma:

Me,5(f) =

— N
W O =

Finalmente, si sobre R? se considera la base B' = {(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1)} se tiene que (—1,3,—1)
son las coordenadas de f(1,1) en B' y (1,—-3,3) las de £f(1,—1) y

-1 1
Mgs(f)=| 3 -3
-1 3

3.3.1 Matriz de la suma de aplicaciones lineales y del producto por
escalares.

Dadas dos aplicaciones lineales f,g : V — V' se define su suma como la aplicacién f +g : V — V'
dada por (f + g)(u) = f(u) + g(u) para todo u € V. Tenemos entonces el siguiente resultado.

Proposition 23 Dadas dos aplicaciones lineales £,g : V — V' se verifica:
(a) La aplicacion £+ g es lineal.
(b) Dadas las bases B = {uy,....,un,} y B = {vi,...,v,} de V y V', respectivamente, se tiene que

MB’B(f + g) = MB’B(f> + MB’B(g)'

Demostracién. (a) Sean «, 5 € Ky u,v € V. Entonces, por la linealidad de f y g

f+g)la-u+p-v) = flaru+pg-v)+gla-u+pg-v)
a-f(u)+6-£(v) +a-g()+6-g(v)

= o (f(u) +g()) + 4 (£(v) +g(v))
a-(f+g)(u)+4-(f+g)(v)
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por lo que f + g es lineal.
(b) Supongamos que Mps(f +g) = (X;), Mps(f) = (ai;) y Mps(g) = (5;;). Entonces para
I<j<m
(f + g)(uy) ZAZ] Vi,

y por otro lado

(f + g)(uy) = f(uy) + g(uy) = Zaw VZ+ZBW Vi = Zaw + B;) - Vi,
=1

por lo que \jj = a;; + 03,5, 1 <i<nyl<j<m,y laférmula es cierta. B
Dado un escalar a@ € K y la aplicacion lineal f : ¥V — V' se define la aplicacién producto como
a-f:V —V dadapor (a-f)(u) = a-f(u) para todo u € V. Tenemos entonces el siguiente resultado.

Proposition 24 Dado un escalar A € K y la aplicacion lineal £ : V — V' se verifica:
(a) La aplicacion X - £ es lineal.
(b) Dadas las bases B = {uy,...,u,} y B = {vy,....,v,} de V y V', respectivamente, se tiene que
Mpg(A-f) = X Mgg(f).
Demostracién. (a) Sean a,3 € Ky u,v € V. Entonces, por la linealidad de f

A-f)la-u+p8-v) = A-fla-u+p3-v)
A (a-f(u)+ 8- £(v))

= a-(A-f(u)+6-(A-£(v))
a-(A-f)(u)+ 8- (A-£)(v),

por lo que A - f es lineal.
(b) Supongamos que Mg (A - f +g) = (a;;) y Mps(f) = (8;;). Entonces para 1 < j <m

y por otro lado
(A~ +g)(w)) = A-f(u;) = - Z@] vi = Z MByy) - Vi,
i=1
porlo que a;; = A3, 1 <i<nyl<j<m,yla formula es cierta. W
Example 22 Sean f,g : R* — R? las aplicaciones lineales dadas por

f(r,y,2) = (y+z2,z+z,2+y),

g(r,y,2) = (z,z+y,x+y+2).
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Si denotamos por C = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} la base canénica de R?, entonces

)
O =
—_

Mece(f) =

—
—_
e}

S
aQ
~—~
o
SN—
I
—
(N )
_ o O

Se tiene entonces que

Mec(f+2-g) = Mee(f) +2- Mee(g)

011 1 00 211
= 1 01 |+2 110 ])=|321
110 1 11 3 3 2

3.3.2 Matriz de la composicién de aplicaciones lineales.

Sean V, V' y V" tres espacios vectoriales con bases B, B’ y B”, respectivamente. Sean las aplicaciones
lineales f: V — V' y g : V' — V". Es sabido que la aplicacién composicién go f:V — V" se define
por (gof)(u) = g(f(u)) para todo u € V. Se verifica entonces el siguiente resultado:

Proposition 25 Sean las aplicaciones lineales £ : V — V' yg: V' — V" definidas arriba. Entonces:

(a) La aplicacion g o f es lineal.

b) St B={uy,..,u,} yB ={vy,...v,} yB" ={wy,...,w;} son bases de V, V' y V", respecti-
(
vamente, entonces
Mpgrs(g o f) = Mprs (g) - Mps(f).

Demostracién. (a) Sean «, 5 € Ky u,v € V. Entonces, por la linealidad de f y g
(gof)(a-u+p-v) = g(f(a~u+ﬁ- v))
= gla-f(u)+6-f (V))

(g(f(u))) B-(g(f(v)))
a-(gof)(u)+ 6 (gof)(v),

por lo que g o f es lineal.
(b) Supongamos que Mpg(A-f +g) = (\;;), Mpg(f) = (i) y Mps(g) = (ﬁij). Entonces para
1<;j<m

(gof)( u] Z)\Z] w;,
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y por otro lado

(gof)(w;) = g(f(w)) =g (Z% : Vk) = ;- g(ve)

n l n
ST SURES o] pof o I8
k=1 i—1 i=1 \ k=1
por lo que \;; = ZZ:1 Birouj, 1 <1 <1ly1l<j<m,y laférmula es cierta. B
Example 23 Sean f : R? — R3 y g : R? — R? aplicaciones lineales dadas por

f(z,y) = (r —y, 2 +y,0),

Yy
g(x,y,z)Z(ac,x—y,x—l—y—z).

Si denotamos por Co = {(1,0), (0,1} y C3 = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} las bases canénicas de R? y
R3, respectivamente, obtenemos que

1 -1
MCP)CZ(f): 1 1
0 O
y
1 O 0
MC3C3(g) I -1 0
1 1 -1
Entonces
Me,c,(gof) = Meye,(g) - Meye, (f)
1 0 0 1 -1 1 -1
= 1 -1 0 . 1 1 = 0 —2
1 1 -1 0 0 2 0

3.3.3 Matriz asociada a las aplicaciones lineales inversas.

Sean V y V' dos espacios vectoriales y sea f : ¥V — V' un isomorfismo, esto es, una aplicacién
lineal biyectiva. Por el hecho de ser biyectiva existe su aplicacién inversa, esto es, una aplicacién
f~1:)’ — V de manera que se verifica que:

fof =i, flof=i
En estas condiciones, se verifica el siguiente resultado.
Proposition 26 Sean V y V' dos espacios vectoriales y sea £ :V — V' un isomorfismo. Entonces:
(a) La aplicacion £=1: V' — V es lineal.
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(b) Si B es una base de V y B’ es una base de V', entonces
Mgp (f71) = (Mgs(f))
Demostracién. (a) Sean a,8 € Ky u,v € V' y comprobemos que f*(a-u+ g-v) =
a-f71(u)+ 3 f7!(v). Para ello, démonos cuenta que
ff (a-ut+pB-v)=a-u+p-v,
por un lado, y por otro, debido a la linealidad de f,
fla-f(w) +p-£7(v)) =a £ (0) + 8- £ (v)) =a-utp-v.

Dado que f es biyectiva, se tiene la igualdad pedida.

(b) Sean = dimV y m = dimV’. Veamos en primer lugar que n = m. Para ello, usamos que por
la biyectividad de f se verifica que Imf = V" y Ker(f) = {0} en virtud de la Proposicién 21. Por el
Teorema 22 se tiene que

n =dimV = dimKer(f) + dimImf = 0 + dim V' = m.
Por otro lado, es facil verificar que
Mps(i) = Mps (i) = L,.
De la Proposicién 25 obtenemos que
L, = Mggs(i) = Mgg (f') - Mgp(f)

L, = Mg (i) = Mpp(f) - Mpg (f),
por lo que Mp5(f) es invertible y Mpg (f7) = (Mp(f)) . B
Example 24 Calculemos la aplicacién lineal inversa de f : R? — R? dada por
f(z,y) = (z+y z—2).
Sea C = {(1,0),(0,1)} la base canénica de R? y calculamos

Mcc<f):(} _12)

Veamos que dicha matriz es invertible y calculemos su inversa

L1 1oy 1 1 Loy 11
1 -2 10 1 B-Ri{og -3 ]-11 -3\ 0 1

1 0 2 1
(o]

Wi =
I o

wl—

N——

de donde ,
Meels™) = ec()” = (1 3, )
3 3
Entonces

0o [0 [N
| W=
Wl
N——
VRS
< B
N——
N~
I
VRN
[GVR )
8
Wl =
=
Wl =
8
|
Wl =
<
N———
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3.3.4 Matrices de cambio de base.

Sean V un espacio vectorial de dimensién n y B una base cualquiera de V. Es evidente que la matriz
de la aplicacién identidad i respecto de la base B es la identidad, esto es, Mpp(i) = I,. Sin embargo
esto no ocurre cuando se consideran bases distintas, es decir, supongamos que B’ es otra base de V.
Entonces la matriz Mps(i) y Mpg (i) reciben el nombre de matrices de cambio de base. Veamos con
un ejemplo cémo calcularlas.

Example 25 Sean las bases B = {(1,1), (1,—1)} y B'={(1,0), (2,1)} de R%. Entonces:

i(1,1) = (1,1) = (=1)(1,0) + 1(2,1), (1, —1) = (1,—1) = 3(1,0) + (—1) (2, 1),

Mg (i) = ( _1 _i) ) :

Dado u € V un vector cualquiera, si (aq,...,a,)5y (81,-..,0,)s son sus coordenadas respecto
de las bases B y B, respectivamente, se tiene la relacién:

de donde

B1 831
. = MB/lg(i) . :
/BTL B an B

Por otra parte, usando la Proposicién 25 y la igualdad i o i = i, tenemos que

I, = Mpg(i) = Mg(ici) = Mgg (i) - Mps(i),

L, = Mpp (i) = Mpp(ioi) = Mppg(i) - Mpg (i),

de donde se desprende que las matrices de cambio de base son invertibles y
(Mg (i)~ = Mps(i).

Example 26 Calculamos la matriz Mg (i) en el ejemplo 25. Para ello basta calcular la inversa de
la matriz obtenida en dicho ejemplo

-1 310} _ 13|10 _ 1 -3 | -1
1 -1 |01 el o 21 1) DR o 1| %

1
— F+3F ( 0

N[O [ =

por lo que

D [0 [=

[N [OV)
N———
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3.3.5 Matrices asociadas a una aplicaciéon lineal en bases diferentes.

Sean V y V' dos espacios vectoriales y consideremos bases disntintas By y Bo de V' 'y B} y Bj de V'.
Dada la aplicacion lineal f : V — V', sabemos que las matrices de f respecto de bases distintas son
distintas, esto es, las matrices Mg, (f) y Mps,(f) no son iguales. Ahora bien, existe una relacién
entre ambas que viene dada por las matrices de cambio de base. Consideremos el siguiente esquema:

f
VBl E— V/ll
i | T i
V132 E— V/é
f

donde por Vi, queremos indicar la base que tomamos en V para hacer la matriz de la aplicacién
lineal. Entonces, teniendo en cuenta que iofoi = f, se sigue que

Mg 5, (f) = Mp;p, (io f oi) = Mgz (i) - Mgy, (f) - Mp,s, (1),
es decir, podemos pasar de una matriz a otra mediante las matrices de cambio de base.

Example 27 Calculamos una aplicacién lineal f : R® — R3 cuyo niicleo es Ker(f) = {(z,y,2) €
R¥:z+y+2=0}yf(1,1,1) = (2,2,2). Para ello obtenemos una base del micleo a partir de sus
ecuaciones paramétricas

T=-\— s
y=A A pER,
z =y,
por lo que una base del micleo es Bkerr) = {(—1,1,0),(—1,0,1)}. Veamos a continuacién que

B=1{(-1,1,0),(—1,0,1),(1,1,1)} es una base de R? calculando el rango de la matriz

-1 10 -1 1 0 -1 1 0
-1 01 | =p-pr 0 —1 1 | —=piom 0 -1 1|,
1 11 Fs+k 0 2 1 0 0 3

que como vemos es 3. Dado que

f(—1,1,0) = (0,0,0),
f(—1,0,1) = (0,0,0),
£(1,1,1) = (2,2,2),

y si denotamos por C = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} la base canénica de R3, se tiene que

2
Mes(f) = 2
2

o O O
o O O

Entonces
Mee(f) = Mep(f) - Mpe(i).
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Como .
-1 -1 1Y\
Mipc(i) = Mpe(@))'=( 1 0 1 ,
0 1 1

calculamos la inversa

-1 -1 1100 -1 -1 1|1 00
1 0 11010 — B 0 -1 2110 | —=pn
0 1 1]001 0 1 1]001
11 -1]-1 0 0
— (-1)FR 01 -2 -1 -1 0 — Fi+F3
(1) P> 00 1 1 1 1 F>+2F3
1y 3 3 3
102 1
A I
R W AR A
de donde L )
M () _§ §1 _2§
1) = R —_= =2
% TR
3 3 3
Y 00 2 -1 2z _1 2 2 2
3 3 3 3 3 3
Mcec(f)=1 0 0 2 -3 —3 % = % % %
1 1
002 5 3 3 5 3 3
Entonces la aplicacién lineal es
f(z,y,z) =

t

=
aQ
—~
—h
~—
[SSI [N U] | ) /—\
IS
@ ~

oo [noco v
SN SNV

2
= g(x+y+z,x+y+z,x+y+z).

3.4 Ejercicios
1. Determinar cuédles de las siguientes aplicaciones son lineales:

(a) f:R? — R? dada por f(z,y) = (x — y, 2z — y?).

(b) f:R* — R? dada por f(z,y,z,u) = (xr —y, u+ 2, 2, 2z — y).
(c) f:R? — R? dada por f(z,y) = (z — y, * — 2y, 3y).

(d) f:R3 — R? dada por f(z,
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y,2) =(x—2z+y, 2z —y—3z, z+vy).

| = = =

SN

wl—

)

_ O O

| W=

W=
W=
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2. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean f y g dos aplicaciones lineales de V en V
de manera que para una base B = {u;, uy} se tiene que:

flu)) =y f(u) =w glw)=-u gu)=u
Demuestrar que las aplicaciones f o g y g o f son distintas.

3. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sea f : YV — V una aplicacion lineal. Se define
el conjunto invariante de f, denotado Inv(f), como el conjunto de vectores los vectores v que
permanecen invariantes por la aplicacién, es decir,

Inv(f) ={veV:f(v)=v}.
Demuestra que el conjunto invariante de una aplicacién lineal es un subespacio vectorial de V.

4. Dada una aplicacién lineal f : V — )V demostrar que f2 = 0 (es decir, f o f es la aplicacién
nula) si y sélo si Im(f) C Ker(f).

5. Sea By = {uy, us, u3, uy} una base del espacio vectorial V y sea:
By = {w, wy +uy, uy +uz + u3, wy + Uy + ug + uy}.

(a) Demostrar que B, es una base de V.
(b) Encontrar la matriz de cambio de base.

(c) Hallar las coordenadas respecto de B; de un vector cuyas coordenadas con respecto a la
base B; son (1,—1,0,1).

6. Sea P,[z] el espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual
que cuatro. Dadas las siguientes bases:

By ={x, 22+ 1, 22* + 23, 2® — 2? + 1, 2° + 2}
By ={22* + 1, 23 — 1, 2® + 2z, 22, 23 — 2?}

(a) Halla la matriz de cambio de base de B; a Bs.

(b) Halla las coordenadas respecto de dichas bases del polinomio p(z) = 2* + 23 + 22 +z + 1.

7. Consideremos la aplicacion D : Py[z] — Ps[z] de forma que si p(x) = aqz* + azz® + azz? +
a1z + ag € Pylx], se tiene que:

D[p(z)] = dasxd + 3asx® + 2a97 + a4

(a) Probar que D es una aplicacién lineal.

(b) Encontrar la matriz de D asociada a las bases canénicas de P,[z] y Ps[z].
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(c) Si sobre Py[z| se considera la base
B={(1+2)" (1+2)°z, (1+2)* (1+2)2°, 2*}
obtener la matriz de D en esta nueva base.

8. Dado R? y el subespacio vectorial W cuyas ecuaciones respecto de la base B = {u;, u, uz, us}
son:
T1+x9 —23=0 T1+ 2o+ x3+24=0

Se elige una nueva base B’ = {u; — uy, uy — ugz, Uz — Uy, uy}.

(a) Calcular las ecuaciones de W respecto de esta nueva base.

(b) Obtener las coordenadas de v = u; — uy respecto de B'. jPertenece este vector a W?

9. En R3 se considera la base B = {e;, e, €3} y la aplicacién lineal f : R* — R? definida respecto
a esta base por la relaciéon:

f(x1€1 + x0€2 + x3€3) = (22 + x3)€1 + (21 + 23)es + (2 — 1)e3
(a) Calcular la matriz de f respecto a la base B.
(

b) Encontrar los vectores invariantes de f (ver ejercicio 3.).

)
)

(c) Calcular el micleo y la imagen de f.

(d) Determinar una base de Ker(f) y la ampliar a una base de R3.
)

(e) Hallar la matriz de f respecto a esta nueva base.

10. Sea g : R?* — R3 una aplicacién lineal dada por:
g(~1,1,3) = (6,—4,16)  g(—2,1,1) = (=2,-5,1)  g(3,2,—1) = (1,14, —12)

Hallar la matriz de g respecto a la base canénica de R3, las ecuaciones del niicleo y la imagen
y una base de ambos subespacios.

11. Sea f : R* — R3 una aplicacién lineal definida por:
f(1,1,1,1) = (0,0,1) £(1,0,1,0) = (1,1,-1)
£(1,1,1,0) = (0,0, —1) f(—-1,-2,0,0) = (1,1,1)

(a) Calcular la matriz de f respecto a las bases canénicas.
(b) Calcular la dimensién y ecuaciones de Ker(f) e Im(f).

(c) Obtener la matriz de f respecto de la base canénica de R* y la base de R3,
B=1{(1,1,1), (1,0,1), (1,1,0)}

asi como las ecuaciones de la imagen de f en esta iltima base.
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(d) Encontrar la matriz de f respecto de las bases
By = {<17 1,1, O): (17 1,0, 0)7 (17 0,0, 0)7 (17 L1, 1)}

de R*y
82 = {(L ]-7 ]-)7 (Oa 17 ]-)7 (Oa()? 1)}

de R? asf como las ecuaciones del niicleo y la imagen de f en estas bases.

12. Sea f : R* — R? la aplicacién cuya matriz asociada en las bases canénicas es:
1 0 00
A= ( 1 -1 1 2 )
(a) Calcular la expresién analitica de f en las bases canénicas.

(b) Obtener el nicleo, la imagen y el espacio invariante de f.

(c) Calcular la matriz de f respecto a las bases

B={(1,1,1,0), (1,1,0,0), (1,0,0,0), (1,1,1,1)}

B ={(1,1), (0,2)}.

13. Sean g y f las aplicaciones lineales de los ejercicios 10 y 11. Calcula la matriz de la aplicacién
compuesta g of respecto de las bases canénicas de R* y R?. Calcula ademds el rango, el niicleo,
la imagen y el espacio invariante de dicha aplicacion.

14. Dada f : R3 — R3 por f(z,,2) = (z + y,,0), se pide:
(a) Demostrar que f es lineal.

(b) Hallar la dimensién de los subespacios Ker(f) e Im(f) asi como bases de los mismos.

(c) Representa graficamente los dos subespacios anteriores.

15. Calcula la expresién analitica de una aplicacién lineal f : R? — R3 sabiendo que
Ker(f) = {(z,y,2) eER*:2+y+2=0, 2 —y+22 =0}
y £(1,0,0) = (—1,2,0), £(0,1,0) = (1, 1,0).
16. Contesta de forma razonada si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones,

(a) No hay aplicaciones inyectivas de R? en R2.

(b) Las relaciones f(1,1,1) = (1,2), f(1,—1,1) = (-1,-2) y £(0,0,2) = (3,6) definen una
aplicacion lineal sobreyectiva de R3 sobre R2.

(c) Todas las aplicaciones lineales de R* en R son sobreyectivas.

(d) Existe una aplicacién lineal de R? en R® tal que su nicleo es la recta U = L[(1,0,1)] y su
imagen es la recta V = L[(1,—1,1,2,4)].
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17.

18.

19.

20.

(e) Sif:V — V esuna aplicacién lineal y v € V de forma que f(v) = f(—v), entonces v = 0.

(f) Si f : ¥V — V es una aplicacién lineal tal que dimKer(f) > 0, entonces f~! es una
aplicacion.

(g) Sea una aplicacién lineal f : V — W. Si f es suprayectiva, entonces dim(V) > dim(V).
(h) Sif:V — V, entonces V = Ker(f) @ Im(f).

(i) Las matrices

1 -1 1 5 0 3
2 3 7 -2 1 2
2 4 0 1 0 -3

representan la misma aplicacién lineal respecto de bases diferentes.

Halla los valores de pardmetro real a para los cuales R? es suma directa del nicleo y la imagen
de f : R®*— R? definida por la matriz (respecto de las base usual de R¥)

1 a 1
A= -1 a -1
1 2 -1

Calcula el valor de a para el cual la interseccién del espacio U = Li(a,1,1),(0,1,—1)] y el
nticleo de la aplicacién f : R?>— R? dada por f(z,y,2) = (r —y — 2,y + az) es distinta del
subespacio {0}.

Halla para qué valor de a el vector (1, 1,a) estd en la imagen de la aplicacién lineal f : R? — R3
definida mediante las relaciones f(1,2) = (1,—1,1) y £(2,1) = (0,1,1).

Calcula la dimension del nicleo y la imagen de la aplicacién f(z,y, z) = (ax —y — 2z, bz — 2) en
funcién de a y b.
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Capitulo 4

Diagonalizacion de matrices cuadradas

Sumario. Valores y vectores propios. Polinomio caracteristico. Bases de vectores
propios. Caracterizcién de matrices diagonalizables. Aplicaciones al cdlculo de la
potencia de una matriz. Aplicaciones.

Sea A € M, «,(R), n € N, una matriz cuadrada. A veces es necesario obtener la potencia A*
para k € N. Veamoslo con el siguiente ejemplo que proviene de la electrénica (ver [?]). Para fijar
ideas, consideremos el siguiente ejemplo.

Tk

Este dispositivo estd formado por dos elementos. El primero de ellos, marcado con una S, es un
elemento que suma o resta datos, que a su vez vendran modulados por nimeros reales. El denotado
por una D es un aparato que produce un retardo de una unidad temporal en la sucesién. La figura
representa el tipo més sencillo de retroalimentacién de una senal. Los datos de entrada vienen dados
por la sucesién xy, y los de salida por

Yk+1 = Tk (41)

En el proceso, los datos intermedios 7, vienen dados por la expresion
TK = T — Y, (4.2)

donde a es un niumero real. Combinando (4.1) y (4.2) obtenemos la ecuacién en diferencias de orden
uno
Yk+1 + QY = Tk-
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DIAGONALIZACION DE MATRICES CUADRADAS

Si complicamos el dispositivo, como se muestra en la figura,

Iy (S (4%
@ D D - Yk

2/

®

se obtiene una ecuacién de orden dos. Aqui
Yk+1 = Uk,
vk+1 - Tk;

Ty = Tk + byk — AU,

de donde se obtiene la ecuacion
Ykt+2 + QY1 — by = Ty

Por ejemplo supongamos la ecuacién

Y2 T Yrt1 — 2yx = 0;
Yo = 0, Y1 = 1.

Introduciendo la variable z; = yx11 la ecuaciéon anterior se reescribe como

Yerr N _ (0 L\ [ wk
Zk+1 2 -1 2k )
v N (0 LN (0 1N (maN_ (0 1N [
Zk+1 2 —1 2 -1 Zl—1 2 —1 Zl—1 ’
e inductivamente
peor | _ 0 1 k+1' W _ 0 1 k+1. 0
Zk+1 2 —1 20 2 —1 1 ’

dado que zy = y; = 1. Por lo tanto, para obtener la solucién 3, hemos de obtener la potencia de
una matriz. Para ello, vamos a intentar escribir la matriz en cuestién de forma “parecida” a una
matriz diagonal ya que si A = (a;;) es diagonal, entonces AF = (af;). Més precisamente, la matriz

Entonces
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A serd diagonalizable si existe una matriz invertible P y una matriz diagonal D de manera que
A =P D P! Entonces
AF=P.D".pP!
para todo k > 0.
Vamos a ver en este tema cudndo la matriz cuadrada A es diagonalizable. Para ello, hemos de
darnos cuenta en primer lugar que podemos construir una aplicacién lineal f5 : R* — R"™ de manera
que para cada (xq, ..., z,) € R"

t

Es inmediato ver que si C es la base candnica de R", entonces M¢c(fa) = A. Hablaremos entonces del
nicleo de la matriz A como del nicleo de la aplicacién lineal asociada fa, esto es, Ker(A) = Ker(fa ).

4.1 Valores y vectores propios de una matriz.

Empecemos estudiando en primer lugar qué propiedades tienen las matrices diagonales. Sea D =
(dij) € Mpxn(R) diagonal y sea como siempre C = {(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)} la
base canénica de R™. Entonces para todo 1 <1 < n,

t

£5(0,...0,1,0,...,0)= [ D- [ 1 =d; - (0,...0,1,0,...,0).

Ademis, la matriz de fp respecto a la base candnica es diagonal. Esta propiedad motiva la siguiente
definicion.

Definition 10 Sea A € M, y,(R). Se dice que A € R es un valor propio de la matriz A si existe un
vector no nulo x € R™ de forma que

A-xt=)-x\
St A € R es un valor propio de A y x € R™ es un vector verificando la relacion anterior, se dice
entonces que x es un vector propio de A asociado al valor propio \.

Démonos cuenta que si

A-xt=)-x
entonces
Axt—)N1I,-xX=0
o equivalentemente

(A-X\-1,)-x' =0,

de donde se deduce que el conjunto de todos los vectores propios asociados a A es el subespacio
vectorial Ker(A —\-1,,) y recibe el nombre de subespacio propio asociado a A\. Veamos una importante
propiedad de los subespacios propios.
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DIAGONALIZACION DE MATRICES CUADRADAS

Proposition 27 Sean \; € R, 1 < i < k, wvalores propios distintos de una matriz cuadrada A.
Entonces fori > 2,

{0} = Ker(A— X\ -IL)Nn(Ker(A—X L)+ ..+ Ker(A—-X\_1-1,))
= Ker(A—X\-L)Nn(Ker(A—X\-1L,) & ... 5 Ker(A - \_; - 1,,)).
En particular, Ker(A — X\ - 1,) ® ... ® Ker(A — \; - L,).
Demostracién. Sii =2,y x € Ker(A — ;- I,,) N Ker(A — X2 - 1,,), se tiene que
A-xt=)-xt= )\ X,
y como A\; # A9, se deduce que x = 0, con lo que Ker(A — A - I,) N Ker(A — Xy - I,,) = {0}, por lo
que la suma es directa, esto es Ker(A — A\ - I,,) @ Ker(A — Xy - L,).

Suponiendo ahora que Ker(A — A -I,,) @ ... ® Ker(A — \;_1 - I,), veamos que su interseccién con
Ker(A — \; - I,,) es el vector nulo. Para ello, sea x € Ker(A — X\; - I,) N (Ker(A — X\ - 1,,) & ... &
Ker(A — Xi—1-1,)). Entonces x =x; + ... +X;1, X; € Ker(A = \;-I,), j=1,...,i — 1. Asi

Axt=N-x=)N X+ +x)=Nx{+ .+ N-x,
y por otro lado
Ax=A+. . .+x)=AxX{+.. . +A X ;= x|+ .+XN1-X_,.
Igualando las expresiones anteriores y simplificando
()\z — )\1) . Xi —+ ...+ (>\z — /\i—1> . X};_l = O,

y como los vectores deben ser LI en caso de ser no nulos y Aj,...,A; son distintos, debe verificarse que
x;=0s1j=1,...,i— 1,y por tanto x = 0. B

El hecho de que la suma sea directa hace que si B, son bases de Ker(A — X; - 1,,), 1 < i < k,
entonces UF_, By, es una base de Ker(A — \; - I,,) @ ... @ Ker(A — \; - I,). Recordemos entonces que

k
dim(Ker(A — Ay -1,) & ... © Ker(A — ), - I,)) = > dimKer(A — \; - I,).
i=1
Tenemos entonces el siguiente resultado que es una primera caracterizacién de las matrices diagona-
lizables.

Theorem 28 La matriz A es diagonalizable si y solo si A1, ..., \x € R son todos los valores propios
de la matriz A y Zle dimKer(A — \; - I,,) = n. Mas ain, existe una base de vectores propios BB de
manera que:

(a) La matriz asociada a fa en la base B es diagonal y de la forma

M. 0 .0 .00
0O ... A ... 0 ..0
MBB(fA) =D=
0O .. 0 ... X ... 0
0 .. 0 ... 0 .. X\
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DIAGONALIZACION DE MATRICES CUADRADAS

(b) La matriz P es la matriz de cambio de base Mpc(1).

Demostracion. Basta usar la Proposicion 27 y las matrices asociadas a la aplicacién lineal fo. B

Hasta ahora no hemos puesto ningiin ejemplo. La razén para esto es la siguiente: no sabemos
cémo obtener los valores propios de una matriz cuadrada. Vamos a solucionar este problema en la
siguiente seccion.

4.2 El polinomio caracteristico

El Teorema 28 nos dice que si tenemos una base de vectores propio la matriz A es diagonalizable.
Sin embargo, no nos dice nada de cémo obtener algo clave en el resultado anterior como son los
valores propios de la matriz. Una vez conocidos éstos podemos calcular los subespacios propios y
sus dimensiones para posteriormente obtener bases de los mismos. Vamos a ver a continuaciéon cémo
calcular de una forma sencilla dichos valores propios.

Dada la matriz cuadrada A € M,,«,(R), para que A € R sea un valor propio debe existir x € R™
no nulo de forma que:

Ax=\x & (A-)1,)-x=0.

Relacion que en la terminologia de los sistemas de ecuaciones lineales indica que el sistema homogéneo
asociado a la matriz A — X - I, tiene una solucién diferente de la nula y por ello es compatible
indeterminado. Esto es equivalente, por el Teorema de Rouché-Frobenius, a que el rango de la
matriz A — X - I,, sea estrictamente menor que n, lo que a su vez equivale a que su determinante sea
nulo. En resumen tenemos la siguiente propiedad:

Proposition 29 A € R es un valor propio de A si y solo si |A —X-1,| =0.
Este resultado motiva la definicién siguiente.

Definition 11 Dada A € M, «,(R), se llama polinomio caracteristico de A al polinomio de grado
n y coeficientes reales definido por
p(z) =|A -z 1,

El conjunto de las raices del polinomio caracteristico de A, que se denota por o(A), se denomina
espectro de la matriz A. Evidentemente A € R serd un valor propio de A si y solamente si A € o(A).
Por otra parte, el Teorema Fundamental del Algebra asegura que o(A) # (), aunque puede que el
espectro contenga nimeros complejos, e incluso que ninguno de sus elementos sea un nimero real
como ocurre con la matriz 0 1

A= ( 0 - ) .

—r —1
p(ﬂﬁ):‘ 1 —»

Su polinomio caracteristico es

=224+1=0,

cuyo espectro es o(A) = {i,—i}, y por tanto dicha matriz no es diagonalizable en R.
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Dado un valor propio real A € o(A), sea By una base del subespacio propio Ker(A — \-1,) y
extendamosla a una base B de R™. Entonces la matriz asociada

AL M
MBB(fA):( Ok M;)’

donde k£ = dim Ker(A — X\ -1,,), 0 es la matriz nula de tamano (n — k) x k' y My y My son matrices
reales de tamanos k x (n — k) y (n — k) x (n — k), respectivamente. Entonces, si denotamos por C
la base canénica de R", el polinomio caracteristico de A es

p(z) = [A—z -1, = [Mcc(fa) — z - L]
= [Mes(i) - Mps(fa) - Mpe(i) — 2 - Meg(i) - Mpe(i)]
= [Mcs(i) - (Mps(fa) - Mpe(i) — 2 - L) - (Meg(i) ™|
= |Mes(i)|[Mas(fa) — 2 - LJ[(Mes(i) |
= [Mgs(fa) — 2 - L] = (x — X)*q(z),

donde ¢(x) = My — x - I,_g|. Denotemos por m(A) la multiplicidad de A, es decir, el polinomio
caracterfstico se escribe como p(z) = (x — A\)™Mh(z), donde h(z) es un polinomio tal que h()\) # 0.
Entonces se obtiene que 1 < k = dimKer(A — X -I,) < m(\). Ademds si o(A) = {A,..., A\ }:

r < dim(Ker(A—X-1,) & - @ Ker(A -\ -1,))
= dimKer(A -\ -I,)+---+dimKer(A -\, -1I,) < n.

Si A € M, xn(R) es diagonalizable, entonces o(A) C R. El reciproco de la afirmacién anterior es
falso como nos muestra el ejemplo siguiente. Consideremos la matriz

11
(1)
cuyo polinomio caracteristico es p(A\) = (A — 1)%.. Por tanto o(4) = {1} C R, pero A no es

diagonalizable ya que
Ker(A — 1) = {(x,y) € R? : y = 0},

que tiene dimensién 1. Entonces no podemos encontrar una base de vectores propios y por el Teorema
28 la matriz no es diagonalizable.

Las matrices diagonalizables quedan totalmente caracterizadas por el resultado siguiente que
aumenta la informacién dada por el Teorema 28 y cuya demostracién hemos obtenido anteriormente.

Theorem 30 Sea A € M,,(R). La matriz A es diagonalizable si y solamente si todas las raices
del polinomio caracteristico son reales y ademds la dimension del subespacio de los vectores propios
asociados a cada valor propio coincide con la multiplicidad de dicho valor propio, es decir,

dimKer(A —X-1,) =m()), VAe€o(A).

Sea la matriz

5 0 —4
A=|103 0
2 0 -1
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Su polinomio caracteristico es p(z) = |A —z-I3] = (3 —x)(x? — 4z + 3), y sus valores propios A\; = 1,

Ay = 3 con multiplicidades m(A;) = 1 y m(A\y) = 2. Calculamos a continuacién los subespacios de
vectores propios:

Ker(A-1,) = {(z,y,2) €eR*:2—2=0, y=0},
Ker(A-3-1,) = {(z,y,2) eR®:2—2z=0},

de donde se deduce que dimKer(A —1I,) = 1y dimKer(A —3-1,) = 2. La matriz es por tanto
diagonalizable con matriz diagonal

1 00
D={|030
00 3

Por otra parte obtenemos que {(1,0,1)} y {(2,0, 1), (0,1,0)} son bases de Ker(A—1I,,) y Ker(A—3-1,,)
respectivamente por lo que

1 20
P=| 001
110

serd la matriz de paso. Calculamos su inversa

1 201100 1 2 0 1 00 1 2 0 1 00
001010 — m-rn|( 0 0 1 10 10 —mxr | 0 =1 0| -1 0 1
11010 01 0 -1 0|—-1 01 0O 0 10 10
1 0 0]-10 2 1 00 }|-10 2
— 428, 0 -1 0 -1 0 1 —(-1)F 010 1 0 —1
0O 0 170 10 0010 1 O
de donde
-1 0 2
P'=| 1 0 -1
1 0
y asi
1 20 1 00 -1 0 2
A= 001 03 0 |- 1 0 -1
1 10 0 0 3 0 1 0

Cabe hacer notar que las matrices de paso no son tunicas: se tendrén diferentes matrices para
cada familia de bases de los subespacios de vectores propios.

4.3 Aplicaciones

4.3.1 Circuitos digitales

Resolvamos ahora la ecuacion en diferencias

Ykt2 + Ykt — 2yx = 0;
Yo = 07 Y1 = 17
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introducida al comienzo del tema y que, con la variable z; = yx11 Se reescribe como
Yerr N _ (0 L\ wk
2kl 2 -1 zp )7
k41
Yetr \ _ (0 1 ! | Yo
Rk+1 2 -1 <0

Calculemos los valores propios de la matriz

por lo que

|
VR
N O
-
—_
N~
=
+
=
7\
— O
~_

calculando previamente los valores propios

— 1
p(:c):‘ 23: 1 ‘:x2—|—x—2:0,

de donde

—1+V1+8 1+£3
Tr = =
2 2

por lo que los valores propios son —1 y 2. Los subespacios propios son
Ker(A +1,) = {(z,y) € R? : 2 = —y},

Ker(A —2-1I,) = {(z,y) € R* : 22 = y},

y es facil ver que B = {(1,—1),(1,2)} es una base de vectores propios. La matriz diagonal es
-1 0
P=( 2
1 1
P=(4)

y su inversa que calculamos a continuacion.

1 1110 1
12|01 ) 7 EA{

1
— [-F 0

y las matrices de cambio de base son

—= O

wi— O
N——

W= =

Wi
r
e
N
S =
— =

—_ o W =
wWi—wN =
W=

~

con lo que

b
!
I
VR
wWl—wInN
.
N——

-3
(=
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B 1\ 0
N -1
B 1 —1 0 _
a 2
1 k+1 0 . _%
2 2kt :

1 (—1)F+2 + 2k+1
- 3 (— )k+2 4 ok+2 |
por lo que yj11 = 5((—1)"2 4 2F1) y asf la sucesién que buscamos es

(_l)kJrl + 2k
3 .

Asi

Yk+1
Zk+1

U [N
Wl l
Wl
N—
VR
i)
N

T = T e T = T - )

Yk =

4.3.2 Procesos de Markov

Estudiamos la evolucién de sistemas aislados (sin interaccién con el exterior), cuya composicién
total no varia y de forma que su estado en un momento dado depende linealmente del estado en
el momento inmediatamente anterior. Se trata de los llamados procesos de Markov. El ejemplo
siguiente es ilustrativo de una situacion de este tipo.

Supongamos que en una cierta ciudad existen dos companfas eléctricas X e Y encargadas del
suministro. Cada afno uno de cada diez usuarios de X decide cambiarse a Y y viceversa, dos de
cada diez abonados a Y se pasan a B. Si denotamos por xg e yo la cantidad de clientes que X e Y
respectivamente tienen este ano y suponemos que la ciudad no crece, al ano que viene se tendra:

1 =0920+4+ 0.2y, N 1\ (09 02 To

y1 = 0.1x9+ 0.8, yr )\ 0.1 0.8 yo )’
siendo x; e y; los clientes de X e Y al cabo de un ano. Cuando pasen k afios se tendrd (siempre
suponiendo que el niimero de habitantes de la ciudad se mantiene constante):

o= 0921 +02yy (o) _ (09 02 2o\ (09 02\ /[ z
yp = 01251 +0.8yp_1 y. /] L 0.1 0.8 ye-1 )\ 01 0.8 vo |-
Calculando los valores propios de la matriz
0.9 0.2
A= ( 0.1 0.8 )
y estudiando sus subespacios de vectores propios se obtiene que es diagonalizable con lo que la
expresion anterior puede reescribirse como

() = (2 () () ()
- () ) (8 ) ()
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Esta férmula ofrece una forma sencilla de calcular los clientes que tendrad cada una de las companias
al cabo de k afios. Ademds cuando k sea grande 0.7% se har4 cada vez més pequeno por lo que cuando
pase mucho tiempo (k — 00) se tendra la relacién

(=) = (2 ) (0w ) (8 ) ()
(DG -

Asi la situacién hacia la cual tiende el proceso y en la que se estabiliza es que 2/3 de los habitantes
de la ciudad contraten el suministro con la compania X y 1/3 lo haga con la Y.

Wi— wiN

(o + o) )

(w0 + 10)

4.4 Ejercicios

1. Hallar la forma diagonal, cuando sea posible, de las siguientes matrices, asi como la matriz del
cambio de base:

5 4 3 5 7 5 -9 11
) | -1 0 =3 | (b [ -6 —5 =3 (¢ [ —18 03
1 -2 1 4 1 0 —21 4 0
5 3 2 _21 _01 8 8 2 10
@040 © o o -1 4 [ o021
00 4 00 2

2. Sea A una matriz cuadrada. Demostrar que A y A! tienen el mismo polinomio caracteristico
y, por tanto, los mismos valores propios. ;Tendrian los mismos vectores propios? Comprobarlo

para la matriz A = ( 1 ? ) .

3. Sea A una matriz cuadrada de orden n, invertible. Demostrar que si A es un valor propio de
A, entonces A~ es un valor propio de A=,

4. Sea A una matriz 3 x 3 con valores propios 1 doble y 2 simple. Si los subespacios de vectores
propios son {(z,y,z) : x =y =z} y {(z,y,2) : © = —y}, respectivamente, se pide:

(a) (Es A diagonalizable?
(

Calcular la matriz A.

(c

)
b) Calcular el rango y el determinante de A.
)
(d) Dado b € R3, ;cémo es el sistema de ecuaciones A - x = b?

5. Sea f : R? — R? una aplicacion lineal y A la matriz asociada a f en las bases canénicas de R3.
Discutir la veracidad o falsedad de las siguientes afirmaciones:

(a) Sif es biyectiva, entonces A = 0 es un valor propio de A.
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6.

7.

10.

11.

(b) Si f no es sobre, entonces A = 0 es un valor propio de A.

Estudiar para qué valores de los pardmetros las siguientes matrices son diagonalizables:

a B 0 5 0 3
@ [0 -10] ® |0 -10
0 0 1 30 «

Si A es diagonalizable, entonces existen matrices diagonal D e invertibe P tales que A =
P-D-P~!. Observa que si n es un nimero natural, entonces A" = P - D" . P~ Aplica este
método para calcular la potencia n-ésima de la matriz

1 -1 -1
A= -1 1 -1
-1 -1 1

. Seaf(x,y,2) = (4z—y, —6x+6y+32, 3y) un endomorfismo de R? en R3. Dados los subespacios

S=<(1,1,1) >y 7 =< (1,1,0) >, calcular f(S) y £(7). Comentar los resultados obtenidos
en términos de valores y vectores propios de f.

Sea f : R" — R™ una aplicacién lineal con matriz asociada respecto a la base candnica A y
u, v dos vectores de R™ asociados a los valores propios distintos A, 4 € R. Decidir cuales de las
siguientes afirmaciones son ciertas.

a) El vector propio u tiene un unico valor propio asociado.

(
(b) Para todo a € R, el vector au es un vector propio del valor propio A.
(

(c
d

(e

)
)
) Todo vector del micleo de f es un vector propio.
) El vector w = u + v es un vector propio de f.

)

Si A es un valor propio de f, entonces A" es un valor propio de f, donde f* =fofo. of
(n veces).

(f) Una matriz tiene el valor propio 0 si y solo si su determinante es nulo.

(g) Una matriz diagonalizable es invertible.

Sea f : R™ — R” una aplicacion lineal de manera que f o f = f. Calcular los valores propios de
f.

Calcular para las siguientes matrices los valores y vectores propios. Determinar si las matrices
son o no diagonalizables y calcular la matriz diagonal en caso de serlo. Calcular ademas la base
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respecto de la cual la matriz es diagonal y dar la matriz de cambio de base:

11 —26 —15 2 1
(a)(?)—l) ®) {50 29) (C)(4 2)

123 0 —2 —2 51 1
@ [0 12 @ [ 1 3 1 |15 1

00 1 0 0 2 115

oy iy
@ 1lo100f ™1 1 01 (M) 1_01(1)

1000 1 1 10

1 57 0 4 2 8;;23
(j) 0 4 3 (k) -3 8 3 (1)

00 1 4 -8 —2 00 5 3

00 0 4

~~
=
~—
O O N
SN
)—ll
—_

o (41)

12. Dada la sucesién de ntimeros reales definida por induccién como z,.9 = Tpi1 + Tp, 1 = 1,
To = 2, calcular x,, y el limite de la misma cuando n — oc.

~~
2
O = =
el
W = N
[\)

13. En un cierto pais existen dos companias eléctricas, luces y sombras S. A. y luz a gogé S. A.
Cada ano uno de cada diez consumidores se cambia de compania. Si la poblacién del pais no
crece ni disminuye e inicialmente hay 10 millones de abonados a la primera compania y 15
millones a la segunda, predecir la evolucién del mercado a largo plazo.

14. En una ciudad existen tres supermercados A, By C que acaparan la totalidad de la poblacién
a la hora de comprar. Se ha observado que los compradores van cambiando ano a ano de
supermercado segun la siguiente ley: De los que compran en A un ano vuelven al siguiente
s6lamente la mitad, mientras que la otra mitad pasa a comprar en B. De los que compran en
B la mitad permanece en B, mientras que el resto compran el afio siguiente en C. Finalmente
una cuarta parte de los compradores de C se cambian a BB, queddndose el resto en C.

(a) Si en un ano determinado la mitad de la poblacién compra en A y la otra mitad en B,
determinar cuél serd la distribucién el ano siguiente.

(b) Determinar cuél es el comportamiento a largo plazo de los compradores de la ciudad.
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Capitulo 5

Espacio vectorial eucideo

Sumario. Producto escalar. Norma. Ortogonalidad. Base ortonormal: teorema
de Gramm-—Schmidt. Diagonalizacién de matrices cuadradas simétricas. Proyeccion
ortogonal. Teorema de la mejor aproximacién. Aplicaciones lineales de significado
geomeétrico.

5.1 Producto escalar

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo R de los mimeros reales. Una aplicacién (-, ) : VxV — R,
que a cada par de vectores u, v € V les asocia un nimero real (u,v) € R, se dice que es un producto
escalar en V si verifica las siguientes propiedades:

(E1) Linealidad respecto de la primera coordenada, esto es, para cada a, 3 € Ry cada u,v,w € V,
(ou + fv,w) = a(u,w) + (v, w).

(E2) Conmutatividad. (u,v) = (v,u), para cada u,v € V.
(E3) Definida positiva. (u,u) > 0, para todo u €V. Ademds (u,u) =0 si y sélo si u = 0.

Remark 3 En ocasiones, especialmente en libros de Fisica, el producto escalar de dos vectores u,v €
V se escribe como u - V.

El par (V, (-,-)) se llama espacio vectorial euclideo. Como veremos a continuacion, el producto
escalar nos va a permitir medir distancias y algunas magnitudes asociadas a ésta.

Example 28 En el espacio vectorial R", la aplicaciéon que a cada par de vectores (z1,...,x,) ¥
(Y1, .-, Yn) les asocia el nimero real

n
(@1 eos @), (U1 s U)) = (@1, 00 20) - | oo | = rg1 oo+ T
Un

es un ejemplo de producto escalar como se comprueba facilmente. Este es el producto escalar usual
de R™.
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Example 29 Sea ahora C([a,b]) el espacio vectorial de las funciones continuas definidas sobre el
intervalo compacto [a, ], a,b € R. Dadas f, g€ C([a,b]) se define la aplicacién

(f,9) ;:/ f(z)g(z)dz.

De nuevo se comprueban fécilmente las propiedades (E1)-(E2) y que dado que f(z)? >, entonces

(f. f)= fab f(x)*dz > 0. Es obvio que si f(z) = 0, entonces (f, f) = 0. Para comprobar el reciproco,
supongamos que (f, f) = 0 y que existe zog € [a,b] tal que f(xg) # 0. Entonces f(x¢)? > 0, y
por la continuidad de f(z)?, debe existir un subintervalo (c,d) C [a, b] tal que f(x)? > 0 para todo
z € (¢,d). Como (f, f) es el drea determinada por f(z)? y el eje X, al ser f(z)?> > 0 para todo
x € (c,d), se tiene que dicha &rea es estrictamente positiva y por tanto (f, f) = 0 es incompatible
con la existencia de un xy € [a,b] tal que f(xy) # 0, por lo que necesariamente f(z) = 0 para todo
x € [a,b)].

De los axiomas de producto escalar se deducen facilmente las siguientes propiedades.
Proposition 31 Sea (V,(-,-)) un espacio vectorial euclideo. Entonces
(a) (u,0) =0 para todo u € V.
(b) Para cada o, € R y cadau,v,w €V, (w,a-u+ §-v) =alw,u) + 5(w,v).
Demostracién. En primer lugar demostramos (a). Para ello basta tener en cuenta que
(u,0) = (1,04 0) = (u,0) + (u,0)

de donde obtenemos que (u, 0) = 0.
Para demostrar (b) consideramos

(w,a-u+g-v)=(a-u+p-v,w) =a(u,w)+ (v,w) = a(w,u) + (w,v),

mediante el uso de la conmutatividad y linealidad respecto de la primera componente del producto
escalar. ®

Definition 12 Sea (V, (-,-)) un espacio vectorial euclideo. Se llama norma de u € V asociada al
producto escalar a
[ull = ++v/(u, w).

De los axiomas de producto escalar son inmediatas las siguientes propiedades de la norma aso-
ciada:

Proposition 32 Sea (V, (-,-)) un espacio vectorial euclideo. Entonces:

(a) ||ul| > 0 para todo u € V. Ademas |ju|| =0 si y sdlo si u= 0.

(b) |- u|| = |ea|||ul|, para cada o € R yu € V.
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(¢) Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Dados u,v € V se tiene la desigualdad
[, V)] < ull v]
que es estricta st u y v son linealmente independientes.
(d) Desigualdad de Minkowski o triangular. Dados u,v € V se verifica la relacion:

lu+ v < fful] + [}v].

(e) Regla del paralelogramo. |[u+ v|* + [|u—v|]* = 2(|[u]|® + [|v]]?).

Demostracién. La demostracién de (a) es inmediata a partir de las definiciones. Para probar
(b) hacemos el calculo

loc-ull = +v/{e- wer-w) = +v/a?(u, u) = |of[uf.
Para probar (c¢) consideramos
0< (w+ A vous A v) = ful? + 27, v) + 22|’

para cada A € R, lo cual implica que el discriminante del anterior polinomio de grado dos en A debe
ser negativo, es decir,

4u,v)? —4ful* [v[* <0 < [(uv)] < [[u]]v].
Notar que si u y v son linealmente independientes todas las desigualdades anteriores son estrictas.
Para probar (d) consideramos
lut+v[* = (atv,utv)=(uu)+2uv)+(v,v)
<l + vl + 2fRaf vl = (Rl + IviD?,

de donde se deduce la propiedad.
Por ltimo, para probar (e) desarrollamos

lu+v[P+lu-v|]®? = (u+v,ut+vi+{u—v,u—v)
= (uw,u) +2(u,v) + (v,v)+(u,u) — 2(u,v) + (v, v)
= 2(lul®+ [Iv]*).

|
Como consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, dados dos vectores u, v en el espacio
euclideo V se tiene que:

e fwv)
= Nl vl =

De aqui se define el dngulo formado por los vectores u y v como el nimero real # de forma que:

(u,v)

cosf) = ———.
[[ul[ [v]]

Asi el producto escalar verifica la férmula

(u,v) = [lufl[}v]|cos 6.
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Remark 4 En caso de R?, dados los vectores (x1,y1) y (w2,v2) y « el dngulo fisico que forman,
es decir, la longitud del arco de circunferencia de radio uno determinado por las semirectas r; =
{N- (zi,y:) - A >0}, i =1,2. Es facil ver que existen a; € [0,2m), i = 1,2, de manera que

(i, y5) = |[(xs, yi)|| - (cos ay, sine;), @ = 1,2.
Entonces el angulo generado por ambos vectores es a; — ay. Asi,

((x1,91), (T2,92))
(@1, y)|[ [ (22, o)

((cos g, sinay), (cos ag, sin ay))

COS (v1 COS (v + Sin (g Sin ap

= cos(a; — az),
por lo que el dngulo formado por dos vectores coincide con la definicion geométrica en el caso plano.

Example 30 Por ejemplo, el angulo o generado por los vectores (1,1) y (1,0) se calcula mediante

la expresion
(LD, (LO) 1 V3
Lo vz 27

cosa = =—
(1,
de donde
7r
Q = arccos — = —.
2 4
Un vector u € V se dice normal o unitario si ||u|| = 1. La siguiente proposicién nos dice cémo

obtener un vector normal de una forma sencilla.
Proposition 33 Sea (V, (-, -)) un espacio vectorial euclideo y seau € V. Entonces H_111H -u es normal.

Demostraciéon. Basta tener en cuenta que

< 1 1 > 1 (u,u) = 1
— U, u) = u,u) =1,
[ full [|ulf?

con lo que concluye la demostracion. B
Por ejemplo, dado el vector (1,1) € R?, est4 claro que ||(1,1)|| = v/2, por lo que no es normal.

Entonces el vector
2 2
- (22
27 2

G-

es normal o unitario.

5.2 Ortogonalidad

Definition 13 Dos vectores u,v € V se dice que son ortogonales si su producto escalar es nulo,
esto es, (u,v) = 0. Un conjunto de vectores S = {uy,...,u,} CV\ {0} se dice que es un sistema
ortogonal si cada vector es ortogonal a todos los demds, es decir, si (w;,u;) =0 para cada i # j.
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Los vectores (1,0) y (0,1) son claramente ortogonales. Otro ejemplo menos claro es el siguiente:
dados los polinomios 1 y z, definidos en [—1,1], se verifica que con el producto escalar definido
mediante la integral del producto de ambas funciones en dicho intervalo, se verifica

(1,2) :/1 2dz — 0.

1

Tenemos entonces el siguiente resultado que nos viene a decir que todo sistema ortogonal estd com-
puesto por vectores linealmente independientes.

Proposition 34 Sea (V,(-,-)) un espacio vectorial euclideo y sea S = {uy,...,u,} un sistema orto-
gonal. Entonces los vectores de S son linealmente independientes.

Demmostracién. Planteamos la siguiente combinacién lineal:
ap-uy+ -+ a - u =0,

para cada 1 < j < r se tiene que:
-
0= (- w+--+ap-u,u) =Y au,w) = aj |[ul?
i=1

y, dado que u; # 0, se deduce que o;; = 0. H
Uno de los resultados clédsicos, y nunca mejor dicho, de las familias de vectores ortogonales es el
conocido Teorema de Pitdgoras.

Theorem 35 (Pitdgoras) Sea (V,(-,-)) un espacio vectorial euclideo. Dados u,v € V dos vectores
ortogonales se verifica que
[+ vI[* = [l + v
Desmostracién. Consideremos
[t v]* = (utv,utv) = (uu) +2(u,v) + (v, v) = [uf]” + |[v]7,

como querfamos probar. H

5.2.1 Meétodo de ortonormalizacion de Gram-Schmidt

Definition 14 Una base B = {uy,...,u,} se dice que es ortogonal si es un sistema ortogonal
((u;,uj) =0, sii # j). Si ademds todos los vectores son normales (|lu;|| =1, i =1,...,n), la base B
se dird ortonormal.

Las bases canénicas de los espacios R™ son ejemplos de bases ortonormales (respecto de producto
escalar canénico). ;Cudl es la ventaja de disponer de este tipo de bases? Sea B = {uy,...,u,} una
base ortonormal de V' y sea u € V un vector cualquiera con coordenadas ag, ..., a, respecto de la
base B. Entonces

n
(u,u;) = Zai (w;, ;) = q;
i=1

para cada 1 < j < n. Relacién que simplifica el célculo de las coordenadas de los vectores en bases
ortonormales.

El objetivo del método de Gram-Schmidt es obtener a partir de una base B = {uy,...,u,} una
base ortonormal B’ = {wy,...,w,}. Para ello se procede en las siguientes etapas:
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I

e Si B es una base ortogonal, entonces definiendo w; = ||u;||"tu;, 1 < i < n, se tiene que B’ es

una base ortonormal.

e Si B no es una base ortogonal el proceso es méds laborioso. En primer lugar se define el vector
wi = ||[uy]|7tu;. A continuacién se calcula el vector

Vo = Uy — (Ug, W) - Wi,
que es ortogonal a w; dado que:
(vo, w1) = (ug, wy) — (ug, wy) (w1, wy) =0,
y se define wy = ||va||~'vs. Recursivamente, para cada 2 < j < n se calcula el vector
j—1
Vi =u; — Z(ujawi> " Wi,
i=1

que es ortogonal a wi,...,w;_;. Es facil darse cuenta que cada nuevo construido v; # 0 ya
que en otro caso u; serfa dependiente de wy,...,w;_;, que a su vez son combinacién lineal
de uy,...,uj_1, y esto no es posible porque B es una base y por tanto los vectores son LI.
A continuacién se toma w; = ||v;]|7'v;. Con este proceso construimos la base ortonormal
B = {wy,...,wy}.

Example 31 Sea la familia de vectores u; = (1,1,0), uy = (1,0,1), uz = (0,1, 1) que constituyen
una base de R3. Usaremos el método de Gram-Schmidt para obtener a partir de {u;, us, uz} una
base ortonormal de R? para el producto canénico. Para ello:

e Dado que |[u;|| = v/2, se toma el vector w; = \%(1, 1,0).

e Se calcula vy = uy — (ug, wy) wy = (%, _71, 1), y haciéndolo unitario tenemos wy = %(1, -1,2).

e Finalmente se calcula

Wl Do

v = ug — (U3, wi) Wi — (ug, wo) wo = = (—1,1,1)

de donde ws = ?(—1, 1,1).

5.2.2 Aplicacién a la diagonalizacién ortogonal

En R™ con el producto escalar usual consideramos una base ortonormal B = {uy, ..., u, } y denotamos
por C la base candnica de R" que también es ortonormal. Si denotamos por P = M¢p(i) la matriz
de cambio de base, es inmediato darse cuenta que cada elemento del producto P* - P = (a;;) viene
dado por

a;; = (u;,v;), i, =1,...,n.

Dado que la base B es ortonormal se verifica que P* - P = I,,, por lo que P~ = P?.
Sea ahora una matriz simétrica A € M,,«,(R). Se verifica que dicha matriz es siempre diagonali-
zable y ademads la base que la diagonaliza puede construirse ortonormal, ya que si u € Ker(A —\-1,)
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yveEKer(A—p-1,) y A # u, entonces (v,u) = 0. Asi, en el caso de matrices simétrica podemos
escribir que
A=P'-D-P,

donde D es la correspondiente matriz diagonal.

Remark 5 La demostracion de este resultado sale fuera de los objetivos de este trabajo y puede verse
en [?]. La prueba necesita una definicion mdas amplia de la nocion de producto escalar para que éste
pueda tomar valores complejos. Para esto la condicion (E2) de la definicion de producto escalar debe
cambiarse.

[lustremos esta aplicacién con un ejemplo. Sea la matriz

A=

DN &~ Ot
N Ot &~
N DN DO

que tiene como valores propios A; = 1 con multiplicidad dos y Ay = 10. Los subespacios propios son
Ker(A-T3) = {(z,y,2) € R? : 22+2y+2 =0} y Ker(A—10-13) = {(z,y,2) € R®: —5x+4y+22=0
y 4z — 5y + 2z = 0}, de donde obtenemos las bases B; = {(1,—1,0),(1,0,-2)} y Bio = {(2,2,1)},
de donde B = {(1,—-1,0),(1,0,—2),(2,2,1)} es una base de vectores propios. Aplicamos el método
de Gram-Schmidt para encontrar una base ortonormal B = {(3%2, —¥2 (), (32,32 —2¥2) (2 2 1)}

297 73 6 6 3 3733
y ast
S AR IR -y
A= _g g 2 01 0 V22 23
0 _2/2 1 00 10 5§ 8 0
3 3 3 3 3

5.3 Subespacios ortogonales

Sea (V, (-, -)) un espacio vectorial euclideo y consideremos un subespacio vectorial W C V. Se define
el subespacio ortogonal a V¥V como el subespacio

Wt={veV:(v,u)=0vuecW}h
Veamos cudles son las propiedades de este nuevo subespacio.
Proposition 36 W+ es un subespacio vectorial de V.

Demostracién. Sean o, 3 € Ry u,v € W' y veamos que su combinacién lineal a-u+ 3 - v
también estd en W+, Para ello tomamos w € W arbitrario y calculamos

(a-u+f-v,w)=alu,w)+ [(v,w) =0,
por lo que dicha combinacién lineal estars efectivamente en W-. B

Proposition 37 Sea B = {vy,...,v,} una base de W. El vector u € W+ si y sélo si (u,v;) =0
para todo i =1,...,n.
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Demostracién. Es claro que si u € W entonces (u, v;) = 0 para todo i = 1, ...,n. Supongamos
ahora que (u, v;) = 0 para todo i = 1,...,n y veamos que u € W=. Para ello sea v € W arbitrario y
pongdmoslo como combinacion lineal de los vectores de la base B, esto es v =y - Vi + ... + ay, - Vi,
a; € R, 1 <i <n. Calculemos

(w,v) =(u,0q - vi+ ... + - vp) = a1{(u,vi) + ... + ap{u,v,) =0,

de donde vemos que u € W-. B
El resultado anterior es bastante 1itil a la hora de hacer un célculo practico del subespacio orto-
gonal a uno dado, como vemos en el siguiente ejemplo.

Example 32 Sea R? con el producto escalar usual y sea W = {(z,y,2) € R® : 2 + y + 2 = 0}.
Vamos a calcular W=. Para ello nos damos en primer lugar cuenta de que B = {(1,—1,0), (1,0, —1)}
es una base de WW. Aplicamos la propiedad anterior para deducir que un vector (z,vy,2) € R? estd
en W+ si se verifica que

<(xayvz)7(17_170)> = z—y=0,
((x,y,z),(1,0,1)> = z—2z=0,

de donde Wt = {(z,y,2) e R3: z =y = 2}.

La siguiente propiedad nos dice que la suma de W con su ortogonal W+ es directa, esto es,
W e W

Proposition 38 WNW* = {0}.

Demostracién. Si u € W N W entonces (u,u) = 0, de donde u = 0. H
Aunque la suma sea directa, en general no siempre se verifica que W & W+ = V. El siguiente
resultado nos garantiza que esto ocurre si la dimensién de WV es finita.

Theorem 39 Si W es de dimension finita, entonces YW & W+ =V .

Demostracién. Sea B = {uj,...,u,} una base ortonormal de W y sea v € V. Definimos
u=(v,u) u +..+(v,u,)-u, € Wy veamos que v — u €W-L. Para ello basta calcular para
1=1,...,n

(v—uu,) = (v—(v,u) -u+..+(v,u,) u,,u,)
= (v,w) — (vyup)(u, ;) — ... — (v,u,)(u,, u;)

= (v,u;) — (v,u;) =0.
Entonces v—-—ueWryv=u+(v—u) e Wowt. m

El vector u = (v,u;) - u; + ... + (v, u,) - u, se conoce con el nombre de proyeccién ortogonal
de v sobre W y la norma ||v — u|| es la distancia de v a V. La proyeccién ortogonal sobre W no
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depende de la base ortonormal B = {uy,...,u,} de la Proposicién 39. Si B’ = {vy,...,v,} es otra
base ortonormal, entonces dado que u € W se verifica que

<11, V1> <ll,ll1> <111,V1> <un,v1> <V,ll1>
(W, va) / 4 (wu,) / (U1, vy) oo (U, vp) (v,uy,)

(ug, vi)(v,uy) + ... + (up, vi){v,uy,)

(uy, vp)(v,uy) + + (y, Vi) (V,u,)

(v, (ug, vy) - ug... + (up,, vi) - uyp) (v,v1)

(v, (uy,vy) - ul.'...'+ (W, Vi) - 1y) (V,Vy)

por lo que u = (v,vy) - vy + ... + (v, Vy) - v,,. Veamos en un ejemplo como calcular la proyeccién
ortogonal de un vector sobre un subespacio vectorial.

Example 33 Sea el espacio euclideo R? equipado con el producto escalar canénico y sea el subespacio
vectorial

Wz{(m,y,z)ER?’:m—yzo, m—z:()}.

Dado el vector (1,1,0) vamos a calcular su proyeccién ortogonal sobre V. Evidentemente {(1,1,1)}
es una base de W, por lo que {(v/3/3,/3/3,1/3/3)} es una base ortonormal. Entonces la proyeccién
ortogonal de (1, 1,0) sobre W viene dada por

((1,1,0), (v3/3,v3/3,v3/3))(V3/3,V3/3,V/3/3) = (2/3,2/3,2/3)

Example 34 En el ejemplo anterior, vamos a calcular la aplicacién proyeccién ortogonal sobre WW.
Para ello sea (,y, z) € R® y definimos

f(z,y.2) = ((x,9,2). ((V3/3,v3/3,v3/3)))(V3/3,V3/3,V3/3)
1
= g(x+y+z,m+y+z,x+y+z).
Finalizamos el tema con este importante resultado que nos viene a decir que la mejor aproximacién
por los vectores de un subespacio vectorial de dimensién finita es la proyeccién ortogonal.

Theorem 40 Sea W de dimension finita. Sean v € V y u la proyeccion ortogonal de v sobre VV.
Entonces
|[v —u|| = min{||v — w|| : w € W}.
Demostracién. Sea w € W y calculamos
v =wl[* =|(v—u)+ (u-w)]

Ahora bien v—u € Wt yu—w € W por lo que (v —u,u —w) = 0 y aplicando el Teorema de
Pitdgoras se verifica que

v —w[* = [[(v—u)+(-w)

= |v—ulf+[au—w[*>[lv—ul[

Ademss ||[v—w|| > |[v—u||siu#w. R
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Example 35 Se considera el espacio euclideo V' de las funciones reales continuas definidas sobre
[1,2], con el producto escalar

(f.9) 52/1 f(z)g(z)dz.

Vamos a obtener la mejor aproximacion de la funcién log x como un polinomio de grado menor o igual
que dos. Para ello, en primer lugar obtenemos una base ortonormal del subespacio de los polinomios
de grado menor o igual que dos a partir de la base canénica {1,x,z?}. En primer lugar obtenemos
una base ortogonal O = {vy,vs,v3}, donde vi =1y

(x,1) B 3
Ty

7
= x2———<x—§):x2+x—§‘

Obtenemos ahora la base ortonormal N' = {u;, us, uz}, donde

Vo =T —

u; = —V1:1,
hatl
1 3
U = —VQZ\/E<:C__),
hell 2

u 1 v 180 2 5
= —vy=¢/— |2+ —=].
’ sl >~V 1861 6
El polinomio de grado menor o igual que dos que mejor aproxima log x serd la proyeccién ortogonal

de log x sobre el subespacio VW dado por
p(logz) = (logz, us)uy + (logz, ) us + (log 2, ug) g

3 3
= (10gx,1>1—|—<10g:c,\/12(x—§)>\/12<m—§>
+( logz 180 $2+x—§ 180 :EQ-I—m—E
&%\ 1861 6 1861 6
3 3 180 5 5
— (logz,1) +12(1 2 _2) =2 N 2, 2N (22
(logx, 1) + <ogx,:1; 2>(x 2>+1861<0gx,:1; +z 6><x +x 6>

108log2 —
= 2log2—1+3(3 —4log?2) (x—§>+5M <x2+x—§>

2 1861 6
36770 80641 1 1
= e — 0% L (16624 — 2179210g 2)7 + —— (5401og 2 — 125)22,
1861 °82~ F5s3 T Is61¢ 0g2)7 + 127 (540 log )
El error cometido en la aproximacion es
1/2

2
[logz — p(logz)|| = (/ (logz — p(log x))de) ~ 26.2219,
1

lo cual indica que la aproximacién es mala ya que el error medio obtenido es bastante alta.
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5.4 Endomorfismos con significado geométrico

En esta seccién se estudian algunos tipos de aplicaciones lineales de evidente significado geométrico.
Aunque algunos de los conceptos que se introducen no necesitan explicitamente la existencia de una
norma o distancia, estas clases de endomorfismos toman una mayor relevancia en el marco de los
espacios euclideos.

5.4.1 Homotecias

Sea (V, (-,-)) un espacio vectorial euclideo. Se dice que una aplicacién lineal f : ¥V — V es una
homotecia de razén o € R si f(u) = au para todo u € V. Es evidente que respecto de cualquier
base B de V la matriz asociada a una homotecia es de la forma

a 0 --- 0

0O a --- 0
MBB(f): T . : =al,

0 0 «o

siendo dim V = n.

El efecto de una homotecia sobre cualquier subconjunto de V (o figura en el lenguaje del dibujo
técnico) es el de contraerlo (si |a| < 1) o expandirlo (si |a] > 1), manteniendo su orientacién (si
a > 0) o invirtiéndola (si a < 0). Esto es, la imagen de cualquier conjunto contenido en V es el
mismo conjunto aumentado de tamano o empequenecido y con la misma o diferente orientacion.

5.4.2 Proyecciones

Sea (V, (-, -)) un espacio vectorial euclideo y sean W, y W, dos subespacios vectoriales de V de forma
que W) @ W, = V. Se dice que un endomorfismo f : V — V es una proyeccion de base W, y
direcciéon W, si se verifica que f(u) = 0 para cada u € W (es decir, Ker(f) = W,) y f(u) = u
para todo u € Wi. Si Wit = W, la proyeccién es la ortogonal, estudiada en el apartado anterior.
Geométricamente, una proyeccién lleva una figura u objeto de V a una figura diferente contenida en
la base de la proyeccion. Las proyecciones son bastante usadas en la asignatura de dibujo técnico de
las carreras de Ingenierfa.

5.4.3 Simetrias

El concepto de simetria se define de manera andloga al de proyeccién. Sea (V,(-,-)) un espacio
vectorial euclideo y sean W, y W, dos subespacios vectoriales, de forma que W, & W, = V. Se dice
que una aplicacion lineal f : V — V es una simetria de base W, y direccién W, si se verifica que
f(u) = —u para todo u € W, y f(u) = u para todo u € W;. Si Wi+ = W, la simetria se denomina
ortogonal y unicamente hard falta indicar cudl es su base o su direccién. Es inmediato comprobar
que la matriz asociada a una simetria es siempre diagonalizable y sus valores propios son —1 y 1. Un
ejemplo clasico de simetria en R? es la imagen reflejada en un espejo de una cierta figura. Cualquier
objeto de V pasa a ser, mediante una simetria, otro objeto de V' del mismo tamano, pero en una
posicién diferente, marcada por la direccién y base de la simetria.
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5.4.4 Rotaciones en el plano

El dltimo tipo que transformaciones que vamos a estudiar son las rotaciones en un plano. Dado el
espacio euclideo R? con el producto escalar usual, se dice que f : R? — R? es una rotacion de dngulo
0 si su matriz asociada respecto de alguna base B es de la forma

Mis(f) = ( cosf —sinf > '

sin 6 cos

Geométricamente f produce un giro de dngulo 6 de cualquier vector de R2. Por ejemplo, dado un
reloj, el pasar de una hora a otra posterior se hace mediante un giro de las manecillas.

5.5 Ejercicios

1. Sea el espacio vectorial R? con el producto escalar estdndar. Calcular:

(a) El producto escalar de los vectores (1,3, —1) y (1,—1,1) asi como el angulo que forman.
(b) Calcular el valor de o para que el vector (a, 1,0) sea normal o unitario.

(c) Calcular el valor de @ para que los vectores (a, 1,0) y (a, —1, —1) sean ortogonales.

2. Sea R? el espacio vectorial de dimensién 3 dotado del producto escalar usual de R3. Sea la base
canénica B = {e;,es, e3}, se pide:

(a) Calcular « para que el dngulo formado por los vectores u = e; +aes+e3 y v =e; + 2e;
sea de g radianes.
(b) Calcular a para que el médulo del vector u = e; + ey + e3 sea 49.

(c) Calcular todos los vectores que estdn a una distancia euclidea igual a 3 del vector u =
261 — €9.

(d) Calcular a para que los vectores u = ae; + (o — 1)ex + aes y v = 2ae; + aey — 3e3 sean
ortogonales.

3. Demostrar

(a) Teorema de Pitdgoras. Si u 'y v son dos vectores ortogonales del espacio euclideo R™.
Entonces
lu+v(P=llulf+] v

(b) Ley del Paralelogramo. Si u y v son dos vectores cualesquiera del espacio euclideo R™,
entonces
Jutv[P+llu=—vI=2[ul*+2[vI[*.

4. Probar que si {u, v} son vectores ortogonales de un espacio vectorial euclideo, entonces forman
un sistema linealmente independiente. ;Es cierto el reciproco?
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. Obtener en el espacio euclideo (R?,()) donde () es el producto escalar usual de R?, una base
ortonormal aplicando el Método de Gram-Schmidt a las bases

(a) B={(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1)}.
(b) B=1{(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}.
(c) B=1{(2,1,0),(~1,1,1),(1,0,3)}.

. Consideremos R* con el producto escalar usual. Se pide hallar una base ortonormal de los
siguientes subespacios vectoriales:

(a) W={(z,y,2,t) eR*:x+y+2+t=0}.
(b) W= {(z,y,2,t) eR*:z+y=0; 2+t =0}
(c) W={(z,y,2,t) eR*: 2 =0; 2z =0}.

(d) W={(z,y,2,t) e R*: z = 0}.

. Obtener la forma diagonal de las siguientes matrices simétricas, asi como las matrices de cambio
de base

5 4 2 1 2 5
15
@45 2] M2 -2 2] (
2 2 2 <51)

5 -2 1
2 40 L211

@[ -4 o0 (e
006 1121
111 2

. Sea Ps[z] el conjuto de polinomios de grado menor o igual que 2 con coeficientes reales. Dados
p(x),q(x) € Pslz], se define

< p(z), qlz) >= / a'pla)a(x)dr

Probar que (x,*) es un producto escalar. Dada la base B = {1, z, 2%}, obtener a partir de ella
un base ortonormal de P,[z]| (usando el producto escalar anterior).

. Sea Ps|x] el conjunto de los polinomios con coeficientes reales de grado a lo sumo tres. Definimos
para todo p(z), a() € Psfal,

(p(z),qa(z)) ::/0 p(x)q(z)dx.

(a) Comprobar que se trata de un producto escalar.
(b) Obtener una base ortonormal a partir de la base B = {1, z, 2% z3}.

(c) Calcular el valor del pardmetro a para que los polinomios ax® + 2 + 1 y = + 1 sean
ortogonales.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(d) Calcular el valor de a para que az? + 1 sea normal o unitario.

Dado el plano real R? y el producto escalar usual calcular la proyeccion ortogonal del vector
(1,1) sobre los subespacios generados por los siguientes vectores:

@ (33)- © 110 © 0o,

Sea el espacio vectorial R? sobre el que tenemos definido el producto escalar usual. Dados los
siguientes subespacios S de R3, calcular S*:

(a) S={(z,y,2) eR3:z+y+2=0}.
(b) S={(z,9,2) eER¥:z4+y+2=0yx—y=0}.
(c) S={(z,y,2) eER¥:x—y+22=0yx—2=0}.

Calcular las ecuaciones de las siguientes aplicaciones lineales f : R® — R3:

(a) La proyeccion ortogonal de base {(z,y,2) : x =y = z}.
(b) La proyeccién ortogonal con base {(z,y,2) : z = y}.

(c) La proyeccién ortogonal cuya base es el subespacio ortogonal a {(z,y,2) : z =y = z}.

Obtener el micleo, la imagen y los subespacios propios de las aplicaciones lineales del ejercicio
anterior. ;Qué conclusiones pueden obtenerse?

Hallar el polinomio de segundo grado que mejor aproxima la funcién f(z) = /z en el intervalo

[—1,1] con la norma asociada al producto escalar de las funciones reales continuas definidas en
[—1,1] dado por

mm:[waMm

1

Se considera el espacio euclideo V de las funciones reales continuas definidas sobre [1, 2], con el
producto escalar (f, g) fl

(a) Hallar el dngulo entre f(z) =1y g(x) =
(b) ;Para qué valores de a son ortogonales los vectores © —a y = + a?

(¢) Sea W el subespacio de los polinomios reales de grado menor o igual que 2. Ortonormalizar
la base de dicho subespacio {1, z,z?}.

(d) ;Cuél es el polinomio de grado menor o igual que 2 que mejor aproxima la funcién f(z) =
logz. (Ayuda: tener en cuenta que fl 2™ log xdx = ":11 (log2 — —— para todo
n >0.)

1
n_-H) (n+1)

Calcula la proyeccién ortogonal del vector u = (1,1, —1) sobre W = {(z,y,2) € R? : z—y—22 =

0}.
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17.

18.
19.
20.

21.

22.

23.

Encuentra la expresién de la proyeccién ortogonal sobre la recta de R? generada por el vector
(0,1,2).

Halla la distancia entre el vector (1,0,2) y el plano x —y — z = 0.
Calcula la distancia entre el punto (2,2,2) y el plano x —y — z = 1.

Dados un espacio vectorial eucideo y un subespacio vectorial del mismo W, se define la simetria
ortogonal de base WV como la aplicacién lineal f : ¥V — V such that f(u) = u for u € W and
f(u) = —u for u € W*. El subespacio W+ se dird direccién de la simetria. Se pide obtener las
expresiones analiticas de las siguientes simetrias ortogonales:

Dado un espacio vectorial eucideo se define la homotecia de razén a € R como la aplicacién
lineal f : V — V such that f(u) = o~ u for u € V. Se pide obtener las expresiones analiticas de
las siguientes homotecias ortogonales:

(a) f:R®>— R3 con razén 1/2.
b) f:R* — R* con razén —1.
(b)

c) f:R?® — R3 con razén 2.
(c)

Obtener los valores propios y determinar si son diagonalizables las matrices respecto de las
bases candnicas de las aplicaciones lineales de los ejercicios 20 y 21.

Obtener fogoh con f, g, h : R? — R? aplicaciones lineales, donde f es la proyeccién ortogonal
de base W = {(z,y,2) : x + y + z = 0}, g es la homotecia de razén —1 y h es la simetria
ortogonal de direccién S = {(z,y,2) : z =y = z}.
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