CAPITULO 1. FUNDAMENTOS DE LOGICA Y
TEORIA DE CONJUNTOS

1. Légica

1.1 Definicién. Una proposicién es una oraciéon declarativa de la cual se puede

decir sin ambigiiedad si es verdadera o falsa.

1.2 Definicién. Sea p y q proposiciones. Vamos a definir nuevas proposiciones a
partir de éstas:

i) Definimos la proposicién —p como “no p”. Esta es verdadera si p es falsa y falsa si
p es verdadera.

ii) Definimos la proposicién p V q como “p o q”. Esta serd verdadera cuando p, q o
ambas son verdaderas y falsa cuando p y q lo son.

iii) Definimos p A q como “p y q”. Esta es verdadera cuando p y q lo son y falsa en
otro caso.

iv) Definimos p = q como “si p entonces q”. Esta es verdadera excepto cuando p es
verdadera y q es falsa.

v) Definimos p < q como “p si y sélo si q”. Esta es verdadera cuando ambas son
verdaderas o ambas falsas y falsa en otro caso. Si p < q es verdadera diremos que p y q

son equivalentes. La proposicién p < q coincide con (p = q) A (¢ = p).
Si 1 representa verdadero y 0 falso, lo anterior se puede resumir en la siguiente tabla:
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p q Vg PAgq p=4q p<=q
1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 1 1

Notas.

Sean p y q proposiciones:

i) p = q es verdadera < —q = —p es verdadera. La proposicién —¢ = —p recibe el
nombre de contrareciproco de p = q.

ii) p = ¢ es verdadera < p A =g = —p es verdadera. También p = ¢ es verdadera
< p A q = q es verdadera. Cuando para demostrar que p = q es verdadera se prueba
la veracidad de una de las proposiciones anteriores, se dice que que se demuestra p = ¢
por reduccién al absurdo y cuando se logra, se dice que hemos llegado a contradiccion.

Demostracién. i)

(=) Si p = q es verdadera entonces:

p es verdadera y ¢ es verdadera. Entonces —q es falsa luego —q = —p es verdadera.

p es falsa y q es verdadera. Entonces —q es falsa luego —-q¢ = —p es verdadera.

p es falsa y ¢ es falsa. Entonces —q es verdadera y —p es verdadera luego —q = —p es
verdadera.

(<) ejercicio.

ii)

(=) Si p = q es verdadera veamos en primer lugar que p A =q = —p es verdadera.

Si p es verdadera y q es verdadera entonces —q es falsa luego p A —q es falsa y entonces
p A\ ~q = —p es verdadera.

Si p es falsa y ¢ es verdadera entonces p A —q es falsa luego p A —=q = —p es verdadera.

Si p es falsa y ¢ es falsa entonces p A —q es falsa luego p A —q = —p es verdadera.
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(<) v lo demés, ejercicio.

1.3 Definicién. Un teorema es una proposicion de uno de los tipos siguientes:
(I) p = q verificando:

a) p = q es verdadera.

b) p es verdadera.

c) Existe una relacion de causa y efecto entre p y q.

(IT) (p = q) A (¢ = p) cuando p = q y q = p son teoremas. Se denota por p < q.

El teorema p = q se lee p implica ¢ o p es condicién suficiente para q o q es
condiciéon necesaria para p.

Si p = ¢ es un teorema, a la proposicién p se le llama hipdtesis y a la proposicion ¢
se le llama tesis.

Asi, una proposicién p = q es teorema si se deduce la veracidad de ¢ de que p es
verdadera.

El teorema p < ¢ se lee p si y sblo si g o p es condicién necesaria y suficiente
para q.

1.4 Ejemplos.

1. Sean p=“2+2=5"yq=“24+3=5".

Aunque la proposicién p = ¢ es verdadera, p = ¢ no es teorema dado que p no es

verdadera.

2. Supongamos que la proposiciéon p = “Yo tengo un perro” es verdadera y q =
“2+4+2 =4". Entonces p = q es verdadera, p es verdadera pero no es un teorema dado

que no existe una relacion de causa y efecto entre p y q.

3. Supongamos que la pasada noche estuve en el cine de las 10:00 a las 12:00. Sea
p = Estuve en el cine de 10:00 a 12:00” y ¢ =“No estuve en el bar a las 10:30 de la

noche”. Entonces p = ¢ es un teorema.
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2. Conjuntos

Damos la definicién de conjunto dada por G. Cantor:

2.1 Definicion. Un conjunto es la reunién en un todo de determinados objetos
bien definidos y diferenciables los unos de los otros.

2.2 Ejemplos. A = {a,b,c}, R, N*, C, etc...

Adoptaremos esta definicion de conjunto aunque no sea del todo rigurosa.

2.3 Definicién. Si A es un conjunto, a los objetos que lo forman se les llaman
elementos. Si un conjunto A es finito, al niimero de elementos se le llama cardinal de
A y se denota |A|. Si a es un elemento de A escribiremos a € A. Se define el conjunto

vacio como el conjunto que no tiene ningiin elemento. El conjunto vacio se denota ().

2.4 Definicion. Dos conjuntos A y B son iguales si tienen los mismos elementos y

se denota A = B.

Hay dos formas de describir un conjunto:

1) Enumerando sus elementos:

A={1,2,3,4,5}.

2) Definiéndolo por las propiedades que verifican sus elementos:

A={zeN*|z <5}

2.5 Definicién. Un conjunto B se dice que es subconjunto de un conjunto A si

cada elemento de B es elemento de A. Lo denotaremos B C A. Asi:

BCAs (reB=xcA).

Claramente () C A para todo conjunto A.
Ademas, si AC By B C C entonces A C C.
También claramente A =B < (AC BAB C A).
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2.6 Definicion. Si A C X definimos el complementario de A en X y se denota
A = {reX|z¢A.
2.7 Definicion. Dado X es un conjunto se define el conjunto de las partes de X

como el conjunto formado por todos los subconjuntos de X y se denota P(X). Asi:
P(X)={A| AC X}.

Volviendo a la légica, damos las siguientes definiciones:

2.8 Definicién. Sea X un conjunto no vacio y {p(x)}zex un conjunto donde para
cada x € X, p(x) es una proposicion.

i) Definimos la proposicién “ Yz € X,p(x)” como la proposicién “para todo x € X
se satisface p(x)” la cual es verdadera si siempre p(x) es verdadera para cualquier © € X
y falsa en otro caso.

7

ii) Definimos la proposicién “ 3 x € X,p(x)” como “existe al menos un xz € X para
el que se satistace p(x)”. Esta proposicion es verdadera si para algin x € X p(x) es
verdadera y falsa en otro caso.
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iii) Se define la proposicién ¢ 3 lx € X, p(x)” como “existe un tnico x € X para el

que se satisface p(x)”.
La negacién de “ Vr € X,p(z)” es “ 3 z € X, p(x)”.
La negacién de “ 3 x € X,p(z)” es © Ve X, p(x)”.

3. Operaciones con conjuntos

3.1 Definicién. Sean A, B conjuntos.

i) Se define A unién B y se denota AU B a :
AUB={z|z€ Avx e B}.
ii) Se define A interseccién B y se denota AN B a:

ANB={z|ze€ ANz € B}.
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iii) Se define A\ B={z |z € ANz ¢ B}.
3.2 Ejemplo.

Sea A =1{1,2,3,4,5}, B =1{2,4,6}.
Entonces AN B = {2,4}, AUB ={1,2,3,4,5,6}, A\ B=1{1,3,5} y B\ A= {6}.
3.3 Propiedades.

1. Propiedad Asociativa.
AU(BUC)=(AuB)UC.
AN(BNC)=(AnB)NnC.

2. Propiedad Conmutativa.
AUB=BUA.

ANB=BnNA.

3.
AU = A.
AND=0.

4. Propiedad Distributiva.

AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

AU(BNC)=(AuB)N(AUCQC).

5. Leyes de De Morgan.

Supongamos que A, B C X. Entonces:

@AnB) =2 uB".

@AuB) =2 nB".

3.4 Definicion. Dados A, B conjuntos se define el producto cartesiano de A y B

v se denota A X B a:
Ax B={(a,b) |a€ ANb € B}.

Si Ay, As, ..., A, son conjuntos, se define el producto cartesiano de A1, As, ..., A,
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vy se denota A1 X Ag X ... X A, a:
Ay X Ay x ... x Ay ={(a1,a9,...,a,) | a; € A;,1 <1< n}.

Dado A un conjunto y n € N* de define:

n veces
A\

A"=Ax Ax...x A={(a1,a9,...,a,) | a; € A,1 <i<n}.

3.5 Ejemplo.
R3 = {(z,9,2) | z,y,2 € R}. (1,2,3),(0,0,0),etc... € R3.

4. Aplicaciones

4.1 Definicién. Una aplicacién es una terna f = (A, B, F') donde A, B son conjun-
tosy FC Ax B talque Yae€ A 3'be B tal que (a,b) € F. Escribiremos f: A — B
y diremos que A es el conjunto inicial y B es el conjunto final.

Si (a,b) € F diremos que b es la imagen de a por f y escribiremos f(a) = b. También
diremos que a es una antiimagen de b.

4.2 Ejemplos. Sea A ={1,2,3}, B ={a,b,c}.

1. Si F ={(1,a),(2,b)} entonces f = (A, B, F') no es una aplicacién dado que 3 no
tiene imagen.

2. SiG ={(1,a),(1,b),(2,c),(3,c)} entonces g = (A, B,G) no es aplicacién dado que
(1,a),(1,b) € G.

3. Si H={(1,a),(2,a),(3,c)} entonces h = (A, B, H) es aplicacién. Observemos que
1,2 son antiimagenes de a y b no tiene antiimagenes.

4. Sea f1 = (R,R, Fy) con Fy = {(z,2?) | * € R}. Entonces f; es una aplicacién ya
que todo nimero real tiene cuadrado y sélo uno.

5. fo = (R,R, Fy) tal que fo(x) = /x no es aplicacién ya que por ejemplo —1 no

tiene raiz cuadrada.
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Sin embargo, fo = ((R*,R, Fb) con fo(z) = \/Z es aplicacion.
6. Si A es un conjunto, definimos 14 : A — A tal que 14(a) =a Va € A. 14 es

aplicacién y recibe el nombre de aplicacion identidad de A.

Observemos que dos aplicaciones f; = (Ay, B1, F1) y fo = (A2, Ba, F3) son iguales si
A1 =By, Ay, =By y Fy = Fy (osea,si Vo € A) = As, fi(z) = fa(z)).
4.3 Definicion. Sea f: A — B una aplicacion.

i) Si A C A se define el conjunto imagen de A y se denota f(A) a:

f(A)={f(a) | a € 4}.

Como caso particular se define Imf = f(A) = {f(a) | a € A}.
Observemos que por definicién de aplicacién, si a € A el conjunto imagen de {a} tiene
un elemento que es f(a).

ii) Si B C B se define el conjunto antiimagen de B y se denota f~!(B) a:
f7H(B)={a€ A| f(a) € B}

o sea, los elementos de A cuyas imagenes son elementos de B.

Como caso particular, si b € B se define el conjunto antiimagen de b y se denota
f7H) a:
F7H0) = o).

Observemos que de la definicién de aplicacién se deduce que f~1(B) = Ay f~!(Imf) =
A.

4.4 Definicion. Sea f: A — B una aplicacion.

i) Diremos que f es inyectiva si se verifica:
Si ai,as € A | f(al) = f((lg) = a1 = ay
o equivalentemente:

Si ai,as € A | aq 7é as = f((ll) 7é f(ag).
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ii) Diremos que f es suprayectiva si Imf = B. Dado que siempre Imf C B lo
anterior es equivalente a que B C Imf osea,si Yoe B 3 a€ A| f(a)=0.

iii) Diremos que f es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva.

Ejemplos.

1. f1 : R — R tal que fi(z) = 2x 4 1 es una aplicacién biyectiva.

2. fo: R — R tal que fa(x) = 2?2 es una aplicacién que no es inyectiva ni suprayec-
tiva.

3. f3: R — RTU{0} tal que f3(x) = 2 es una aplicacién suprayectiva pero no
inyectiva.

4. fy : RT™ — R tal que f4(x) = 2?2 es una aplicacién inyectiva pero no suprayectiva.

4.5 Definicién. Sea f : A — B una aplicacion biyectiva. Entonces es trivial que
f71:B— A| f~Y(b) = a donde a € A con f(a) =b es un aplicacién biyectiva. A f~!
se le llama aplicacién inversa de f.

No hay que confundir la aplicacién inversa de una aplicacién biyectiva con el conjunto
antiimagen que estd definido para cualquier subconjunto del codominio de una aplicacién.

4.6 Definicion. Sea f: A — B una aplicacion y A; C A.

Entonces fi, A1 — B tal que f, (a1) = f(a1) Vai € Ay es una aplicacién que
se denomina aplicacion f restringida a A;.

4.7 Notas. i) Si f : A — B es una aplicacién, f : A — Imf tal que f(a) = f(a)
Ya € A es una aplicacién suprayectiva.

ii) Si f : A — B es una aplicacién inyectiva, f : A — Imf | f(a) = f(a) Ya € A
es una aplicacion biyectiva.

4.8 Definicién. Sea f: A — B, g : B — C aplicaciones (observemos que el

codominio de f coincide con el dominio de g). Entonces si

gof:A—C|(gof)a)=g(f(a)) VaeA,

go f es una aplicacion que recibe el nombre de aplicacién composicion de g con f.
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4.9 Ejemplo.

Sea f:R—R| f(z) =22y g:R— R | g(x) =z + 2. Entonces:
fogiR—R|(fog)(®)=f(g(x) = flz+2) = (x+2)° = a® + 4w +4
gof:R—R|(gof)(x)=9g(f(x)) =g(a*) =2 +2.

4.10 Propiedades. Sean f: A— B, g: B— C, h: C — D aplicaciones.
1. Si f es biyectiva entonces fo f~'=1gy f~lof=14.
(hog)of=holgof).

Si f y g son inyectivas entonces g o f es inyectiva.

Si f y g son suprayectivas entonces g o f es suprayectiva.

Si f y g son biyectivas entonces g o f es biyectiva.

S gk W

Si f y g son biyectivas entonces (go f)~! = f~tog™!.

4.11 Nota. En general la composicién de aplicaciones no es conmutativa.

Sean f,g: R — R tales que f(z) =22 y g(z) = 2z.

Entonces fog,g0 f : R — R, (fog)@) = f(g(x)) = f(22) = (22)? = 4a® y
(g0 f)(@) = g(f(x)) = g(x?) = 22° luego fog # go f.

5. Relaciones binarias de orden

5.1 Definicién. Si A es un conjunto, una relacién binaria en A es un subconjunto

R de A x A. Si(a,b) € R escribiremos a®Rb.

5.2 Definicion. Dado A un conjunto, una relacion binaria < en A se dice que es una
relacién binaria de orden (RBO) si verifica:

i) a<a Vae A. (Propiedad Reflexiva).

ii) Sia,be Ala<bAb<a= a=>. (Propiedad Antisimétrica).

iii) Sia,b,c€ A|a<bAb<c= a<c. (Propiedad Transitiva).

Un conjunto ordenado es un par (A,<) donde A es un conjunto y < es una RBO

definida en A.

10
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Si (A, <) es un conjunto ordenado y a,b € A escribiremos a £ b si no se verifica a < b
va<bsia<bya#b.

5.3 Ejemplos. Damos algunos ejemplos de conjuntos ordenados.

1. (N, <), (R, <) son conjuntos ordenados donde < es el orden habitual.

2. Si X es un conjunto, (P(X), <) es un conjunto ordenado.

3. (N,] ) es un conjunto ordenado donde si n,m € N, n|m < n es divisor de m.

Observemos que existen conjuntos ordenados (A, <) tales que existen a,b € A con
a£bybdZa. Por ejemplo, en (N,|), 2 5y 5 f2.

5.4 Definiciéon. Sea A un conjunto ordenado, BC Ay bée B.

i) Diremos que b es un elemento maximal de B si no existe b € B con b < l;y b # b.

ii) Diremos que b es un elemento minimal de B si no existe beBconb<by

b# 0.
5.5 Definicién. Sea (A, <) un conjunto ordenado, BC Ay a € A.
i) Diremos que a es una cota superior de B sib<a Vb€ B.
ii) Diremos que a es una cota inferior de B sia <b Vb € B.
iii) Diremos que a es el supremo de B si:
a) a es una cota superior de B.
b) Sia es otra cota superior de B entonces a < a.
Si a es el supremo de B escribiremos a = supB.
iv) Diremos que a es el infimo de B s:
a) a es una cota inferior de B.
b) Si a es otra cota inferior de B entonces a < a.

Si a es el infimo de B escribiremos a = infB.

5.6 Ejemplo.
Sea A = {1,2,3,4,5,6,8}. Consideremos en A la RBO | = “ser divisor”. Entonces

(A,] ) es un conjunto ordenado.

11
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Claramente 1 es el tinico elemento minimal y 5,6, 8 son los elementos maximales de
A.

Si B ={2,4}, 4 y 8 son las cotas superiores y 1 y 2 son las cotas inferiores de B.

Si C' = {2, 5}, este subconjunto no tiene cotas superiores y por tanto no tiene supremo.

Sin embargo, 1 es una cota inferior de B(es la tinica) y infB = 1.

5.7 Definicién. Un conjunto ordenado (A, <) se dice que es un reticulo si Va,b €
A 3 inf{a,b} A 3 sup{a,b}.

5.8 Ejemplos.

1. El ejemplo anterior no era un reticulo.

2. Si X es un conjunto, (P(X),C) es un reticulo. Claramente si A, B € P(X),
sup{A,B} = AUB e inf{A,B} = AN B.

6. Principio de induccién

6.1 Teorema. Sea {p(n)}n,en+ un conjunto donde para cada n € N*, p(n) es una
proposicion. Supongamos que:

i) p(1) es verdadera.

ii) Si p(k) es verdadera entonces p(k + 1) es verdadera Vk € N*.

Entonces p(n) es verdadera ¥n € N*.

6.2 Ejemplo.
Demostrar que 1 +2+...+n = w Vn € N*.
n=1. Claramente w = % =1.

Hipodtesis de induccién. Supongamos que la propiedad es cierta para un n € N* o
sea, 1 +24+...4+n= w es cierto.

Entonces 1 +2...+(n+1) =(1+2+...+n)+(n+1) = n(nTJrl)—l—(n-i—l) =
n(n+1) 2(n+1) _ (n+1)(n+2)
5 T3 = 2 -

12
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7. Estructuras Algebraicas

7.1 Definicion. Sea A un conjunto no vacio. Una ley de composicién interna
(LCI) en A es una aplicacién * : A x A — A. Si (a,b) € A x A, la imagen de (a,b) por
x se denota a * b.

7.2 Ejemplos.

1. - : N x N — N tal que la imagen de (a,b) € N x N es el producto a - b es una LCI
en N.

2. La suma + : R X R — R es una LCI en R.

3. La resta de ntimeros naturales no es una LCI en N.

7.3 Definicién. Sea x una ley de composicion interna en A.

i) Diremos que * satisface la propiedad conmutativa sia*xb="bxa Ya,b € A.

ii) Diremos que * satisface la propiedad asociativa en A si (axb)xc = ax(bxc) Ya,b,c €

iii) Dado e € A, diremos que e es elemento neutro de x siexa =axe=a Ya € A.

iv) Si x tiene elemento neutro e, dado a € A diremos que b € A es elemento simétrico
deasiaxb=bxa=e.

Si * es asociativa en A entonces si a, b, c € A, entenderemos a * b * ¢ como (a*b) *c =
ax (bxc).

7.4 Definicién. Un grupo es un par (G, *) donde G es un conjunto no vacio y * es
una LCI en g que verifica:

i) * es asociativa.

ii) 3 e € G elemento neutro de *.

iii) Vg € G existe elemento simétrico de g.

Diremos que un grupo (G, %) es abeliano si x es conmutativa.

7.5 Proposiciéon. Sea G un grupo. Entonces:
a) El elemento neutro es tinico.

b) Si g € G, g tiene un tnico elemento simétrico.

13
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Demostracién. a) Supongamos que e, é € G son elementos neutros. Entonces:

e=exé=E=¢.

b) Sea g € G y supongamos que g1, g2 € G son elementos simétricos de G. Entonces
gr=g1xe=g1*x(g*ga) = (g1%g)*xg2=exg2=ga. I

7.6 Notaciéon. Normalmente si (G,*) es un grupo abeliano se suele usar + en lugar
de x y si g € G, el inverso de g se denota (—g) y el elemento neutro por 0. Si (G, *) no

es abeliano, se suele mantener para la LCI %, para el elemento neutro 1 y si g € G, el

simétrico de g se denota g~ !.

7.7 Proposiciéon. Sea G un grupo. Entonces:
i) (67")'=g YgeG.

i) (g1xg2) ' =g2'*x17" V1,92 € G.

1 1

Demostracién. i) Como g+ g~ ! =g~ ! % g = e entonces (¢7)"1 =g.

1 1 1

i) (g1%92) % (927" ) (91) ' =grxexgi !t =eluego (g% g2) ' =g kg7l

7.8 Definicion. Si G es un grupo, un subconjunto no vacio H de G se dice que es
un subgrupo de G si:

i) Ve,y € H, zxy € H. (O sea, * es una ley de composicion interna en H.)

ii) (H,x) es un grupo.

7.9 Proposicién. Sea (G, *) un grupo con elemento neutro e y H un subgrupo de
G. Entonces:

i) e € H y por lo tanto, e es el elemento neutro en H.

ii) Sige H, y g~ ! es el elemento simétrico de g en G entonces g~ € H y por lo

1

tanto, g~ es el elemento simétrico de g en H.

Demostracién. i) Supongamos que € es elemento neutro en H. Entonces é x é = ¢

1

luego (éx*¢€) x e~ —éxé ! yentonces éxe=ecyasié=e.

ii) Si g es el elemento simétrico de g en H entonces g*xj=g+g=cluego =g 'y

g leH. g

14
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7.10 Proposicion. Sea GG un grupo y H un subconjunto no vacio de GG. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) H es un subgrupo de G.

ii) z+xy~t € H,Vx,y € H.

Demostracién. i) = ii). Es obvio.

ii) = i). Dado que H es no vacio, existe z € H. Entonces por hipétesis, 1 = zxz71 €
H. Asi H tiene elemento neutro.

Ahora, si € H entonces por hipétesis 7! = 1 x2~! € H, luego cada elemento de
H tiene elemento simétrico.

Si x,y € H entonces por lo anterior y~' € H y entonces por hipdtesis x * y =
x* (y 1)~ € H, luego * en H es una LCI.

Finalmente como * es asociativa en G, lo es H. Asi (H,*) es un grupo luego H es un

subgrupo de G. g

7.11 Definicién. Un cuerpo es una terna (K, +,-) donde K es un conjunto no vacio
v +,- son LCI en K tales que:

(I) (K,+) es un grupo abeliano. Denotaremos por 0 el elemento neutro de K y si
a € K denotaremos por —a es el elemento simétrico de a.

an

i) - es asociativa.

ii) - es conmutativa.

iii) Existe 1 € K \ {0} talque1-a=a VYa € K \ {0}.

iv) Vae K\ {0} existea™! € K\ {0} tal que a"'xa =1. A a~! le llamaremos
inverso de a.

v)a-(b+c¢)=(a-b)+(a-c) Va,b,ce K.

7.12 Ejemplos.

1. (R,+,) es un cuerpo.

2. (C,+, ") es un cuerpo.
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3. (Z,+,-) no es un cuerpo ya que por ejemplo 5 € Z \ {0} y no tiene inverso.
7.13 Definicién. Sean A, B conjuntos. Una ley de composicion externa(LCE) de A
sobre B es una aplicacion v : A X B — B.

7.14 Ejemplo. Consideramos v : R x R? — R? | v(\, (x,9)) = (Ax, \y). Entonces
v es un LCE de R sobre R?.

7.15 Definicién. Si (K, +,-) es un cuerpo, se define:
Klz) ={ap + a1z +asx® + ...+ a,2" | a; € K,1 <i<n,n €N},

Sip(z) = ap + a1x + asx® + ... + a,x™ con a, # 0 diremos que el grado de p(x) es n.
Cuando p(z) = a € K diremos que el grado de p(x) es 0. A ag,aq,...,as se les llama
coeficientes de p(zx).

En K|x] se pueden definir dos LCIL. Sea p(z) = ap + a1z + azx® + ... + apz™ € K|x]
v q(z) = bg + byx + bex® + ... + b, 2™. Supongamos que m < n.

+:

p(z) +q(x) = (ao +bo) + (a1 + b1)x + (az + b2)x® + ... + (@m + b ) 2™ + @ppr1z™ T +

...t a,x™.

p(x)-q(z) = (ap-bo) + (ap - b1 + a1 -bo)xr+...+ (ap-bp+ay - bp_1+... +an—1-b1 +
ap - bo)x™ + ...+ (@ - by )T

7.16 Definicién. Si K es un cuerpo, p(x) = ag + a1x + asx® + ... + a,2™ € Kx] y
a € K, diremos que « es una raiz de p(x) se define p(a) = ap+a1-a+ag-a®+...+a,-a".
Si p(a) = 0 diremos que « es una raiz de p(x).

7.17 Definicién. Si K es un cuerpo y p(z),q(x) € K|z], diremos que p(z) divide a
q(z) y se denota p(x)|q(z) si existe r(z) € Klz| tal que p(x) - r(x) = q(z). En otro caso

escribiremos p(z) fq(x).
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7.18 Proposicién. Sea K un cuerpo. Si o € K es una raiz de p(z) entonces
(z — a)lp(z).

7.19 Definicién. Sea K un cuerpo, p(x) € K[z] y a € K es una raiz de p(x), diremos
que « es de mutiplicidad r € N* si (z — a)"|p(x) pero (x — )™ Jp(x).

7.20 Ejemplo.

Consideramos p(z) = 2® — 72? + 162 — 12 € R[z]. Entonces = 2 es una rafz de p(z).

Dado que (z — 2)?|p(z) pero (z — 2)® /p(z) se tiene que 2 es una raiz de p(x) de
multiplicidad 2.

El siguiente resultado es conocido como Teorema Fundamental del Algebra.

7.21 Teorema. Sip(x) € C[z] y el grado de p(z) es mayor que 0 entonces existen

a, 21,22, ..,2n € C tales que p(x) = a(x — z1)(x — 22) ... (x — 2.
8. Notacién

Para finalizar éste capitulo, introducimos las siguientes notaciones:

i) Si 4 es una ley de composicién interna en Ay ay,as,...,a, € A denotaremos por:

n
Zai:al-l—ag-l—...—l—an.
=1

ii) Si - es una ley de composicién interna en A y aq,as,...,a, € A denotaremos por:
n
Hai:al a2 ... Qp.
i=1

iii) Si Ay, Ay, ..., A, son conjuntos se denota:

JAi=A40A4,u.. . UA, ={z|Jie{l,...,n} conze A}

i=1

(NAi=AnA;n...nA,={z|zeAVie{l,. . ,n}}

=1
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