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Con esta tema iniciamos el bloque del curso dedicado al anáIisis de una 
variable. Comenzaremos la lección presentando la toy ologia que necesitare- 
mos a lo largo de este bloque. La segunda parte la dedicaremos al estudio 
de las sucesiones de números reales donde, después de repasar todo lo que 
ya ha sido estudiado en la Educación Secundaria sobre ellas, introduciremos 
dos nuevos mktodos que permiten calcular limites de sucesiones como son el 
criterio del emparedado y el criterio de Stolz. Dedicaremos la ultima parte 
de la lección al estudio de las series númericas. 

El tema se ha estructurado en los siguientes apartados: 

Topología de la recta real. 

Definición de siicesión y formas de representarla, tipos de sucesiones. 
Convergencia de sucesiones. Propiedades. 

Cáiculo de limites. Repaso de algunos métodos ya estudiados anterior- 
mente. Criterios del emparedado y de Stolz. 

= Definicibn de serie riumérica. Convergencia y suma de una serie numéri- 
ca. Y 

m Algunas series surnables: Series geomktricas, aritmético-geométricas y 
telescópicas. 

Algunos criterios para el análisis de la convergencia de una serie numéri- 
ca. Convergencia absoluta. 



Topología de Ia recta real 

Para empezar es te tema, presentaremos algunos coliceptos de topología 
de la recta real. 

Definición 1 Si a, b E P con a < b se define: 
'i) [a,b] = { X E  B 1 a s  x < b) .  
ii} ]a, b[= {x E R 1 a < x < bb). 
iii) [a, b[= {x E B 1 a < x < b ) .  
iv) ]a,b]  = { x  E R ( a < x < b} .  
v )  [u,m1= { X E  a ( x > a ) .  
vi) ]a ,m[= (x E W 1 z > a), 
vi;) ] - m,b] = {x E R ( x 5 b) .  
v.ii.i) 1 - m,b[= (x f W ( x  < b) .  

Pasamos a dar los conceptos de punto de acumulación y punto interior 
de subconjunto de R, fundamenta1es para los conceptos de limite y derivda 
respectivamente. 

Definicidn 2 Sea A C R y xo 6 R. 
i )  Diremos que so es un punto interior de A si existe r > O tal que 

]x,, - T, zo + T[S A .  
9'6) Diremos que xo es un punto de acumznlaci6n de A si existe r > O tal 

que Izo - T ,  zo t T ( \ { X ~ )  f l  A'I'E~ otro caso diremos que zo es un punto 
aislado de A. 

No es difícil observar que so es un punto de acuinulxi6n de A si siempre 
podemos encontrar puntos de A diskintos de xo tan priiximos a so como 
queramos. 

Ueiín~ción de sucesion y primeras propiedades. Conver- 
. gencia 

Definición 4 Una sucesión de ntímeros reales es una aplicación 

tal que la imagen de un 71. E N* es h. 
Denotaremos esta sucesión por (a,)?=, o simplemente p o ~  a,. 



Si no ocurre ninguno de  los casos anteriores, diremos que la sucesión es 
osciEante. 

Den~taremos  por Iírn,,, a, al l'Pnite cuando n tiende a m de a,. 

Proposici6n 1 Si una sucesión a, es convergente entonces su lz'pnite es 
único. 

Para acabar este apartado introducimos el consepto de sucesión de Cauchy: 

: - -  - ,Definición 8 Un sueesiún de números reales a, se dzce que es de Cauci~y si 
' 

, , pwa  cada E > O existe un n o  E N* tal que si n, m > n o  entonces In, - a,l < c. 

Entonces se obtiene: 

Proposición 2 Toda sucesión de Cauchy es conue~genfe. 

Nota. 
La importancia del resultado anterior es que en ciertos casos se puede 

afirmar la convergencia de una sucesión sin tener que conocer e1 valor de su 
limite. 

Calculo de límites. Repaso de algunos métodos ya es- 
tudiados anteriormente. Criterios del emparedado y de 
St olz. 

Con respecto al límite de sucesiones cuyos términos generales son poli- 
nomios, se obtiene: 

Proposici6n 3 i )  Si a, = a p a m  todo n E N* entonces lim,,, a, = a. 
i.8) Si k es un a h e r o  real positivo entome3 Ii-,, nk = +m, lím,,, -nk = 

-m y Iímn-.rn 5 = 0. 

Proposici6n 4 Si a, es un polanomio de grado mayor que O y a es el coe- 
ficiente del monomio de mayor grado entonces: 

'U 

i) lír~~,,, rt, = m si a > 0. 
Oíi) Iím,,, -a, = -m si a < 0. 

Con respecto a las operaciones entre sucesiones se obtiene: 



Formas de definir una sucesi6n: 
: 1. Por U-n numero finito.de términos ~ l i e  m e  determinan ,-- t,nta.lmentc! la. 

si rcesih~.  
por ejemplo: 
La sucesión 2,4,6,8,10,12,. . ., o la sucesión 1 ,  -1 ,1 ,  -1,Z, -I,1, -1,. . .. 

, 2. Por su término eneral, que es una expresión que da la imagen de un 
tkrmino genérico de la sucesiiin a, en función de n. 

Por ejemplo: 
La sucesión a, = Tb+I . , o la sucesión b, = n2 - 2. 
.&.: Por ,rec.urrfzncia, donde cada término se obtiene a partir de los anteri- 

ores. 
Por ejemplo: 
La suces ih  al = 2, a, = hP1 + 3 para todo n > 1. 

Definicidn 5 Sea a, una sucesidn de ~ I ~ V ~ ~ T Q S  reales. 
i) Dzrernos que a, es creciente si a, 5 %+I para todo n E N*. 
ii) Diremos que a, edrec ien te  si a, 2 para todo n E N*. 
iii) Dzrernos que a, es monótona si es creciente o decreciente. 
iw) Dzrernos que a, es estrictamente creciente si CE, < h+l para todo 

n E N*. 
u) Diremos que a, es estrictamente decreciente si a, > a,+l para dodo 

n E N*. 

Definición 6 Sea a, una sucesión de n&meros reales. 
i) Diremos que a, está acotada superiormente si existe un k f ]19 tal que 

a, 5 k para todo n E N*.  Entonces dzrernos que k es una  cota S U ~ ~ ~ O T  de 
&L. 

ii) Di~emu8  que a, está acotada inferiormente si existe un m E R tu¡ que 
a, 2 m para todo n f W. Entonces diremos que m es una wfa inferior de 

an - 
iii) Diremos que a,, esté acotada si lo estd superior e inferiormenfe. 

DefipLcl6n 7 Sea a, psna sucesión de n&nero-os reales y 1 E R. 
+ 

.i) Uiremos que el limite cuando n tiende rm m de a, es 1 sz para todo 
E > O existe un no E tal que si n 2 no entonces la, - 11 < 6. En ese caso 
diremos que la spdcesión es convergente IJ converge a L. 

ii) Diremos que el limate cuando 7x tiende a m de a,, es i-m si para f odo 
k E B existe u n  no E R tal que si n > n, entonces a, > k. En ese caso 
diremos que la sucesión es divergente .y dáverge a +m. 

izi) Diremos qae el limite cuando n tiende a m de a, es -m si para todo 
m E R existe un no f R tal que si n > n~ entonces a, < k .  En ese caso 
diremos que la sucesión es divergente y diverge n -m. 



Proposición 5 Sean u, y b, sucesáones de ndrraeros reales tales qae litn,,,, a, = 
a E R y lírn,,, b, = b E R. Entonces: 

i )  lim,,, (a, + b,} = a +  b. 
ti) Km,,, (a,  - b,) = a - b .  L- 

\ . ' i i i)  l i r n n , , ( e , . b n ) = a - b .  
iv) Si b, # O pQTa todo n E W y b # O entonces liin,,, 2 = :. 

lJ v) lírn,,, a> = a . 

Proposicidn 6 Si a E R y lim,,, a, = +m entonces: 
i) lírn,,, aan = O ,  si -1 < a < 1. 
i i )  lim,,, a'" # si a > 1. 
iii) La sucesión es oscflaat e sf a < - 1. 

De forma análoga se obtiene: 

Proposición 7 Si a E B y lírn,,, a, = --m entonces: 
i) lím,,, aan = +m sz O < a < 1 .  
ii) lim,,, aan = O si la1 > l. 
iti) La sucesión es osczlanfe sz - 1 < a < 0. 

Prop_osiciiín 8 Supungamos que a, es una sucesión monótona creciente y .---- . . ._ 
acotada superiomente. Enf once3 es convergente. 

De la misma forma se obtiene: 

Proposicióii 9 Supongamos que a, es una sucesio'n monótona decreciente - --- __..* 
y acotada inJei,&mente. Entonces a, es convergente. 

Presentamos dos criterios que permiten el cálculo de algunos tipos de 
sucesiones. 

El primero es conocido como el criterio de Stolz: 

i Pro~osicidn <S -= -. -. 10 -, i) Sean a, y bn sucesiones de nGmeros reoles tales que 
l i b , ,  a, = lim,,, b, = O. Si b, es estrictamente decreczente entonces: 

a, lím - = lírn %+l - a, 
n+mbn n+m b , + - b n V  

i )  Sean a, y bn sucesiones de numeras redes tales que lim,,, a, = 

Iím,-+, b, = m. Si b, es estricfamente creciente entonces: 

, an lim - = lim an+1 - a, 
n+mb, n + m b , + i - b , '  



El segundo se conoce como el criterio del emparedado: 

Proposici6n 11 Sean u,, B, y c, sucesiones de npinaerus reales tales que 
& 5 b, 5 c, para todo n E N* y lím,,,a, = Iím,,,c, = 1. Entonces 
Límn.+m bn = l .  

Finalmente abordamos la indeterminación 1". 

Proposición 12 Sean a, y b, sucesiones tales que lím,,, a, = 1, existe 
una no E N* tal que a, # 1 para todo n 2 no y lirn,,, b, = m. Entonces 

Definicidn de serie numérica. Convergencia y suma de una serie 
numérica 

Definici6n 9 Sea a, una sucesión de números reales. A partir de ésta con- 
struamos la siguiente sucesión: 

SI = a l .  

Sz =al  f aa. 
S3 = al + a2 + a3.  

. . .  
Llamar.emos serie asociada a 6, ~t la sucesión S,. Denota~emos a dzcha 

sucesión por (EL, h) O por a,. A esta suceszón también se le llama 
sucesáón de sumes parciales. 

Dzremos que Ea serie xn=, a, es convergente sz lo es la sucesáón S,. Si 
lim,,, S, = a, escribaremos E:=, & = a y diremos que la suma de dicha 
serie es a. Diremos que la serie es divergente se' el límite es +w o -a. En 
otro cmo, diremos que 1~ serie es oscilante. 

Ejemplo 
La serie (E:==, i) tiene por términos: 
l , i + ~ , l + ~ + f , l + ; + f  + f  . . . . .  

Denotaremos por Ea, una serie donde el primer término de a, para el 
que comenzamos a sumar no queda determinado, siendo posible cualquier 
valor n E N. 

m : , .  . . 
, , 

..--.- . .  - ........ - . .-." -- .. -- p.--.----- --..-.-----p. - 



Algunas series sumables: Series geométricas, aritmético- 
geométricas y telescópicas 

En algunos casos, no es difícil el cálculo de la suma de una serie. En este 
apartado presentamos la forma de calcular la suma, de los siguientes tipos de 
series: 

1. Series geomg tricas: 
Son de la forma >: a, donde a, es un progresión aritmética de primer 

término a y razón T .  

Entonces, es sencillo ver que a, vale: 

3. La serie es oscilante si T < -1. 

2. Series aritmético-geomé tricas: 
Son de la forma a,. b, donde a, es una progresión aritmética de primer 

término a y diferencia d,  y bn es una progresión geométrica de primer termino 
1i y razón r.  Entonces, si < 1 se tiene que 

ab dar 
a,b, = - + 

1 - T  ( l - ~ ) ~ '  

3. Series telescópicas: Son de la forma a, donde a, = b, - b,.kl 
siendo b, una sucesión cualquiera. Si consideramos por ejemplo r,M= =, anl la 
sucesiiin de sumas parciales seria: 
Sn = (bl  - b Z )  + (& - b3) + . . . + (bn-1 - bn) + (bn - bn-1) = bl - bnfl Y 

así: 

Ur 

Algunos criterios para el análisis de la convergencia de una serie 
numérica. Convergencia absoluta. 

Eri este apartado damos algunos criterios que aunque no permiten conocer 
la suma de una serie, si nos dicen si ésta es convergente o divergente. 

Proposicidn 13 Sz ): a, es convergente entonces Iím,,,, a, = 0. 



El resultado anterior permite descartar la convergencia de series a, 
Lales que Lím,,, a, # 0. 

Series de términos positivos 

Claramente, una serie de términos positivos es siempre o convergente 
(cuando las sucesión de las sumas parciales es acotada) o divergente a +m. 

El primer resultado que se obtiene es: 

ProposicMn 14 Sean Ea, 2, b, series de téma'nos positivos tales que 
a, 5 b,. Entonces: 

- 1). Si b,, es convergente entonces a, es convergefite. 

11) Si a, es divergente entonces b, es divergente. 

El siguiente resultado estudia la convergencia de algunas series: 

Proposición 15 i) La serie es divergente (Ésta es concida como 
la serie amónica).  

ii) En general, $ es divergente si O < a < 1 y es convergente si 
a > l .  

iiz) E:==, na es divergente (Esto es consecuencia. del primer msultado de 
este apartado). 

iv) En=, 5 = n2/6. 

Definicion 10 Dzremos que dos series tienen el mismo carácter si ambas 
son convergentes o ambas son divergentes. 

Adernzís se obtiene: 

Proposición 16 Sean a, 9 bn series de f kmanos positivos. Si existe 
lim,,, 2 = a con a # O ,  a # m entonces un y b, tienen el mismo 
carácf er. 

El criterio anterior permite obtener el carácter de series que son cacientes 
de polinomios a partir del carácter de series del tipo s. 

A continuacióri se tiene el criterio de cociente: 

an+i Proposición 17 Sea 4, una serie de términos Si r = lirn,,, 
eat onces: 

1) Si T < 1 entonces C a, es convergente. 



11) Si r > 1 entonces a, es dzvergente. 

Observar que si lim,,, y = 1 ,  el criterio anterior no desvela el carácter 
de la serie. En este caso, puede ser util el criterio de Raabe: 

Proposici6n 18 Sea a, una ser ie  de témanos positivos. Si r = Lim,,,n(l- 
-41) a n  entonces: 

I) Si r > 1 entonces es convergente. 

11) Si T < I entonces E a, es divergente. 

El último criterio de series términos positivos presentado es el criterio de 
la raíz: 

Proposición 19 Sea E a, una s e ~ e  de términos. Sz r = lirn,,, *,., en- 
tonces: 

1) Si r < I entonces a, es convergente. 

11) Si r > 1 entonces a, es dieiergente. 

Series de términos no necesariamente positivos 

Existen algunos criterios que analizan la convergencia de series de térmi- 
nos no necesariamente positivos. Nosotros nos restringiremos al estudio de 
series alternadas y a la convergencia absoluta. 

Para el estudio de la convergencia de series de terminos cualesquiera, 
introducimos la convergencia absoluta. 

Definici6n 11 Diremos que serie a, es absolutamente comergente si 
C la,i es convergente. 

Entonces se obtiene: 

Proposición 20 Toda serie absolutamente convergente es convergente. 

Series alternadas Lb 

Una serie alternada es aquella cuyos términos pares son positivos y los 
impares negativos o recíprocamente. 

Un resultado sobre el carácber de las series alternadas es el criterio de 
Leibnitz: 

Teorema 1 Si la sucesió~~ a, es monótona decreegente y lim,,,a, = O 
entonces E(-1)"~ es convergente. 
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