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Con esta tema iniciamos el bloque del curso dedicado al andlisis de una

variable. Comenzaremos la leccién presentando la topologia que necesitare-
mos a lo largo de este bloque. La segunda parte la dedicaremos al estudio
de las sucesiones de ndmeros reales donde, después de repasar todo lo que
ya ha sido estudiado en la Educacién Secundaria sobre ellas, introduciremos
dos nuevos métodos que permiten calcular limites de sucesiones como son el
criterio del emparedado y el criterio de Stolz. Dedicaremos la iltima parte
de la leccién al estudio de las series ntimericas.

El tema se ha estructurado en los siguientes apartados:

Topologia de la recta real.

Definicién de sucesién y formas de representarla, tipos de sucesiones.
Convergencia de sucesiones. Propiedades.

Cailculo de limites. Repaso de algunos métodos ya estudiados anterior-
mente. Criterios del emparedado y de Stolz.

Delfinicidn de serie numérica. Convergencia y suma de una serie numéri-
ca. -

Algunas series sumables: Series geométricas, aritmético-geométricas y
telescdpicas.

Algunos criterios para el andlisis de la convergencia de una serie numéri-
ca. Convergencia absoluta.



Topologia de la recta real

Para empezar este tema, presentaremos algunos conceptos de topologia
de la recta real.

Definicién 1 Sia,b € R cona < b se define:

i)d0ebl={zecR|a<z<b}

i) la,b={z€R | a <z <b}

i22) e, b= {r€R | a <z < b}.
w)e,bl={zs€R|a<z<b}

v} [a,00[={z € R | z > a}.

vi) lo,0[={z € R | z > a}.

vit) | —o0,b)={z € R |z < b}.
viti) | —00,b[={z € R | z < b}.

Pasamos a dar los conceptos de punto de acumulacidn y punto interior
de subconjunto de R, fundamentales para los conceptos de limite y derivada
respectivamente.

Definicién 2 Sea ACR yz € R.

i) Diremos que xg es un punto inierior de A si existe r > 0 tal que
Jzo — 7,20 + 7[C A.

1) Diremos que Tg es un punto de acumulacion de A st existe r > 0 tal
que |zy — 7,20 + T{\{Z0} ﬂ A¥CEn otro caso diremos que Tg es un punto
aislado de A.

No es dificil observar que z es un punto de acumulacién de A si siempre
podemos encontrar puntos de A distintos de zg tan préximos a zy como
Queramos.

Definicién 3 Sia,b € R se define la distancia entre ¢ y b como d{e,b) =
la — b

Detinicion de sucesion y prlmeras propiedades. Conver-

gencia

Definicién 4 Una sucesidn de niimeros reales es una aplicacidn
N* — R

tal que la tmagen de un n € N* es a,.
Denotaremos esta sucesidn por (a,)%2, o simplemente por a,.
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St no ocurre ninguno de los cesos antertores, diremos que la sucesién es

oscilante.
Denotaremos por My, o 2 al limite cuando n tiende a 0o de a,.

Proposicion 1 Si une sucesidn a, es convergente enfonces su limite es
dnico.

Para acabar este apartado introducimos el consepto de sucesién de Cauchy:

~. Definicién 8 Un sucesidn de ndmeros reales a, se dice que es de Cauchy si
~ para cada € > 0 existe un ng € N* tal que sin, m > no entonces |an—am| < €.

Entonces se obtiene:
Proposicion 2 Toda sucesion de Cauchy es convergente.

Nota.
La importancia del resultado anterior es que en ciertos casos se puede
afirmar la convergencia de una sucesién sin tener que conocer el valor de su

limite.

Calculo de limites. Repaso de algunos métodos ya es-
tudiados anteriormente. Criterios del emparedado y de
Stolz.

Con respecta al limite de sucesiones cuyos términos generales son poli-
nomios, se obtiene:

Proposicién 3 ) 5ia, = « para todo n € N* entonces llm, o0 0, = a.
1) Si k es un numero real positivo entonces lim,_, o nf = 400, lim,_,q —n* =
—o0 ¥ lim, e n—l,; =0.

Proposicién 4 Sia, es un polinomio de grado mayor que 0 y a es el coe-
ficzente del monomic de mayor grado entonces:
1) lim, spq =00 sia > 0.
1) liMy_ye0 —Gn = —00 St a < 0.

y

Con respecto a las operaciones entre sucesiones se obtiene:




Formas de definir una sucesién:
.1. Por un nimero finito de términos que me determinan totalmente la.
sucesit.ﬁn.
ror ejemplo:
La sucesién 2,4,6,8,10,12,..., o la sucesién 1,-1,1,-1,1,-1,1, -1, .. ..
2. Por su término general, que es una expresion que da la imagen de un
término genérico de la sucesién a, en funcién de n.
Por ejemplo:
La sucesién ¢, = % o la sucesidén b, = n? — 2.
- 3. Por recurrencia, donde cada término se obtiene a partir de los anteri-
ores.
Por ejemplo:
La sucesién a, = 2, a, = a,_1 + 3 para todo n > 1.

Definicién 5 Sez a, una sucesién de nidmeros reales.

1} Diremos que a, es creciente st a, < any1 para todo n € N*,

i) Diremos que an es&mciente St Gp 2 @41 pora todo n € N*,

1) Diremos que a, es mondtona si es creciente o decreciente.

iw) Diremos que a, es estrictamente creciente st Gn < Gn41 pare todo
n € N*.

v} Diremos que a, es estrictamente decreciente si @, > an41 pare todo
n e N*.

Definicién 6 Sea a, unae sucesion de nimeros reales.

t) Diremos que a, estd acotada superiormente st existe un k € R tal que
an < k para todo n € N*. Entfonces diremos que k es una cota superior de
Gy

it) Diremos que a, estd acotada inferiormente si existe un m € R tal que
an > m para todo n € N*. Entonces diremos que m es una cota inferior de
a,.

ti8) Diremos que a,, estd acotada si lo estd superior e inferiormente.

Definicién 7 Sea a, una sucesion de nimeros reales y | € R.

£} Diremos que el limite cuando n tiende a 0o de a, es | st para todo
€ > 0 existe un ng € N tal que si n > ng entonces lan — ] < €. Err ese caso
diremos que lo sucesion es convergente y converge a l.

#t) Diremos que el limite cuando n tiende a oo de a, es 1-co st para todo
k € R eziste un ng € R tal gue si n > my entonces ap, > k. En ese caso
diremos que la sucesion es divergente y diverge a +00.

11} Diremos que el limite cuando n tiende o 0o de a, es —o0 st para todo
m € R existe un ng € R tal que st n > np enfonces a, < k. En ese caso
diremnos que la sucesidn es divergenie y diverge @ —oo.
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Proposicién 5 Sean a, y b, sucesiones de nimeros reales tales que lim, o a, =
a € R ylim,_, b, = b € R. Entonces:
3) limy, 0 (@n + ba) =a+b
, N 1) Hmpyeo (@n — b)) = a — b.
N ) My e (Gt te) =a b
¥ i) Sib, # 0 paratodon € R yb+# 0 entonces lim, ,00 > = §.
' v) lim,,ealr = ab.
Proposicién 6 Sia € R y lim, o 8, = +00 entonces:
) limp 00’ =05t -1 <a < 1.
i) lim, o 0% =tdsia > 1.
i5) Lo sucesidn es oscilonte si a < —1.

De forma andloga se obtiene:

Proposicion 7 Sia € R gy lim,c0 0n = —00 entonces:
) lim,,na* =+ 510 <a < 1.
) lim, ,o a® =0 si |a| > 1.
125) La sucesidn es oscilante si —1 < a < 0.

Proposicién 8 Supongamos que a, es una sucesidn mondtona crecienie y
acotada superiormente. Fntonces a, es convergente.

De la misma forma se obtiene:

Proposiciér: 9 Supongamos que a, €s una sucesidn mondtona decreciente
y acotada injertormente. Entonces an es convergente.

Presentamos dos criterios que permiten el cdlculo de algunos tipos de

sucesiones.
El primero es conocido como el criterio de Stola:

) Proposicién 10 i} Sean a, y b, sucesiones de ndmeros reales tales que

lim, o0 Gn = liin00 bn = 0. Si b, es estrictamente decreciente entonces:

o

s - an 1~ a
lim -2 = lim 2+ 7
n—co b, n—oo by — by

i) Sean a, y b, sucesiones de nimeros recles lales que limg o0 @y =
1My _s00 0n = 00. 8% b, es estrictamente creciente entonces:
Qg Gn+1 — Qn

lim — = lim .
n—oo b, n—o0 Yny1 — by




El segunde se conoce como el criterio del emparedado:

Proposicion 11 Sean a,, b, ¥ ¢, sucesiones de nimeros reales {ales que
an < by € ¢, para fodo n € N* y limpyeo @ = im0 = . Entonces
limg o0 b, = 1.

Finalmente abordamos la indeterminacidn 1%°.

Proposicién 12 Sean a, y b, sucesiones tales que limy o 2, = 1, exisie
una ng € N* fal que o, # 1 para fodo n > ng y im0 b = 00. Entonces

lim ab" . elimn_;w bn{ar—1)}
n—eo

Definicién de serie numérica. Convergencia y suma de una serie
numeérica

Definicion 9 Sea a,, una sucesidn de nimeros reales. A portir de ésta con-
struimos la siguiente sucesion.:

Sl = @j.

Sz =a) + as.

Sa =a +az+aa-

Sn=01+ag+...+d.n.

Llamaremos serie asociade a a, a la sucesion S,. Denotarernos a dicka
sucesion por (3.0 an) 0 por > > an. A esta sucesidn también se le llama
sucesion de sumas parciales.

Diremos que la serie D .., an €s convergente si lo es la sucesidn S,. St
lim,_ 00 Sp = 8, escribiremos E:';l an, = a y diremos que la suma de dicha
serie es a. Diremos que la serie es divergente si el limite es +00 0 —oo. En
otro caso, diremnos gque la serie es oscilente.

Ejemplo
La. serie (3 ., =) tiene por términos:
LI+ t+3+31+5+3+5,...

Denotaremos por ) a, una serie donde el primer término de a,, para el
que cornenzamos a sumar no queda determinado, siendo posible cualquier
valor n € N.

e A —




Algunas series sumables: Series geométricas, aritmético-
geométricas y telescopicas

En algunos casos, no es dificil el cdlculo de la suma de una serie. En este
apartado presentamos la forma de calcular la suma, de los siguientes tipos de
series:

1. Series geométricas:

Son de la forma > a, donde a, es un progresién aritmética de primer
término o y razdn r.

Entonces, es sencillo ver que > a, vale:

1. Ya,=7Lsi-1<r<l.

-r

2. oosir>1.

3. La serie es oscilante s1 7 < —1.

2. Series aritmético-geométricas:

Son de la forma ) a,, - b, donde a, es una progresién aritmética de primer
término a y diferencia d, y b, es una progresion geométrica de primer término
b y razdén 7. Entonces, si |[r| < 1 se tiene que

dar

Zab = ab + .
TP 1—7 (1—-1)2

3. Series telescépicas: Son de la forma 3 a, donde @, = bp — bnp
siendo &, una sucesion cualquiera. Si consideramos por ejemplo 3 07 a,, la
sucesién de sumas parciales seria:

Sp = (bl_b2)+(b2_b3)++(b -1 *_bn)""(bn_bn—l):bl —Untl Y

rl

as1:

Y n = by — lim buyy = b — lim b,
N—F00

nN—c

“

Algunos criterios para el andlisis de la convergencia de una serie
numeérica. Convergencia absoluta.

En este apartado damos algunos criterios que aunque no permiten conocer
la suma de una serie, si nos dicen si ésta es convergente o divergente.

Proposicién 13 5: ) a, es convergente entonces lim, ,00an = 0.




El resultado anterior permite descartar la convergencia de series Y ay,
tales que lim,_ ;o @n # 0.

Series de términos positivos

Claramente, una serie de términos positivos es siempre o convergente
(cuando Jas sucesién de las sumas parciales es acotada) o divergente a +oo.
El primer resultado que se obtiene es:

Proposicién 14 Sean > a, y >_ b, series de términos positivos tales que
an < b,. Entonces:

“1). Si )b, es convergente entonces > a, es convergente.

11} 51 a, es divergente entonces Y b, es divergente.

Fl siguiente resultado estudia la convergencia de algunas series:

o1

neo 5 €8 divergente (ésta es concida como

Proposicién 15 i} La serie )
la serie armdnica).

11) En general, Y ooy ni,, es divergente 51 0 < o < 1 y es convergente si
a>1.

118) Y .., n* es divergente (Esto es consecuencia_del primer resultado de

este apartado).
w) 3oy s =m/6.

Definicién 10 Diremos que dos series tienen el mismo cardcter si ambas
son convergentes o ambas son divergentes.

Ademas se obtiene:

Proposicién 16 Seen ) a, y )_ b, series de términos posttivos. Si existe
im0 §2 = a con a # 0, a # 00 entonces 3 an Y Y b, tienen el mismo
cardcter.

El criterio anterior permite obtener el cardcter de series que son chcientes
de polinomios a partir del cardcter de series del tipo > | nlq
A continuacién se tiene el criterio de cociente:

Gnt1
an

Proposicién 17 Sea > a, una serie de términos positives. Sir = liMap_yeo
entonces:

1} Sir <1 entonces ) ap €s convergente.

8
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1) Sir > 1 entonces Y a, es divergente.

Observar que si lz‘mn_,m“—:’r—‘ = 1, el criterio anterior no desvela el caracter

de la serie. En este caso, puede ser util el criterio de Raabe:

Proposicién 18 Sea > a, una serie de términos positivos. Sir = lim, ,on(1-

Qn4l .

2tl) entonces:
1) Sir>1 entonces ) a, es convergente.
11} Sir <1 entonces Y a, es divergente.

El iltimo criterio de series términos positivos presentado es el criterio de
la. raiz:

Proposicion 19 Sea > a, una serie de términos. Sir = lim, o Van en-
tonces:

1) Sir <1 entonces > a, es convergente.

11) Sir > 1 entonces Y an es divergente.

Series de términos no necesariamente positivos

Existen algunos criterios que analizan la convergencia de series de térmi-
nos no necesariamente positivos. Nosotros nos restringiremos al estudio de

series alternadas y a la convergencia absoluta.
Para el estudio de la convergencia de series de términos cualesquiera,

introducimos la convergencia absoluta.

Definicién 11 Diremos que serie ) a, es absolutamente convergente si
Y |anl es convergente.

Entonces se obtiene:

Proposicion 20 Tode serie absolutamente convergente es convergente.

Series alternadas .

Una serie alternada es aquella cuyos términos pares son positivos y los
impares negativos o reciprocamente.
Un resultado sobre el caracter de las series alternadas es el criterio de

Leibnitz:

Teorema 1 5i la sucesion a, es mondiona decreciente y limy, o000y, = 0
entonces »_(—1)"a, es convergente.
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