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Grado en Ingenieria Quimica Industrial

Matematicas | - Problemas tema3 - Soluciones comentadas
Matrices, determinantes y

industriales sistemas de ecuaciones lineales

etsii UPCT

1. Determinar el rango de las siguientes matrices

3 2 1 2 3 5 1 0 5
A=1 4 2 3 B = 6 7 3 C = 6 14+2 3
5 0 -2 8 10 8 8 0 1—1
-2 -2 -3 2 0 112 2 -1
1 1 2 0 -1 1 2 0 3 1 -7 —1
D= 1 1 2 0 -1 E= 1 04 1 -3 F_(—zz )
3 3 2 1 21 6 3 —4
Solucioén: Usando escalonamiento de cada matriz:
3 2 1 Fl=F
5 0 =2 Fi=F, — gFl
3 2 1 F'=F
R R ET I F
14 li !
3 2 1
= 0 —% g =r(A)=3
0 0 —12

Aunque también podriamos usar el determinante

det (A) = (=124+30+0) — (104 0+ —16) = 18 + 6 =24 £ 0 = 1 (A) = 3

23 5 Fl=F
B= |67 3|=2!m=R 3R
8 10 8 Fi=F, —4F,
2 3 5 Fl'=F
= (0o 2 122! m=pg
0 —2 —12 FI' = F,— F
2 3 5
= [0 212 |=rB)=2
0 0 O



También podremos usar el determinante de B
det (B) = (112 + 72 + 300) — (280 + 144 + 60) = (484) — (484) =0

luego el rango no puede ser 3. Hay un menor de orden dos distinto de 0

2 3
da(G 7):14—@:—4#0

por lo tanto el rango es 2, como antes.

Para la matriz C', se procede de la misma forma, con la unica diferencia que el conjunto
de escalares es el plano complejo C

i 0 5 F| = F
C = | 6 1+i 3 ={ F=F—S%F
8 0  1-—i Fy=F—F
i 0 5
= | 0 1+i 3430
00  1+39%

y como ya estd escalonada el rango serd
r(C)=3

También podemos calcular su determinante, que al tener una columna de 0, podemos
desarrollar por los elementos de esa columna

det(C):(Hi)det((é 0 )) — (1414) (i (1 = 8) — 40)) = (1 +14) (1 +7 — 40) = (1 +1) (—39 +

determinante que es no nulo y por tanto el rango de C' serd 3, igual que antes.



Para la matriz D

Y para la matriz £

o O O |
W = N = W = =N

o O O

o O O

o O O o O O

o O O

_ o N =

2 -3 2 0 ( F{ =F
1 2 0 -1 FQ’ =F
=
1 2 0 -1 Fé = F;
3 2 1 0 L F‘i =F,
1 2 0 -1 ( Fl// = F1’
2 -3 2 0 FQ":le—i—QFl’
# 1! ! !
1 2 0 -1 F3 :F3—F1
3 2 1 0 L Fi’zFi—SF{
2 0 -1 " =Fr
1 2 -2 Fl’” :Fl”
00 o7 @:ﬁ
—4 1 3 Fi” — Fé’
2 0 -1 F14 = Fl”/
1 2 -2 { F24 = FQ’"
-4 1 3 Fél — Fé/' + 4F2///
00 0 Fj=Fy
2 0 =1
1 2 -2
00 = =r(D)=3
0 0 0
2 2 -1 ( Fll =
03 1 Fy=F—-F
=
4 1 —3 Fé:Fg—Fl
6 3 —4 L F4:F4—2F1
2 2 —1 Fl" = F1I
"o
-2 1 2 N ”FQ —,F2 /
2 -1 -2 F!' = F|+ F}
2 2 —
-2 1
00 =r(E)=2
00

Como son matrices 4 X 4, no usaremos el método de los determinantes que es demasiado
costoso operacionalmente.

Para la matriz F

)j{ﬂ

Fl = F .
= F,— Fy 0

—1

—1
21



se deduce que el rango es 2. En este caso sf que podemos usar el determinante para poner
det (F) = (—i) (i) — (=i) (—i) = —i* —i> =2 £ 0.

2. Hallar la inversa de la matriz A. Comprueba el resultado.

1 1 -3 o
A= 3 4 2 B:(_Z..Z)
1 -1 2 Lt

Solucién: Primero comprobaremos si es o no invertible, calculando su determinante

1 1 -3
A = 3 4 2|=P-N=19-20=-1
1 -1 2

P = 1-4.241-(=2)+(=1)+3-(=3)+(=1)=8+2+9=19

N = (=1)-4-(=3)+1-(=2)-(-1)+3-(1)-(2) =12+ 2+6 =20

Calculamos transpuesta

1 3 —1
Al 1 4 -1
-3 =2 2
Ahora la matriz adjunta
6 1 10
Adj (A" = -4 -1 -7
1 0 1

y obtenemos la inversa dividiendo por el determinante

ot (L
det (A) 1 0 —1

Comprobamos el resultado

1 1 -3 -6 —1 —10 100
A-A7 = 3 4 -2 |- 4 1 71=1010
-1 -1 2 -1 0 -1 00 1

Para el caso de la matriz B, ya hemos comprobado en el ejercicio anterior que su deter-
minante era 2 # 0, por tanto serd invertible. Calculamos su inversa mediante la férmula
de los determinantes, calculamos su traspuesta, al ser simétrica coincide con la matriz,

r [ —i —i
(5

4



y ahora su adjunta
oo (i
Adj (B )—<¢ _Z.)
y dividimos por el determiante para obtener la inversa

o, Ad (BT) B (
~ det(B)

[SIEENIES
| ol

[NSIEY
N—

y comprobamos el resultado

S APAN S AN B T Bt DN NS
. Hallar el valor de los siguientes determinantes

1 23 45

3 (2) ; j 1 2 456 1—¢ 2 1

(a) (b) 23579 () |1+¢ 3—i 1

2 31 4 o

445 9 -1 0 0 1 2 0 -1 142
20130

Solucién:

a) Utilizaremos operaciones elementales entre columnas y teniendo en cuenta las modifi-
caciones que se obtienen sobre el determinante con estas modificaciones. Cambiamos
las columnas 1 y 4 por combinaciones lineales de esa columna y la columna 3, estas
operaciones no modifican el valor del determinante

301 4 O = Cp — 305 001 0
9224:> Ch=Cy N 3 2 2 —4
2 31 4 Cl=0Cs -1 3 1 0
4 459 Oy =Cy —4C5 —-11 4 5 —11
Desarrollamos por los elementos de la fila 1
001 0 3 9 _4
3 2 2 —4
=1 -1 3 0
sl 0 —11 4 -11
—11 4 5 —11
y ahora desarrollamos por los elementos de la columna 3
3 2 —4
-13 0 :—4' __11 i‘—n‘ _? ;':—4(—4+33)—11(9+2):—237
—11 4 —-11



b) Utilizaremos operaciones elementales entre filas y teniendo en cuenta las modifica-
ciones que se obtienen sobre el determinante con estas modificaciones. Cambiamos
las columnas 2, 3, 4 y 5 por combinaciones lineales de esa fila y la fila 3, estas
operaciones no modifican el valor del determinante

12345 F|=F 1 2 3 4 5
12456 F=F-F 0o 0 1 1 1
2357 9|={ Fj=F-2F = |0 -1 -1 -1 -1
~1 001 2 F|=F+F 0 2 3 5 7
20130 Fl = F,—2F 0 —4 —5 —5 —10

Desarrollamos por los elementos de la primera columna

1 2 3 4 ) 0 1 1 1
0O 0 1 1 1
-1 -1 -1 -1
0o -1 -1 -1 -1|=
2 3 5 7
o 2 3 5 7 4 _5 5 _10
0 -4 -5 -5 —10
0o 1 1 1 F' = F| 0o 1 1 1
-1 -1 -1 -1 N Fy=F+F N -1 0 O 0
2 3 5 7 Fy = F} 2 3 5 7
-4 -5 =5 -—-10 F) =F] -4 -5 =5 —-10
y desarrollamos ahora por los elementos de la segunda fila
o1 Lo
S Py 2 |= (—=1)(-1) 3 5 7= 3 5 7
4 -5 5 _10 -5 —5 —10 -5 —5 —10
1 1 1 F" = F/ 11 1
3 5 T =q F)=F'—-3F }=10 2 4
-5 =5 —10 Fy' = F{ 4+ 5F 0 0 =5
Esta tltima matriz es triangular superior asi que
1 2 3 4 )
0o o0 1 1 1 11 1
0O -1 -1 -1 —-1|=|102 4|=1-2-(=5)=-10.
0o 2 3 5 7 0 0 =5
0 -4 -5 -5 —10




¢) Desarrollamos directamente sobre los elementos de la primera columna

1—i 2
1+i 3—i 1 | = (1—14)
0  —i i+2

3—1 1

-1 142 —i i+2

’—(1+i)

2@"

= A=) (B=i)(i+2) =1 (=) — (1+1) (2G+2) —i-(—1)
= (=) (T+i)+i)— (L+i) (20 +4) = 1)

= (1—i)(7T+2i) — (1+1) (3+2i)

= (9—5i) — (1+5i)

= 8—10

. Discutir y resolver, cuando sea posible, los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

T+2y—2—-2t=95 2t —y+2=95

01 — 4y + 22+ 4t = —10 —3r42y+2:=0 g”y_?’ztt__lz
(@) { y+t=1 (b) & —z—2y+2:=0 (c){ ;y 122__;_0

T+3y—2—t=6 T+y+z=0 3;+2yy_4zz_3t_:1

r—z—4t=3 or — 6y —22=0

Solucion: Utilizaremos el método de Gauss.

a)

1 2 =1 -2| 5 Fl=F 1 2 -1 =2| 5
—2 =4 2 4] —-10 F, = Fy + 2F, 0 0 0 0] 0
o1 0 1] 1 |[= F = F; =10 1 0 1] 1
1 3 -1 -1| 6 Fl=F, —F 0 1 0 1] 1
1 0 -1 —4| 3 Fl =F—F 0 -2 0 —2| -2

La fila 2 es nula, las filas 3 y 4 son iguales y la fila 5 es la fila 3 multiplicada por —2,
por tanto el sistema queda como:

=

01 0 1]1 yrt=1

Si tomamos



obtenemos de la 2 ecuacion
y=1—-t=1-p
y sustituyendo en la primera
r=5-2y+2+2t=5-2(1-0)+a+26=3+40+a

El sistema es compatible indeterminado con solucién

B4+ a+45,1—-5,a,0).

b)
2 -1 115 Fl=F, 1 1 110
-3 2 210 Fy=F, -3 2 210
-1 -2 210 | = Fi = F; = -1 =2 210
1 1 110 Fy=F 2 —1 115
5 —6 =210 F! = F; 5 -6 =210
1 1 110 F/' = F| 1 1 110
3 2 210 F) = Fy 4 3F] 0 5 510
1 -2 210 | = F} = F;+ F] = 0 -1 310
2 —1 115 Fy = F;+2F] 0 -3 —-11|5
5 —6 =210 F! = F. —5F] 0 —-11 —-710
1 1 110 F" = F/ 1 1 110
0 5 5|0 F) = 1Fy 0 1 1]0
0 -1 310 | = Fy' = F} = 0 -1 310
0 -3 —-1|5 F" = F} 0 -3 =115
0 —-11 =710 F!" = FY 0 —-11 —-710
1 1 110 F" = F" 1 1 110
0 1 110 F'=F 01 110
0 -1 310 | = F" = F/"+ F) = 00 4]0
0 -3 —-11|5 F" = F/" 4+ 3F) 00 2|5
0 —-11 =710 F!" = F" + 11Fy 00 4]0
Las dos tltimas ecuaciones nos dan
2z = b
4z =
que es claramente incompatible. El sistema inicial es incompatible.
c)
1 2 -3 1] 2 Fl=F 1 2 -3 1
2 -1 -1 -1 1 Fy=F,—2F N 0 -5 5 —3
-1 1 2 =110 Fi=F+F 0 3 -1 0
3 2 —4 3|1 F,=F,—3F 0 —4 5 —6



Intercambiamos columnas de la variable y (columna 2) y variable ¢ (columna 4)

1 1 -3 2| 2 ( F/=F] 1 1 -3 2| 2
0 -3 5 5| =3 | | FY = F} |03 5 -5|-3
0 0 -1 3| 2 Fy = F} 0 0 -1 3| 2
0 -6 5 —4| =5 | FY = Fy — 2F} 0 0 -5 6|1
1 1 -3 2| 2 ( F"=F 1 1 -3 2| 2
0 -3 5 =5 | =3 | Fy =Fy |03 5 =5| -3
0 0 -1 3| 2 F)' = FY 0 0 -1 3| 2
0 0 -5 6] 1 | F}' = Fy — bF} 0O 0 0 —-9| -9

Obtenemos el sistema triangular, teniendo en cuenta el cambio en las variables

r+t—3z+2y=2
—3t+ 5z —5y=-3
—2z+3y =2
-9y = -9

Que resolvemos facilmente
= 17
z = Jy—2=3-1-2=1,
1 1
T = 2-t+32-2y=2—-1+3-2=2,

El sistema es compatible determinado con solucién s = (2,1,1,1).
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