Curso 2021/2022

Grado en Ingenieria Quimica Industrial
Matemdticas Il - Soluciones problemas Tema 2
Calculo Integral

industriales Integral de Riemann
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1. Expresa el siguiente limite como una integral definida adecuada y calcula su valor

I ( L 2 ... )
1m e -
n—oo \ (n41)%  (n+2)° (n+n)?

Solucién: Trataremos de expresar el limite como una suma de Riemann que, recordemos,
tiene la forma

Sp =Y f(&) (xx — 251

k=1
donde &, € [ry_1 — xx]). Tomaremos una particién con puntos equidistantes, es decir,
Tk — Tp_1 = I’_T“ para k = 1,...,n. Esta simplificacién permite expresar la suma de
Riemann como
b—a —
S = E f (&)
n
k=1

Consideremos ahora el término del limite

1 2 n k

1P mr2f mn)? ke

3

Si ahora sacamos n factor comun en el denominador, podemos poner
_ k . k - k
= — = —
R LR | Sreesy
o tomando uno de los factores n del denominador y poniéndolo en el numerador
1;712(“%)2 ;n(l%f

el otro factor no depende de k y puede salir factor comiin en la suma

y comparando con la expresion de la suma de Riemann, esté claro que se trata del intervalo
[0,1] que ha sido dividido en n partes y se ha tomado &, = %, el extremo superior del
intervalo, la funcién utilizada es

T

f(x):m



Cuando n — oo, entonces la suma de Riemann se acerca al valor de la integral

1
/ T 4
o (I+x)

que es una integral racional que podemos resolver descomponiendo en fracciones simples,
el denominador tiene una raiz real doble

! Lo 1 1 ]! 1
/%dx:/ . de:{ln(:c—i—l)—i— } —1n(2) - -.
o (1+z) o +1  (z+1) z+1], 2

. Expresa el siguiente limite como una integral definida adecuada y calcula su valor

it ( n N n T n )
lm o o o S —
n—oo \ (n + 1)2 (n+ 2)2 (n+ n)2

Solucion: Se resuelve con el mismo mecanismo que el caso anterior

n _l’_ n +... Z
(n+1?%  (n+2) n+n (n+ k)?

Si ahora sacamos n factor comun en el denominador, podemos poner

n n

I (B

k=1 (n+k)* n)) =1 1 (1""%)2

simplificamos un factor n

- n u 1 1 1
DDy Dy ey DY e

S (1+5)° S+ k) = (k)

Por tanto la funciéon utilizada es

f(ﬂf):m

y el limite se puede calcular usando la integral definida

[ sl

. Expresa el siguiente limite como una integral definida adecuada y calcula su valor

If L 2
1m PR ——
n—oo \n3+1 nd3423 n? +n3
Solucién: Como en los ejercicios previos, expresamos el limite como un sumatorio
) e
ns +k
el

2



Sacando n? factor comin en el denominador, el sumatorio se puede expresar como
Z 3 k3
k=1 n (1 + n3)

subimos dos factores n al numerador

y sacamos el factor n fuera del sumatorio

k‘2
n2

1 A
EZ%+§

y se deduce que la funcién es
2

T =1

y el limite se puede calcular con la integral definida

1 2 1 2 1
T 1 3z 1 1
/0 1+$3$ 3/0 1+:c3$ {31&( —HU)]O 3n<)

4. Expresa el siguiente limite como una integral definida adecuada y calcula su valor

i vdn+1+---++4dn+n
im

n—00 n3/2

Solucién: Igual que en los problemas anteriores

Van+14 - ++dn+n \/4n+1+\/4n+2 +\/4n+n_zn:\/4n+k

n3/2 T p3/2 n3/2 n3/2 n3/2

k=1

Por una parte

3/2 1/2

n =n-n

por tanto
zn:\/4n+k 1 zn:\/éln—i—k
n

n - nl/2 ni/2
k=1 k=1

incluimos el denominador dentro de la raiz

I Jdn+k 1K J4n k1 ¢ k
PP DL e D e b DR (s
k=1 k=1 k=1

La funcién serd en este caso

flx)=vVi+z
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y la integral definida

1 1
/ Vi +axde = / (4+2)"de =
0 0

(4+$)3/2]1 A+1*2  (440)*?

3/2 3/2  3)2

0

g [ 3/2 _ 43/2} _

Vi -] -2 v

Wl Do

5. Sea la funcién

a) Halla el drea determinada por las rectas 2 =0, z =t > 0, el eje OX y [ (x).
b) Calcula el volumen obtenido al girar laregién anterior alrededor de y = 0.

c¢) iCudles son los valores correspondientes del drea y del volumen anteriores si hacemos
t — oo?

Solucion:

t

1

F(t) = / 5dr = [arctan z]; = arctant
0 1 +x

b) El volumen alrededor del eje OX

t t
1
Vox = 24y = /—d
OX /Oﬂf(x) T =T o (1+22)° X

Como son raices complejas multiples (i y —i), usaremos el método de Hermite para
encontrar una primitiva

1 _Ar+ B

(1+22)? 1422

+ H' ()

siendo el término de Hermite es

_Cox+D

C(l+2%)—2x(Cx+ D —Cz?2-2Dx+C
o) - Ot (1+2%) =20 (Co + D)

H' (z) = —

(1+22)? (14 22)°




es decir

1 B A;B+B+—C.r2—2D:1:—I—C
(1+22)? 1422 (14 22)?
 (Az+B)(1+2%) —Ca*—2Dx+C
(1 +22)°
AP+ (B-C)+x(A-2D)+B+C
- (1+22)"

e igualando numeradores
1=A*+2*(B-C)+2(A—-2D)+ B+ C
entonces

A =
B-C
A—2D
B+C =

I
_ o o o

cuya soluciones A=D =0y B=C = % De modo que

1 % %:L‘ '
(+a?) T+t <1+m2)

e integrando término a término

/ L 1/ Lo, iz L ctans o+ L7
— = adTr = < = —arctanr + - —
(1+ 22)° 2) 1+22 1422 2 21+ 22

y podemos calcular la integral definida

| 1 1z 1" 1 1 ¢
—2dx: —arctanz + — = —arctant + —
o (1+22) 2 21422, 2 2142

Siendo el volumen pedido

Lo oanga Lt
o — I‘ f—
Yox =m | garctant + 57 %

¢) Si hacemos t — oo en la expresion del drea y del volumen:

) T
Area = lim arctant = 5

t—o0

Vol - I L rctant -+ m
olumen 1m 7T — arctan — = —
t—o0 2 2 1 + t2



6. Calcula ,
y Jy sen (¢2)dt
:vlir(l) {EG

Solucién: Si calculamos directamente el limite teniendo en cuenta que faa f(x)de=0

y meQ sen (12) dt foo sen (t?)dt 0
eo0 a8 050

Luego podemos utilizar la Regla de L’Hopital

212
, sen ((m ) >2x . 2wsen(z*) |, sen(x?)
lim =lim —— = lim ———=
z—0 615 z—0 6x° z—0 3t

En lugar de seguir utilizando la regla de L’Ho6pital en este paso, utilizaremos infinitésimos
equivalentes puesto que
senz ~ x cuando xr — 0

podemos poner

senz? ~ z* cuando x — 0

de forma que

. sen (z) a2t 1
lim ————~ = lim — = —.
z—0 31’4 z—0 31’4 3
7. Calcula N
y 22 sen (¢%) dt
x% x2

Solucién: Si calculamos directamente el limite teniendo en cuenta que faa f(x)de=0

lim [ sen (¢2) dt B f002 sen (t2)dt 0

z—0 z2 02 0

Luego podemos utilizar la Regla de L’Hopital

2
sen (z2) — sen ((xQ) ) 21 sen (%) — 2z sen (%)
lim = lim

z—0 2x z—0 2z

En lugar de seguir utilizando la regla de L’Hopital en este paso, utilizaremos infinitésimos
equivalentes puesto que
senz ~ x cuando r — 0

podemos poner

senz? ~ 22 cuandoz — 0

senz? ~ z*cuandoz — 0

de forma que

i 560 (2?) — 2z sen (z4) . x? — 2xat 0
z—0 2z z—0 2z



8. Calcula el drea de la regién plana comprendida entre el eje X, la grafica de la funcién
T

A

y limitada lateralmente por las rectas t = —1y x = 1.

Solucién: El valor del darea viene dado por

1
/.
y observando la gréfica (o le valor de la funcién en cada subintervalo) podemos poner

1 0 1 0 1
—x T T T
/_1 v /_11+x4 x+/0 1+$4x /_11+x4 x—l—/o 1—1—m43j

no obstante la grafica es simétrica respecto al eje OY, podemos poner

1 1
x
/ dr =2 / Lz
-1 o 1+
que puede reescribirse como

1 1
2
2/ v 4da7:/ —xzda:: [arctanmﬂ(l):z—():—.
0 1+ZU 0 1+(l’2) 4

9. Halla el area encerrada por las curvas y = \/‘LEW ey = el I@

r=1yx=-—1.

—x
d
1+ 24 v

—x
d
1+ 24

—x
1424

3

W

, sabiendo que se cortan en




Solucién: El drea entre las curvas viene dada por la expresion

A= [ @ -g@las

donde f (z) = e'~*l (color azul) y g (z) = \/4+W (color verde). Teniendo en cuenta que
la funcién f (x) estd en el intervalo de integracién [—1,1] por encima de la curva g (z)
podemos quitar el valor absoluto y poner

a=[rw-s@ia= [ (¢ L)

y si ahora consideramos la definicién de g () = '~ 17!

g(w) ==
et <0

la integral se podrd poner como

1 1 0 1 ! 1
el — —) dr = / <el+x — —) dz +/ (el_x — —) dx
/_1 ( \/4 — 31‘2 -1 \/4 — 3.T2 0 \/4 — 3%2

También es posible, simetria respecto al eje OY, calcular sé6lo el drea de la parte positiva,
el drea total serd dos veces ese valor.

1 1 1 1 1
el_w —— | dx = / el_xdx — / —dx
/0 < \/4—31‘2) 0 0 \/4—3562

La primera integral se hace mediante el siguiente cambio de variable

4
322 = d4dsen’t = 2? = —sen’t
r = —=sent
V3
2
dr = —=cost dt

V3

Los nuevos extremos de integracién son

2
r=0=0=—sent=0=sent=¢t=0

V3

2 3
a::1=>1:—sent:>£:sent:>t:g

/3 2

luego

de = —cost dt

L | 5 1
/[) V4 — 322 /0 VA4 —4sen?t /3

2
3

- LAl e
8



La segunda integral es inmediata

1 1
/ el Tdr = / el dr = [—61_1’]; =ec—1
0 0
El 4rea buscada es

A:2(/ el ~*dx — /\/m) 2(6_1_3%>

10. Sea la funcién

T
=t -z
f(z) =tanx 3:6] 2,2[
a) Calcula las primitivas de f (z).
b) Halla la longitud de la curva y = F (z) para = € [0, %], siendo F (z) una primitiva de

().

c) Estudia la convergencia de la integral impropia de segunda especie

/ tan xdx

[VE]

Wl

Solucion:

1
/tanx dm—/senmdx——lncosx—ln =Insecx +C

COS ™ COS ™

b) Utilizando la férmula correspondiente a curvas planas y teniendo en cuenta que
F' (z) = f (), tendremos

/6 /6
:/ \/1+(F’(a:))2dx:/ V1 + tan? zdx
0 0

Ahora realizamos el cambio de variable

tanx = u
(1 + tan? m) dr = du=dx= 1 du = 1 du
1+ tan?zx 14 u?
y los extremos de integracién serian
Siz = 0=u=tan0=0
) ™ T 1
Siz = —=u=tan— = —



y tendremos

/6 7 1 51
\/l—i-taand.r:/ V1+ u? du:/ _—
/0 0 1+ u? o V1+u?

Para resolver esta integral utilizamos otro cambio de variable

u =Sht = du=Cht dt

du

y los extremos de integracién seria

Siu = O:>O:Sht:>t:argShO:ln<0+\/1+02>:0

1 1 1 1 12 1
Siu = —==-—==5Sht=t=agSh—==In|{—=+4/1+—= | ==In3
NCEMVE VE <\/§ ﬁ) 2

en el tdltimo apartado se han utilizado las propiedades de la funcién In. La integral
con este cambio queda como

%lnB %ln?) 13 1
Ch tdt :/ at =" = S 3.
0

1
V14 Sh%t

3
/ tan xdx

2

/&5 1
—au =
o  V1+u? 0

La integral

es de segunda especie, puesto que en cada uno de los extremos, el integrando tiene
una discontinuidad y toma valores —oco y 0o respectivamente. Tendremos que calcular
los siguientes limites

T 0
lim tanudu y  lim tan udu

m™— +
T3 0 T—=—5 T

En el apartado a, hemos calculado las primitivas de tan x, luego

1
}g:h'mln = 00

xT
lim tanudu = lim |ln
=z Jo T I~ z—I~  COST

2 CcCosu

Ya no es necesario calcular la otra y por tanto la integral es divergente.
Si queremos calcular el Valor Principal, entonces hay que calcular el siguiente limite

v [ 1
lim tanudu = lim |ln ] T
=3 ) . eI~ | cosu
1 1
= lim |In —In 1
e—z- | cosT cos (—x)
[ 1 1
= lim |In —In ]
s—IZ- | COST cos T
=0

10



11. Sea R la regién plana delimitada por las graficas y = 0, y = /5, = 0 y = = 3. Determina
el volumen del sélido generado al girar la regién R alrededor del eje Y, mediante los dos
siguientes métodos:

a) Por secciones planas.

b) Como un sélido de revolucién

Solucién: En la siguiente grafica observamos la regiéon R

y L
Z-V
F————————— |
5 4 3 -2 1 1 2 3 4 5
X

2T

4+

a) Como en este caso se realiza la rotacién alrededor del eje OY', tendremos que utilizar
la férmula del Volumen por secciones planas usando una funcién de y, es decir:

Viendo la grafica de la funcién estd claro que 0 < y < /5, luego estos son los
extremos de la integral. En cada valor de y la seccién plana (corte) de la gréfica en
3D es una circunferencia de centro el punto correspondiente en el eje OY y radio
dado por el valor de la z, es decir = 3%. El drea de un circulo de radio z = y? es

A(z) = ma?

es decir )
Aly) =7 (y*)" =y’

11



y el volumen obtenido mediante este método es
V5 571V5 55
[ e ]
0 51, 5

b) La férmula que nos da el volumen de un sélido de revolucién al girar el area bajo la
curva alrededor del eje OY es

Voy:27r/xf($)d:1:

Sin embargo lo que queremos calcular es el volumen del sélido que engendra el drea
sobre la curva alrededor del eje OY’, luego no podemos usar la férmula directamente.
Sin embargo el volumen buscado se puede obtener al restar al cilindro engendrado
por la curva y = v/5 alrededor del eje OY, el volumen engendrado por el drea bajo

la curva, es decir
V =Verr — Voy

siendo Vg, el volumen del cilindro de radio » = 5 (la z) y altura h = v/5 (la y)
Veorr = nr*h = 7525 = 75°%/2
y el volumen del sélido engendrado por el drea bajo la curva x = y? serd

5 5 5 25/27° 55/2
Voy = 27T/ rydr = 27?/ ry/zdr = 27r/ 232 dx = {27T—:| =4r—
0 0 0 5/2 1, 5
y el volumen buscado es
5°/2 4 1
V=V, — Voy = 5%/ — 47TT = 75°/? (1 — 3) = 7r55/2g = 15%/2

como en el apartado anterior.

12. Sea R la regién plana delimitada por la grafica de la funcion f (z) = (lna:)Q, el eje X y las
rectas verticales © = 1,z = e. Se pide:

a) Calcula el drea de R.
b) Calcula el volumen del sélido obtenido al girar R alrededor del eje Y.

Solucién: La region R estd representada en la siguiente gréfica:

y

12



a)

El drea de R es el drea bajo la curva f (z) entre los valores 1y e

A= / (Inz)® dzx
1
Podemos encontrar una primitiva del integrando, haciendo el cambio de variable

In(z) = t=>x=¢

1
~dr = dt= dr = zdt=c'dt
x

Los extremos de integracion son

r = 1l=h(l)=t=1t=0

r = e=In(e)=t=t=1

e 1
/ (Inz)* do = / el dt
1 0

por tanto

que resolvemos usando integracién por partes dos veces. Tomamos primero u = t? y

v/ =¢€', porlo que v =2t yv=¢

1
/ t2etdt = t?et — / 2tel dt
0

y en segundo lugar u =2t y v/ = ¢e', de ahi que v/ =2 y v = €'

/thtdu = t%! — /Ztetdt = %! — (Qtet — /2etdt)

= t?e' —2te' +2¢' = €' (1* — 2t +2)

y usando Barrow
1
/tzetdu — 2] = e 242)] — [ (0 —2-0+2)]
0

= e—2

El volumen del sélido que se obtiene al girar el drea bajo la curva alrededor de OY,

viene dado por

Voy:27T/18xf(m)dx:27r/lex(1n(x)2) dzx

integral que se calcula, primero haciendo el mismo cambio que el apartado anterior

para obtener
1
Voy = / t2e?dt
0

13



y si ahora cambiamos 2t = s con dt = %ds y com extremos de integracion 0 y 2

respectivamente
/ (f) es—ds:—/ s?e*ds
0 \2 2 8 Jo

La funcién del integrando es la del apartado anterior después del cambio, s6lo cam-
bian los extremos,

1/2s2esds = 1[3265—2368—1—265}2

8 /o 8 0
= é([462—462+262]—[2])
_ e 1
44

13. Calcula, en el primer cuadrante, el drea comprendiada entre las gréficas de las funciones

1 1

f(ﬂf)=1+xyg(l’)=1+$2

Solucién: Veamos los puntos de corte

1 1 r=20
sl+r=14+22r=1r><

flx) =g(x)

R —
1+2 1422

Luego el drea buscada es
1
A= 1@ -g@ld
0
Tenemos
r1€0,1]=0<2<1=20<2*<z=1<1+2°<1+x

y tomando inversos
1 1

>
1422 ~ 142z

14



14.

luego en [0, 1] ocurre
g(z) > f ()

y el drea serfa

A — /olg(x)—f(x)dx:/()l( 1 )dx:[arctanx—ln(l—l—x)]é

1422 1+=x

= [arctanl —In(2)] — [arctan 0 — In1] = % —1n(2).

Calcula el drea de los dos recintos en que la region limitada por la elipse

2?2
T
16+9 ’

queda dividida mediante la circunferencia de centro (0, —3) y radio 5.

Solucion: La ecuacidn de la circunferencia es
2 2 2
z° 4 (y +3)° =57,

y en la siguiente grafica podemos ver las dos regiones en estudio

2 2
y

+=1
9

=15

Queremos conocer el drea de las regiones R1 y R2 y para ello utilizaremos los puntos de
corte de ambas cénicas como extremos de integracion. Estos puntos de cortes se obtienen
resolviendo el sistema no lineal

2+ (y+3)° =25
Despejando z? de la segunda ecuacién y sustituyendo en la primera

25 — (y + 3)°
16

2 =25—(y+3)° = =1

2
Y
* 9

15



Quitando denominadores y agrupando términos obtenemos
T =54y =0=y(Ty —54) =0 &<

Y los valores para x serdn

y=0=2"=25-3"=16= a2 = +4

2 ) .
=—=2"=25——=+3] =——— =z no es real, asf que no sirve
YT 7 19 q v

Los puntos de corte son (—4,0) y (4,0). Despejamos la variable y en ambas cénicas. Para

la elipse
22
— 341 - =
Y 16

y=-3+tv25—2?

Para el drea de R1 vemos que la elipse estd por encima de la circunferencia y ambas en
el semiplano positivo (y > 0) luego

54 <54 )2_ 4400

y para la circunferencia

4 x2
ARlz/ 31/1—— —(—3+\/25—£If2>d$
Y 16

Para el drea de R2 vemos que la elipse estd por debajo de la circunferencia y ademds en
el semiplano negativo, luego

Am—/_i (-3+v2B—a?) - (—3,/1—1”-2) dz

Ambas integrales son del tipo

a? — 2%dx

que se resuelven mediante el cambio de variable

22 = a’sen’t = r =asent
T

t = arcsen —
a

dr = acostdt

y
1

1 2t
/\/&2 — 22dx = /\/ a? — a?sen?tacostdt = /a2 cos? tdt = a® / idt = q? (—t +

2 2

16

sen 2t
4

)



y deshaciendo el cambio de variable
2

2
/\/ a? — x%dx = % arcsen + %2 sentyv1 —sen?t
a

2

a r T
= —arcsen — + —Va? — z?

2 a 2
Podemos usarla para las dos integrales. La correspondiente a la circunferencia con a = 5

4
25
/ V25 —22dx = {— arcsen z + g\/ 25 — xz]
—4

4

2 5 4

25 4 12 25 —4 12
= —arcsen — + —| — | — arcsen — — —

2 5 2 2 5 2

4
= 2barcsen H + 12

Mientras que para la integral que lleva la ecuacién de la elipse el valor de a = 4
4 x? 1 [t 1 r 4
/ 1— —der = —/ V16 — 22dr = - 8arcsen—+—\/16—x2]
_4 16 4 ) 4 4 4 2 —4
— Ligarcsen1]— 28 1
= [8arcsen 1 [8arcsen ]

= 27

y ya podemos calcular las dos regiones

Am = /4<3 1—£2>—(—3+m)dx

A 16

4 2 4 4
= 3/ \/1——dx+/ de—/ V25 — 22dx

4
= 3-2n+24 — (25 arcseng + 12)

4
= 6r + 12 — 25 arcsen =

17



15.

Aps

4 22
/ (—3+\/25—x2)— 31— T da
_4 16
4 4 4 72
= —/ 3da:‘—i—/ \/25—:62d3:+3/ \/1—Ed£€
—4 —4 —4

4
= 24+ (25 arcsen = + 12) +3-27

4
= 67 + 25arcsen S — 12

También podiamos calcular el drea Agr, a partir del drea de una elipse de semiejes a
y b, que es wab y restarle el drea encontrada para Ag;, es decir Ary + Agrs = wab, lo
comprobamos a continuacién

4 4
Api+ Ay = |67+ 12 — 25arcsen R + [ 67 4 25 arcsen E 12

= 127n=m-4-3

Sea a > 0. Calcula las siguientes integrales impropias:

() ;o e coswdr  (b) [;S e rmdr  (c) [T pe" da

—00

dz o dz

(d) [ (&) J.

(f) J~ a?e ™ du

xlogx zlog?x

Solucién: Buscaremos en cada caso una primitiva de la funcién y después se calculardn
los limites correspondientes.

a) Recordemos que

[es) T
e “cosxrdr = lim e “cosxdx.
0 T—o0 0

Para calcular la integral usamos integracién por partes

T —ax o —aT _
/ o= o dp — © (sen (f) acos (x)) e (sen (T') — acos (T)) L
0 a?+1 a?+1 a?+1

y tomando limites cuando 7" — oo

. ) e~ (sen (T) — acos (T)) a a
/0 e cosa:dxzjll_rgo( 21 +G2+1):a2—|—1

donde se ha tenido en cuenta que a > 0 y por tanto e~ 7 = -1
(&

(sen (T') — acos (T)) estd acotada por 1+ a

— 0 y la funcién

|sen (T) — acos (T)| < |sen (T)| + |acos (T)| = |sen (T)| + al|cos (T)] < 1+ a.

18



0o T
/ e “r"dr = lim e “rdr.
0

T—oo 0

Calcularemos la integral de forma recursiva. Para n € N, consideremos la funcién

T
I, (a,T) = / e~ "rdr,
0

y definimos
I, (a) = lim I, (a,T).

T—oo

Suponiendo n > 0, integramos por partes tomando v = r" y dv = e~ *dr, por tanto
1 _—ar

du=nr"1lyov=—-1e
1 r n " n
I, (a,T) = —=r"e™™ + — ety = -~ 4 = e~ Lar,
0 0

a

a
—p O a a

y hemos comprobado que
n 1 n _—al
I, (a,T) =l (a,T)—aT e .
Si ahora tomamos limites cuando 7" — oo

1
I, (a) = lim (Efn_l (a,T) — —T"e_“T> =l (a)

T—oo \ a a

puesto que, usando L’Hépital n veces, podemos comprobar que

1
lim =77 " = lfim -
T—oo T—oo q 4T

Si repetimos el proceso paran — 1,n — 2,...1 tendremos

) = ",
Lot = "0 ),
IQ(CL) = 2]1(@)

Li(a) = %Io(a).

donde

oo —ar 2. 4 —ar 3 1 —aT 1
Iy(a) = e “dr = lim e dr=1lim - (1 - ) ==
0

T—o0 0 T—oco a

19



Y podemos calcular el resto de integrales de forma recursiva

Il (CL) = é]@ ((l) = %
hio) = 2h(a) =
Ia) = hle)="7

n n!
I, (a) = —dn (a) = I

luego

¢) Usando integracién por partes

0 2 o0 1 11
/ rxe ¥ dr = lim ze T = Jim —=e® = lim (—=4+=e1")=-
o T——oo Jp T——o00 2 =T T——o00 2 2
(e} T z=T
2 2 2 2
/ re “dr = lim re T = lfm ——e7° = lim (——e r +1) = -,
0 T—o0 0 T—oo 2 =0 T——o0
luego
* 1 1
Tdr = —= -] =0
[ () + ()
d) Calculamos
[e'S) 1 T 1 T 1
/ dr = lim dr = lim *_dz = lim log (log (2))[*="
. xlogzx T—oo [, zlogx T—oo J, logx T—00 r=e

= lim log (log (T")) — log (log (¢)) = Tlggo log (log (T')) = o0

T—o0

e) Calculamos

© 1 | T 1
/ dr = lim dr = lim (logz) % =dx

rlog’x T f, wzlog’x T—oo [, x

1
= 1/ — 1 - 1
oo log (T) *

— lim —
1% log (1)

Tr=e

f) Notar que esta integral es la del apartado b tomando @ = 2 y como variable de

. .o, |
integracion z, luego como I, (a) = =4

> 201
2 -2z _ — —
/0 xe dx—[2(2)—23—1

20



16. Derivacion paramétrica de integrales. Calcula las siguientes derivadas:

d a2 d (3 d oo _ag
(a) . 5., costdt (b) . [r Lt (c) @fo e dx
d d d (1
(d) - Jo "t (&) o Jy amat (f) - <E Jy v(t) dt)

© i (fods) de () - (5 vde fLoya) ) 4 L o) a

Solucién: Usamos derivada de la funciéon compuestas:

g2()
u ( [ 50 dt) = (g () b 2) — F (01 (2)) 4 1)

1(z)

3

cost dt = 32” cos (z*) — 2 cos (2z) .

dz J,,

b)
d 31 1 1 1 1
— -dt=—3—-—2=———=0.
dr [y, t 3z 2z r

c¢) En este caso los extremos no depende de v y podemos intercambiar (aunque formal-
mente habria que comprobar primero que la integral es convergente) la integral y la

derivada:
d o o d o
— e~ d:pz/ —e dx:/ —re “dx
da J, 0 da 0
T _ T
> —Qx 4 —oxr Z. I —Qx x_T 1 —axr
—ze dr = — lim ze =— lim ——e + — e dr =
0 T—o0 0 T—o00 (6] z=0 a Jo
=T
i T 1 _
= — | lm ——e™ — —e™
T—oo « «Q =0

a?’
Si integramos directamente

=T —aT

00 T ez
e “dr= lim e =lim —
0 T—o0 0 T—o0 6]

=0
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y ahora derivamos respecto de «

obtenemos el mismo resultado.
d)
d 2
— t" dt = 0, puesto que no depende de .
dz J,
e) La funcién 2™ no depende de t, por tanto puede salir de la integral

d [? d 2 d
— "dt = —a" [ dt = — (22") = 2na" .
dx Ox dmw/o da:(x) n

f) Usando la derivada de un producto

%(i/jv(t)dt) = - Oxv(t)dt—k%% (/Oxv(t)dt)

g) Usamos la regla de la cadena

% Ox (/Otv(s)ds) dt:/oxv(s)ds.

h) Usando la propiedad de aditividad de la integral

d T 1 d 1
— </ v(t)dt +/ v(t) dt) = — (/ v(t) dt> = 0, porque no depende de z.
dz \ J, - dz \ J,

i) Usando la regla de la cadena

d z+1

/. v(t)dt =v(z+1)—v(z).

17. (*) Derivacion en el sentido de las distribuciones y la distribucién delta de Dirac. Se

define la funcién escalén (también llamada funcién de Heaviside) como

1 si z>1
H(z) =
0 si x<0.

Se llama masa de Dirac centrada en 0, denotada d¢(z) , a la derivada de H(x) respecto a
x. Como es bien sabido, toda funcién derivable es necesariamente continua. Por tanto, como
H(x) no es continua en x = 0, no puede ser derivable en dicho punto, al menos en el sentido
de derivacion introducido por Newton. Veamos qué sentido tiene pues la afirmacién anterior.
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a)

Sea v : [—1

o(=1) = v(1)

1] — R una funcién continua, con derivada continua, y de modo que
= 0. Utiliza la férmula de integracién por partes para comprobar que
1
H'(z)v(z) dz = v(0).

~1
En el contexto de la Fisica Cudntica, Paul Dirac (Premio Nobel de Fisica en 1933 junto a
Erwin Schradinger) introdujo la distribucion delta do(x) atribuyéndole las dos siguientes
propiedades:

0 Si T 7é 0 +00
do(z) = /_ do(z)v(z) dx = v(0),

400 si x =0, o0

donde v es como en el apartado anterior.

Estas dos propiedades no encajaban con las Matemdticas conocidas en 1933 pues la
integral de Riemann no estd definida para "funciones"que toman el valor +o00. El sentido
en que deben entenderse las propiedades anteriores es el siguiente: para cada ¢ > 0
consideremos la funcién

> si —e<wz<e
15

fe(z) =

0 si |z|>¢

Utiliza el Teorema de la media del Célculo Integral para comprobar que

lim /OO fe(x)v(x) de = v(0),

e—0

donde v es una funcién como en el apartado anterior.
Teniendo en cuenta los resultados de los dos apartados anteriores, es decir,

/_1 H'(z)v(z)dx =v(0) vy /_1 do(x)v(x) dx = v(0) Vo,

podemos concluir que H'(x) = do(x). Esta forma de entender las derivadas es lo que se
conoce con el nombre de derivacion en el sentido de las distribuciones.

(*) Por su dificultad, este problema se ha excluido de la relacién inicial.

18. Algunas Aplicaciones del Calculo Integral. Son muchas y muy variadas las aplicaciones
del Célculo Integral en Fisica e Ingenieria. Se presentan a continuacién algunas de ellas.

a)

Las lineas de forma en espectroscopia de resonancia magnética se describen a menudo a
través de la funcion de Lorentz

g(w)z1 a

;1+T2(w—w0)2’

donde T' y wy son constantes. Calcula f:j g(w) dw.
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b) La probabilidad de que una molécula de masa m en un gas a temperatura 7' se mueva
a velocidad v estd dada por la distribucién de Maxwell-Boltzmann

f(v) = dm (2 TZT)% p2e 0/ (RT),
s

Calcula la velocidad media v = [° v f(v) dv.

c) La fuerza que actua entre dos cargas eléctricas ¢; y g2 separadas una distancia = en el
vacio estd dada por (ley de Coulomb)

q192
F(z) = ,
( 4eqa?

donde ¢, es la permeatividad del vacio. Calcula el trabajo ejercido por dicha fuerza para
el caso de dos cargas iguales (por ejemplo dos electrones) que se repelen, es decir, calcula
W =—[" F(t)dt.

d) Consideremos una barra de longitud L con densidad de masa p(z) = L —2, 0 < x < L.
Calcula la posicion del centro de masas, es decir,

_ fOL xp(x)dr
Jo pla) dz

y también el momento de inercia respecto al punto g, el cual se define como
L
I = / p(z) (z — x0)° da.
0
Solucioén:

a)

o <1 T 1 [ T
/ gw)dw = / — sdw = lim — sdw =
wo wo T1+T?(w—wp) =00 T Ju,o 14+ T2 (w — wp)

1 [* T

1 _
= lim — sdw = lim — arctanT' (w — wo)| —,, =
T oy T T wg)f - moen
lim © (arctan T (z — wy) — arctan 0) — lim — arctan T (z — wo) = ~
= lim = (arctanT (z — wp) — arctan0) = lim —arctanT (z — wg) = —— = —.
T—00 T 0 T—00 T 0 T2 2

b)

00 o0 3/2 ) 3/2 [ ,
U= /0 vf(v)dv = /0 v-4m (2:]::T) v2e ™ D) gy — 4 (27:Z:T) /0 v3e ™ CRT) gy

Para simplificar célculos tomamos



de esta forma

o0 x
— a2 , 2
U= 47roz3/2/ v3e W dv = lim 4#&3/2/ v3e " du
0 0

r—00

Para el cdlculo de la integral [ v3e=*""du, hacemos el cambio v? = t = 2udv = dt

z 2 r 2 1 z 2 1 z
/ Ve W dy = / v2e” ™ pdy = —/ v?e™ ™ (2udv) = —/ te = dt
0 0 2 Jo 2 Jo

_m_

dv = ve ()’

y realizamos esa iltima integral por partes, tomando u = t y dv = e **dt y por

tanto du = dt y v = _lo-at

%/t@‘atdt = —%e‘o‘tl—% /Ox e dt = —%e‘“t—%ﬂe_at = — (% + %«2) e
y deshaciendo el cambio
—aw? v? 1T\ o2
/v3e dv:—(%—l—ﬁ)e
Si ahora calculamos la integral definida entre 0 y x
/x e dy = — (U—2 + L) e o o _ 1 (36—2 + L) e
0 20 202 veo 202 20 202

y tomando limites

@ 1 x? 1 Amra/? 2
, 3/2 3 —aw? — 14 32\~ [~ - —aa? — =
zlggo 4oy /0 voe dv O}LI& 4oy {2042 (2& + 2a2> e } 9730  Fagl)a

y sustituyendo el valor de «

_ 2 2 SET
v = o _— .
7T1/20él/2 7T1/2 (%)1/2 m
g Gq2 -, |
wWw = - dt = lim ——dt
/Oo 4egt? 47eq saoo/s 2
_ 1 1=
dmeg s——o0 T|,_,

_ Q2 1 (1 1)
= im (———
dmeg s—m—c0 \ T S

q192
dmegx
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foL zp(z) dz _ fOL z(L—x)dz

X = L L
Jy plz)d Jy (L —x)dx
22 3 o=l
_ fOL:L‘L—LL'Zdl‘ _ L-% 0= _ %3 %3 _ %LB' :lL
o (L=wyde  wL-g[y Lo Lt

/OLp(x)(x—xg)Z dx:/OL(L—a:)(a:—xo)de

4 3 2
= 5 (L4 20) = 5 (af + 200L) +aa)L
LA I3 .2

L* — 41320 + 6 L%x2
12

L
/ (L — ) (2° — 2zmo + 27) da
0

L

/ (—2® + 2® (L + 2z0) — x (2§ + 220L) + L) dL =
0

=L

=0

©Silvestre Paredes Herndndez®
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