Curso 2021/2022

Grado en Ingenieria Quimica Industrial
Matemadticas Il - Soluciones problemas Tema 4
Calculo en varias variables

-i n d ust r-l'a IE‘ g Caélculo diferencial de funciones en varias variables

etsii UPCT

1. Analiza la continuidad, existencia de derivadas direccionales, existencia de derivadas parciales y difer-
enciabilidad en el origen de las siguientes funciones

74 +y4 ) ( 4(13:1]3 )
Sl ($7y) 7é (070) 5, 5 S (may> 7é (070)
) filey={ TV b) folay) =4 © Y
0 si (z,y) =(0,0) \ 0 si (z,y) =(0,0)
2t 4+ y4 _ T+y .
2 si (x,9)#(0,0) —=— si (z,y) #(0,0)
O fslwy) = VTP Q) falay) = VTV
L 0 si (z,y) =(0,0) L 0 si (z,y) =(0,0)
' ”;292 si (2,y) % (0,0) \/xfyﬁ si (z,y) # (0,0)
&) fs (w,y) =4 VY ) fo () = /
| 0 si (x,y) = (0,0) 0 si (z,y) =(0,0)
zy® v (x—y)
—— si (z,y) # (0,0) == si (z,y) #(0,0)
g) fr(z,y) = &V h) fs(z,y) =4 VTV
\ 0 si (z,y) =(0,0) 0 si (z,y) = (0,0)
y® .
) fo o.1) \/TTyQ si (z,y) # (0,0)
| 9\, =
0 si (z,y) =(0,0)
Soluciones:
a)
x4 y4

2 2 si (I,y) 7£ (070)
fl (xv y) = T Y
0 s (z,9)=(0,0)
Continuidad: Para calcular el limite usamos el cambio a coordenadas polares (z = 7 cos 6,
y =rsenb)

rtcos*§ + r*sent @ oot (Cos4 6 + sen? 9)
im = lim
r—0 r2 r—0 r2

= lim 2 (cos4 0 + sen* 0) =0,
0

T—



que no depende de 6. Veamos si es posible encontrar una funcién de r que cumpla las
hipétesis del teorema

‘r2 (cos49 + sen? 9) — 0‘ = ’72 (COS4(9 + sen? 0)‘ =72 ‘00349 +sentd

)

y usando ahora la desigualdad triangular y que las funciones cosf y sen @ estén acotadas
por 1
r? ’00849 + sen4¢9| < }TQ‘ . (’(:0349‘ + }sen49’) < r? (1+1)= 92

donde ademaés

lim 272 = 0,
r—0

y deducimos que el limite existe y es 0, como coincide con el valor de la funcién en (0, 0),
la funcién f; es continua en el origen.

Derivadas direccionales: Usando la definicién por limites de la derivada direccional en un
. —
vector cualquiera v = (v1,v2) # 0, tendremos

m J1 ((07 0) +1 (U17U2)>

f1 (tvl, t'UQ)

Dufi(0.0) = Jim BEEES TR < iy 2
1 thf + thod (vt ) t(uf )

im — = m = 1m
08 (tor)” + (te)? 08 (vf +0F) 20 (vf +03)
teniendo en cuenta que v # (0,0) y por tanto v% + v% # 0, entonces se cumple

t (vi1 + v%)

g

por lo que cualquier derivada direccional es nula, en particular las derivadas parciales tam-
bién lo serdn:

225} _ _
O (an) = De_ffl (070)_0
df1 o _
5, (0.0) = Dgfi(0,0)=0

Diferenciabilidad: Si la funcién fuera diferenciable en (0,0), entonces el valor de esa difer-

encial seria of of
_YJj1 vJ1
df1 (0,0) = o (0,0) dzx + By (0,0) dy,

con los valores que hemos obtenido en el apartado anterior, las dos derivadas parciales son
nulas y por tanto
df1(0,0) =0,

y tendremos que probar si es 0, el valor del siguiente limite
— — — —
71 (0,00 + 1) = 1(0,0) ~ dfy (0,0) T fi (W) = £1(0,0) = dri (0,0)
lim = Ilim .

[#]~o |7 [#]~o a




Ahora bien, teniendo en cuenta que df; (0,0) = 0, f1 (0,0) = 0, que si tomamos = (h, k),
— —
entoncesH h H =Vh2+k2 vy que H h H — 0, es equivalente a (h, k) — (0,0), tendremos

- —
fi (B) = £1(0,0) = d1 (0,0) f1(h, k)
lim — = lim S22
[%]-o H h H (h,k)—(0,0) /B2 + k2
ht +k?
- h2 k2 i ht + k4

h'm —_— = im [ —
(hk)—(0.0) VEE+ k2 (hK)—(00) (B2 + 2)>/?
Usaremos coordenadas polares h = r cos, k = rsen @ para calcular este limite

4.4 4 pnd
r*cos* 0 4+ r*sen* 0 ,
im 3 =limr (Cos4 0 + sen* 9) =0,
r—0 r r—0

que no depende de 0 y ademds
‘r (cos4 0 + sen® 0) ‘ < 2r

con

lim 2r = 0,
r—0

luego el limite existe y es 0, asi que la funcién es diferenciable en el origen y su diferencial
es nula.

En este apartados y en los siguientes se obvian las operaciones y cdlculos similiares a los
que aparecen en el apartado a.

4z
2 2

fQ(xay): v +y
0 si (z,y)=1(0,0)

si- (z,y) # (0,0)

Continuidad: Usamos cambio a polares

_ 4rcos-r3sendd i
lim 5 = lfm 472 cos @ sen® 6 = 0,
r—0 r r—0

que no depende de 0, ademds
‘47’2 cos 0 sen® 9‘ < |4r2‘ . ‘ (cos 0 sen 9) ! < 492

con

lim 472 = 0,
r—0

luego f2 es continua en (0,0).
Derivadas direccionales: Usando la definicién de derivada direccional a lo largo de un vector

cualquiera v = (vy,v2) # 0

3
fa (tvr, tvg) h’ml 4 (tvy) (twg)” 4103 _ 1 4tvyv3

D—f5(0,0) = lim = = = R
7 /2 0,0) t—0 t t—0 ¢ (tz;l)Q + (tUQ)Q t—0 ¢3 (v% + v%) t—0 (v% + v%)



teniendo en cuenta que v # (0,0) y por tanto v? + v3 # 0, entonces

4tv1v3
lim 2 — ),
=0 (v} + v3)

por lo que cualquier derivada direccional es nula, en particular las derivadas parciales tam-
bién lo serdn:

af2 _ B
S2(0,0) = Dgzf2(0,0) =0,
Of2 o B
aiy(ovo) - D62f2 (070)_0

Diferenciabilidad: Si la funcién fuera diferenciable en (0, 0), entonces

df (0,0) = %f(o,md:w%f(o,mdy:o

y tendremos que probar si es 0, el valor del siguiente limite

lfm f2 (h7k)_f2 (070)_df2 (070) <h7 k)
(h,k)—(0,0) Vh2 + k2 ’

pero como dfz (0,0) =0y f2(0,0) =0

4hk3
f2(hK) _ (h? + k2) . 4hk?

- e = m = m —,
(hk)—(00) VAZ + k2 (hk)—(0,0) VEZ + k2 (hk)—(0,0) (h2 4 2)*/2
limite que calculamos usando cambio a coordenadas polares h = rcosf, k = rsen 6

4r cos @ - 73 sen® 0
lim S8 " SN T yim /2 (4 cos  sen® 9) =0,
r—0 7"3/2 r—0

que no depende de 0 y ademds
‘rl/Q (4 cos 0 sen® 9) ‘ < rl/2

con

lim r'/? = 0,
r—0

luego el limite existe y es 0, asf que la funcién es diferenciable en el origen y su diferencial
es nula.

x4+y4
fa o) \/TTy? si (z,y) # (0,0)
3\, =
0 si (z,y) =(0,0)

Continuidad: Limite en polares

4 49 4 49
lim rocos 1 sen = lfm 3 (60540 + sen? 9) =0

r—0 r r—0




no depende de 0, ademds
}r?’ (00840 + sen? 9)‘ < {7"3‘ . ‘(00549 + sen? «9)| <7 (‘cos40‘ + ‘sen49‘) < o3

con
lim 2r® = 0

r—0
luego f3 es continua en (0,0).

Derivadas direccionales: Usando la definicién de derivada direccional y un vector cualquiera
=
v = (v1,v2) #0

tuy, t thod 4 1t t* (v} + 02 t2 (v} + vd
D?fg (0’0) — lim f3( U1, U?) = lim Ul + ’1)2 = lim ( 1 2) — lim ( 1 2)

— — — 2 2 2 — 2 2
t—0 t t Ot (tv1)2—|—(tv2)2 t Ot‘/vl+vz t—0 V¥ 4 3
teniendo en cuenta que v # (0,0) y por tanto \/v? + v3 # 0, entonces
T t2 (vi1 + v%)
im ————=~
RVAT
por lo que cualquier derivada direccional es nula, en particular las derivadas parciales tam-
bién lo serdn:

=0,

dfs

—==(0,0) = Dzf1(0,0)=0

o ( ) ) elfl( ) ) )

9fs

—-(0,0) = Dgzf1(0,0)=0.

ay ( ) ) lel( ) )

Diferenciabilidad: Si la funcién fuera diferenciable en (0, 0), entonces
_0fs dfs B
dfs(0,0) = B (0,0) dx + By (0,0)dy =0

y tendremos que probar si es 0 el valor del siguiente limite
lim f3 (h)k)_f?) (070)_df3 (070) (hu k;)
(h.k)—(0,0) Vh? + k2 ’
teniendo en cuenta que df3 (0,0) =0y f3(0,0) =0, tendremos
Rt + k4
0 k) L VRERRE o DR
(hk)—(0,0) VA2 + k2 (hk)—(0,0) VRZ + k2 (hk)—(0,0) h? + k?

y usando coordenadas polares h = rcos6, k = rsend

4. A 4 i

, 1%cos* 0+ r*sen* 0 ,

lim 5 = lfm r? (COS4 0 + sen* 0) =0,
r—0 r r—0

que no depende de 0 y ademas
|r2 (cos4 0 + sen® 9) ’ < 2r?

con

lim 272 = 0,
r—0

luego el limite existe y es 0, asf que la funcién es diferenciable en el origen y su diferencial
es nula.



Tty .
———— si (z,y) #(0,0)
f4(m,y): $2+y2
0 si (z,y) =(0,0)

Continuidad: Para calcular el limite usamos cambio a polares

0 0
lim rcost 4 rsen = lim (cos@ +senf) =0
r—0 r r—0

que depende de 6, no existe el limite y la funcién no es continua en (0,0) .

Derivadas direccionales: Usando la definicién de derivada direccional y dado un punto vector
cualquiera v = (vi,v) # 0

tvr, t ¢ t 3 1 (vi+ 3
Do 3 (0.0) = lim B0yt Ele g, L0 ) ﬁ%t(1221
"~ =0, S + ()2 ORI TR 0T 4R

teniendo en cuenta que v # (0,0), entonces

1 (vi4vs
h’mf%:ioo,
=01 \/vi + v3

por lo que no existe ninguna derivada direccional en el (0,0) y por tanto tampoco las
derivadas parciales

Diferenciabilidad: Como la funcién no es continua, no puede ser diferenciable.

22
o) \/3%112 si (z,y) #(0,0)
5T, =

0 si (z,y) = (0,0)

Continuidad: Para calcular el limite usamos cambio a coordenadas polares

(r cos 0) (rsen 6)

lim = lim r% cos® O send = 0,
r—0 T r—0
ademas
!7’2 cos® 6 sen@{ < 72
con
lim 72 =0
r—0

luego f5 es continua en (0,0), ya que existe una funcién g (r) = r2 que no depende de 6 y
que tiene por limite 0, cuando r tiende a 0 que acota a la funcién menos su limite.

Derivadas direccionales: Usamos la definicién de derivada direccional

fs(a+tv) — f5 (a)
t

Dy fs (a) = lim



en este caso a = (0,0) y por tanto a + tv = tv, ademés f(a) = f(0,0) = 0, tomando
v = (v1,v2) € R?, en este caso

(tv1)2 (tva) , t3vivg tv?vg

= lim lim ————
—0 \/U% + v%

f1 (t’l}l s t’Ug)

D7f5 (0, O) = h’m = lim-—— =
=0 =0y (tv1)? + (tvg)? 20 uf +vg

teniendo en cuenta que ¥ # 0 y por tanto \/v% + v% # 0, entonces

t 2
Dy fs5 <O> O) = lim i =0,

=0\ /v? + v3

y cualquier derivada direccional en (0,0) es nula en general y en particular las derivadas
parciales también serdn nulas

dfs _ _
S2(0,0) = Dgf1(0.0) =0,
Ofs _ B
7ay (0,0) = D32f1 (0,0) = 0.

Diferenciabilidad: Si la funcién fuera diferenciable en el punto (0, 0), entonces la diferencial
en ese punto tendrfa que ser

af (0,0) = %f(o,mdw%f(o,mdy:o,

y tenemos que probar si serfa 0 el valor del siguiente lfmite

Hm f5 ((0>O)+(h>k))_f5 (070)_df5 (070) (hv k)
(h,k)—(0,0) Vh? + k? ’

como df5 (010) =0y f5 (070) =0

R2k
im 7f5 (h, k) =  lim Y= h? + k2 = lim 7h2k
(hk)—(0,0) VEZ + k2 (hk)—(00) VEZ+ k2 (hk)—(0,0) h? + k2’

cambiando a coordenadas polares

. (r?*cos® ) (rsenb) , 9
lim 5 = lim r cos”“ #senf = 0,
r—0 T r—0

que no depende de 6, ademds
‘TCOSQHSenﬂ <r

con

Iimr =0
r—0

luego el limite existe y es 0, asi que la funcién es diferenciable en el origen y su diferencial
es nula.



Y
/.’L‘2 + y2
f6 (.’L‘ ) y) =
0 st (z,y) = (0,0)
Continuidad: Para calcular el limite usamos cambio a coordenadas polares

(rcosf) (rsend)

s (z,y) # (0,0)

lim = limrcosfsend =0
r—0 T r—0
ademé4s
|rcos@senf| <r
con
Iimr =0
r—0

luego f2 es continua en (0,0).
Derivadas direccionales: Usando la definicién

, f6 (t’Ul, t’Ug) , (t’Ul) (t’Ug) , tQUl’Ug , V102
D?fﬁ (0, O) = lim = lim = 1m — = Il —F—
t—0 t t—0 ¢ (tUl)Q + (tv2)2 t—0 t2, /U% + U% t—0 /U% —+ 'U%

teniendo en cuenta que v # (0,0) y por tanto \/v? +v2 # 0, entonces las derivadas
direccionales en la direccién v son

D, f5(0,0) = ——2=2

Para las derivadas parciales hay que tomar v = e; = (1,0) y v = e2 = (0, 1)

Afe

——(0,0) = Dzf2(0,0) =0

O ( ; ) elf2( ) )

9fe

—(0,0) = Dzf2(0,0) =0

8y ( ; ) e2f2( ; )

Diferenciabilidad: Si la funcién fuera diferenciable en (0,0), entonces seria
_0fe df6 B
4 (0,0) = 5 (0,0)dw+ 52 (0,0)dy =0

y tendremos que probar si es 0 el valor del siguiente limite

I fe (h,k) — f6(0,0) — dfs (0,0) (h, k)
(h,k)—(0,0) Vh? + k2

como dfs (0,0) =0y f5(0,0) =0

hk
i 2K VR RE Pk
(hk)—(0,0) VA2 + k2 (hk)—(0,0) VRZ + k2 (hk)—(0,0) h2 + k2

y tomando polares

- (rcos®) (rsenf) = lfm cos @ send,

r—0 r2 r—0

que depende de 0 y por tanto no existe, la funcién no es diferenciable en el punto (0,0).



xy?
(o) 224 yf si (2,y) # (0,0)
7\T,Y) =

0 si (z,y) =(0,0)

Continuidad: Para calcular el limite usamos aproximaciones a (0,0) por curvas de la forma
z = \y3

1 ay (Ay?) v _x Ay® _ i A A
N ZZ 420 0 (B2 & 6 b \2ab B b N2 =2
(@y)—~(00) @ +9° y=0 (Ay3) + b =0 ATy w0 N+ 1T AT 4T

=AY

que depende de A y por tanto no existe. La funcién f7 (x,y) no es continua en (0, 0).

Derivadas direccionales: Usando la definicién

tvy, t 1 (ty) (tva)? ttu1v3 tv1v3
D= f7(0,0) = lim frltontes) g, 1 (v12)( ) 6 = 1m 3 sy = i
t—0 t =0t (tvg)? + (tp)® =083 (vE 4 t4S) =0 (v + t40§)

teniendo en cuenta que v # (0,0) y por tanto (vi 4 t*0§) # 0, entonces

, tvivs
T gl
P 7+ )

Cualquier derivada direccional es nula, en particular las derivadas parciales

ofr o _
21(0,0) = Dgzfr(0,0)=0
Ofz o B
3 (0.0) = Dgfr(0.0)=0

Diferenciabilidad: Como la funcién no es continua en (0,0), entonces no puede ser diferen-
ciable.

2y _
VY G () £ (0.0

fS('r?y): $2+y2

0 si (z,y) = (0,0)

Continuidad: Para calcular el limite usamos cambio a polares

r2sen? 0 (r cos§ — rsen f)

lim = lim r? sen? @ (cos @ — sen ) = 0
r—0 T r—0
ademds
|r? sen® @ (cos @ — sen )| < r?sen® 0 (|cos ] + |—send]) < 2r
con
lim 272 = 0
r—0

luego f5 es continua en (0,0).



Derivadas direccionales: Usando la definicién

fg (tvl, t’Ug) t’Ul — t’Ug lim tU2 (’Ul — Ug)

D+ fs(0,0) = lim =

—0 t t~>0 / t’Ul t’U2 A /fU —+ U2

teniendo en cuenta que v # (0,0) y por tanto \/v% + v% = 0, entonces

i tv3 (v — v2)
fm —=———=~
t—0 \/v% + v%

y cualquier derivada direccional es nula, en particular las derivadas parciales serdn nulas

=0,

0.0 = Daf0,0)=0
s 00— b0
8y (0 0) - D€2f5 (070)_0

Diferenciabilidad: Si la funcién fuera diferenciable en (0, 0), entonces

Ofs dfs

dfs (0,0) = == (0,0) dx +5;m0m =0

y tendremos que probar si es 0 el valor del siguiente limite

Hm fS (h>k)_f8 (070)_df8 (070) (hv k)
(hok)—(0,0) VA2 + k2 ’

pero como dfg (0,0) =0y f3(0,0) =0, el limite se transforma en:

k2 (h — k)
BOK) _L VRERR . R

o (0.0) VIZ T2 (1) (00) VEE T2 (hk)(0,0) h2 + k2
y tomando coordenadas polares

r2sen? 0 (r cos ) — rsen6)

lim 5 = 1fim 7 sen? @ (cos § — sen ) = 0
r—0 T r—0
que no depende de 6, con
|rsen® 0 (cos 6 — sen )| < 2r

lim 2r = 0,

r—0

luego el limite existe y es 0, asi que la funcién es diferenciable en el origen y su diferencial
es nula.

3
b o) \/ngw si (z,y) # (0,0)
97, =

0 si (z,y) =(0,0)

10



Continuidad: Para calcular el limite usamos cambio a polares

3

3 sen> @

lim —————~ = lim r%sen®0 = 0
r—0 r r—0
ademés
|r2 sen® 9‘ <73,
con
lim 7% = 0,
r—0

luego fg es continua en (0,0).
Derivadas direccionales: Usando la definicién de derivada direccional

t t t3 3 ¢ 3
D+ f9(0,0) = lim fo(tv,tve) _ vy L v3

— — — 2 2
=0 t =0y (tv1)? + (tvg)? =0 /vi 43

teniendo en cuenta que v’ # (0,0) y por tanto \/v? + v2 # 0, entonces

i tvg’
1M ——=
t—0 A //U% _|_ /U%

y cualquier derivada direccional es nula, en particular las derivadas parciales serdn nulas:

=0,

9f
0,0) = Dzfs(0,0)=0

O ( ) ) el f6 ( ) )

df9
0,0) = Dgzfs(0,0)=0

8:1/ ( ) ) €3 f6 ( ) )

Diferenciabilidad: Si la funcién fuera diferenciable en (0,0), entonces su diferencial valdria:
df9 df9
d == dr + — dy =

y tendremos que probar si es 0 el valor del siguiente limite

lm f9 (h7k) - f9 (070) —dfg (07()) (h7 k)
(h,k)—(0,0) Vh? + k?
como dfy (0,0) = 0y fy (0,0) =0

k’S
im 7fg (h k) = lim Y2 e = lim 7]{3
(hk)—(0,0) VA2 + k2 (hk)—(0,0) VA2 + k2 (hk)—(0,0) h2 + k2

y tomando polares

r3sen® 6

lim ——— = lim rsen6 =0,
r—0 r r—0
que no depende de 6, ademds

!r sen® 9} <r

con

limr =0,
r—0

luego el limite existe y es 0, asf que la funcién es diferenciable en el origen y su diferencial
es nula.

11



2. Calcula las derivadas parciales de las funciones del problema anterior para puntos distintos del origen.

a)
ofi 225 + 42392 — 2yt

:E4—I-y4

S (2,9) # (0,0) g (@)
f1($,y): vy = <$ y
. _ Ofr _ 2 +4y*a® — 2ya!
0 si. (z,y) = (0,0) Dy (22 + 42)2
b)
A3 Ofr _ 4y° —da?y?
S s (@) # (0,0) Do @ty
folayy) =4 ©HY = o
_ - Ofy  122%y% + day’
0 s @ =00 | G
c)
zt+yt ofs _ = (y' —4a?y® —32%)
TV G (wy) £ (0,0) or 2 213/2
f3(z,y) = Vet = o
' - ofs vy (3y* + 42%y? — 2*)
0 si (z,y) =(0,0) Biy - (22 + y2)3/2
d)
dfs y(y — )
x+y . O (2L 2132
_rtTY (x,y) 7,5 (0’0) ) 2 2\3/2
f4(x,y){ Vit = o
_ _ afs oz (z—y)
0 si (z,y) = (0,0) By (21 2)
e)
" ofs _ ay (29" +2°)
_TY (l‘,y) ?é (0,0) or 2 213/2
f5(96,?/){ Vb = o
. ofs at
0 si (z,9) = (0,0) By (21 2)
f)
Y (2,9) # (0,0) =
— W G (g , B 3/2
f6<x,y>{ JErg Y U
, B ofs  a
0 si (z,y) = (0,0) W @)l
9)
P ofr vy’ —=) (v’ +2)
G ey £ (0.0) O 24 y0)’
f7(z,y) = 24y = o
. _ ofr 3z (:1: - y3) (y3 + z)
0 si (z,y) = (0,0) Biy - (x2 + y6)2

12



Afs v’ (z+y)

@ si (z,9) # (0,0) or (2 +y2)3/2
f8 (J‘" y) = \/m =
. afs _ y(22° —3a%y +ay® — 29°
0 si (2,9) = (0,0) (T; - v (@ + 2)>? )
i)
p ofy __ wy
—2 s (x,y) #(0,0) oz (22 + y2)3/2
f9 (CC, y) = \/m =
2 (9,2 2

W (@)

3. Sea f : R? — R definida por

i Es posible determinar g (y) para que la funcién f (z,y), sea continua en todos los puntos para los
que z = 0?7 Calcula % y %.

Solucién: El estudio de la continuidad de esta funcién se realizé en la hoja del tema 13, ejercicio
6, donde se determiné que

9(y) =y.

Para las derivadas parciales, tendremos. Si (z,y) # (0,y)

of _ xycos (zy) — sen (zy)

8:1: 1’2
oy cos (zy)
Para los puntos de la forma (0, y) tendremos que utilizar la definicién por limites de la derivada
parcial
t(l — t.y) —
O (00 — 1 O LML) = FO) o ()~ £ (09)
Ox t—0 t 0 ‘
sen (ty) )
- fm—t — ° :Hmw _0
t—0 t t—0 t2 0

(Usando L’Hoépital 2 veces)

i Y008 () —y i —y?sen (ty)

pr— pr— 0
t—0 2t t—0 2

13



8y =0 t t—0 t
t—0 t t*’Ot

4. Sea f:R? — R definida por
® + |y|*
2 1 .2
flay= Y
0 si (z,y) =(0,0)

si- (z,y) # (0,0)

Estudiar para qué valores de «, la funcién f (z,y) es continua en (0,0). Estudiar para qué valores de
«, existen g—m (0,0) y %ch (0,0). Estudia para qué valores de « la funcién f (z,y) es diferenciable en
(0,0).
Solucién: El estudio de la continuidad de esta funcién se realizé en la hoja del tema 13, ejercicio
7, donde se determiné que

a > 2.

Para calcular las derivadas parciales en el (0,0) hacemos uso de la definicién por limites

Oz t=0 t t—0 n
£ + 10"
PN i 1) P LI
t—0 t t—0 t
o 0.0) = 1 L OOFEOD)=F0.0) _ o F(0.8)=F(0,0)
0y =0 t t—0 n
0%+ Jt*
T A (30 B YA R g v i
t—0 t t—0 t 150 t3

La primera derivada parcial existe para cualquier valor de «, para que exista la derivada parcial
respecto de y el valor de a debe ser mayor que 3, ya que en caso contrario los limites laterales
tienen valores distintos y en este caso el limite vale 0.

Para que la funcién sea diferenciable debe ser continua, asi que a > 2 y deben existir las derivadas
parciales, luego a > 3, y para este caso tendremos

of of
d = = d - dy = 0d d
f(0.0) = 5 (0,0)de + 5 (0,0) dy = Od + 0y
Luego si calculamos
R + |k|*
(h k)= (0,0) NI (hk)—(0.0) VRZ+ K2 (hk)=(0,0) (h2 + k2)>/2

14



Usando coordenads polares h = rcosf y k = rsenf

r3 cos® 0 + |rsen 6|® I r3 cos® 0 + r [sen 0|*
= lim

r—0 T3 r—0 7"3

Como estamos suponiendo a > 3, sacamos factor comun 73
73 cos3 0 + 7 [sen |

3 3 a—3 o
° (cos® 0 +r sen 0
lim = lim ( | | )

r—0 r3 r—0 r3

= lfm cos® @ + 73 |sen 0|
r—0

y puesto que . —3 >0
lim cos® 6 4+ 773 |sen 0|* = cos® 6

r—0

limite que depende de 6 y por tanto no es diferenciable para ningin valor de a.

5. Dada la funcién

26
si (x, 0,0
roy | EoEE w00
0 si (z,y) =(0,0)

a) Estudia su continuidad y diferenciabilidad en (0, 0).
b) Calcula D+ f (0,0) siendo " = (1,2).

Solucion:

a) Continuidad: Para ver si tiene limites usamos cambio a polares

78 cosb 0 i 78 cos® 6
lim 5 = Ilim 5
=0 (72 cos? 6 — rsen )~ + r6 cosb 0 r—=0 72 (1 cos? § — sen )" + 76 cosb 0
, 6 cos® @
= lim

r=0p2 ((7’ cos2 0 — sen 0)? + 14 cos® 9)

Y r*cos® 6 _ 0
I 2 2 pdcosbp
r—=0 (rcos?f —senf)” + r4 cos® §

ademés )
(7‘ cos? f — sen 0) +7rtcost o >

Derivadas parciales: Usando la definicién por limites de las derivadas parciales

t6
o t,0) — £(0,0 t,0 2_0)2 416
Ox t—0 t t—0 ¢ t—0 t
06
o 0,t) — (0,0 0 2 )% 406 0
—f(o,o):hmf(’) 0.0 fOH . (02=8"+0° . 0
oy t—0 t t—0 ¢ t—0 t t—0 3
teniendo en cuenta que v = (v1,v2) # (0,0) y por tanto y/v{ + v3 # 0, entonces
tvs



y cualquier derivada direccional es nula, en particular las derivadas parciales

df
% (Oa 0)

df9 _ _
aiy (070) - D€2f6 (an) =0

Diferenciabilidad: Si la funcién fuera diferenciable en (0, 0), entonces

De1f6 (an) =0

dfy (0,0) = %f(o,mdw%f;(o,omy:o

y tendremos que probar si es 0 el valor del siguiente limite
f9 (h7 k) - f9 (07 0) - dfg (07()) (h7 k)

(h,k)—(0,0) Vh? + k2
como dfy (070) =0y fo (070) =0

kS
fohk) _  VERHEE _ K’
(hk)—(0,0) VA2 + k2 (hk)—(00) VRZ + k2 (hk)—(0,0) h? + k?
y tomando polares
3 con3
im w = lim rsen® 0 = 0,
r—0 r

r—0

que no depende de 6, ademds

{r sen® 0} <r
con

limr =0,
r—0

luego el limite existe y es 0, asi que la funcién es diferenciable en el origen y su diferencial
es nula.

6. Calcula la matriz jacobiana y la diferencial de las siguientes funciones en los puntos indicados

a) f(z,y) = (2%y —zy, 2> — ) en (1,1)
b) g(w,y, Z) = (:UQy — TYz + 23,1,3 - y3 + 23) en (15 ]-a 1)

c) h(z,y) = (coszcosy,senzseny,senxcosy) en (m/2,0)

d) [ (z) = (&%, 2z, 32?) en (0)

Solucion:

a) f(z,y) = (2%y — zy,2® — y3) en (1,1)
ofi 9f . 2
Jf(x;y)z(éz,% iﬁ)z(%?)yxzy x_3y2m>:>Jf(1,1)=<1 " >
x y

san(1)=(5 %) (1) -(oan) —

16



b) g(z,y,2) = (2%y —zyz+ 23,23 —y3 4+ 2%) en (1,1,1)

Jg(z,y,2) — (%;1 %? %@)_<me—yz 2 — 22 —:):y—i—322)
) - af: o) af: - 2 9,2 2
6; a—yz 822 3 3y 3z
1 0 2
1,1,1) =
= Jg(a 7) (3 -3 3)

dg(1,1,1) (%L) =<;13 _03 ?,) (%)(3(}?2211))

¢) h(xz,y) = (cosxcosy,senzseny,senxcosy) en (w/2,0)

0 2]

% af]; —Senxrcosy —cosxseny - -1 0
Jh(z,y) = %];2 %}f = cosxseny Sen T cos y = Jh (5,0) = 0 1

% %T;“s COSTCOSY —senxseny 0 O

w(o (1) (0

d) 1(z) = (e*,22,32%) en (0)

1 h
dl(O)(h)(Q)h (Qh)
0 0

7. Calcula el gradiente de las siguientes funciones en los puntos indicados

2) flay) =2 en (1L0)  b) glay,2) = Lt

en (0,0,0)
a) Usamos la expresion ab = eblna
8%7 (e(r+y) ln(:Jc)) — e(z+y)In(z) (ln (z) + :JcTer) _ oty (ln () + wTer)

el
dy

Vi = (55.50) = (7 () + 25 ) )

Vf(1,0)=(1,0)

2T _ ploty) () _y
(el ) @)Y = elatn) @) 1y (7) = 2749 In g

y por tanto

17



b) Directamente

ooy — (00 0FY % e a4y
g\ny,2 0x’ 9y 9z )  \e* e’ e? ’

y por tanto
Vg (0,0,0) = (0,1,-1).

8. Calcula la matriz jacobiana de la transformacién F : R? — R?, dada por F (z,y, z) = (x2 —yz + 22, xyz) .

Solucién: Las componentes de F son fi (z,y,2) = 22 —yz + 22y fo(z,y,2) = zyz

ofi Ofi Of
2 2 2
br oy 02 y= xz ry

9. Sea f: A CR? — R3, con A un conjunto abierto, @ € A tal que

df (@) (z,y) = (z +y, 2+ 2y,y) .

Calcula las derivadas parciales y las derivadas direccionales en las direcciones de los vectores v’ =

(1,—1), ¥'g = (—1,—1) y ¥'3 = (0, —1) de las funciones coordenadas de f en @, asi como la matriz
jacobiana de f en @.

Solucién: Puesto que nos dan la diferencial de la funcién en el punto @, sabemos que

l

2] o) 0 le)
7 (@) @ @D+ G @)y
— — — — — —
(@) @) = I (@) = | G2 @ @ | (7)) = | @@
8 (@) 4 (@) 9 (@)yw+ 22 (a)y
por tanto debe ocurrir
(@ e+ @)y z+y
af(ﬁ)x—i-%(?)y = z+2y
0
;(E))x—l— 8;(7)31 Y

%<7>=1;%—22<?>=2 = Jf (@) =

O = =
— N =

tendremos

18



11 . —2
Dy, f(a)y=(1 2 (_1>: -3
0 1 —1
11 0 ~1
Dy, f(a)y=(1 2 (_1>: —2
0 1 ~1

10. Sean F : R? — R3 y G : R* — RY, dadas por F(z,y) = (2%, 2y,%%) y G (u,v,w) =
(u+v+w,u—v—2w,2u+ 3u,vvw) .Calcula la matriz jacobiana de la composicién G o F.

Solucién: Usaremos el teorema de la funcién compuesta

2¢ 0
JE(zy)=| y =
0 2y
mientras que
1 1 1
JG (u,v,w) = ; _31 _02

W uw  uv

Usando el teorema de la funcién compuesta

J(GoF)(z,y) = JG(F(x,y))JF (z,y) =JG (F (:BQ,:By,yQ)) JF (x,y)

111
B 1 -1 =2 ny 2
- 2 3 0

3 22 0 2y

zy® a?y® 2y
2r+y  x+2y
20 —y —x—4y
4z 4 3y 3z
3x2y3 3$3y2

11. Sean F : R? — R3, y G : R?® — R2, dadas por F (z,y) = (ex2+y2,x2 —yQ,W(xquyz)) y
G (u,v,w) = (v+In(u),sen (v + w)).Calcula la matriz jacobiana de la composiciéon G o F' en el
punto (1,1).

Solucién: Usaremos el teorema de la funcién compuesta. Para ello calcularemos JEF' 'y JG

2we® v’ 2ye$2+y2 2¢?  2¢?
JF = 2x —2y = JF(1,1) = 2 =2
Y 7 (x + 2y) T 3w

por otro lado

1
JG(u,v,w)z(S L 0 >

cos (v +w) cos(v+w)

19



12.

13.

por tanto

JH(1,1) = JG(F(1,1))JF (1,1) = JG (¢*,0,27) JF (1,1)

2¢2  2¢2
(L5 10 ; fQ B 4 0
- 0 1 1 "\ 247 —2+3r7
T 3T

Sean F : R* — R3 y G : R* — R? dadas por F(z,y,2) = (2 +y? ayz,22 —2?) y
G (u,v,w) = (cos (u+ w),e”).Calcula la matriz jacobiana de la composicién G o F' en el punto

(0, v/, y/):

Solucién: Usaremos el teorema de la funcién compuesta. Para ello calcularemos JF' 'y JG

2r 2y 0 0 27 O
JF = yz xz xy | = JF (O, Nz ﬁ) = 7 O 0
—2x 0 2z 0 0 27

por otro lado

F (0,7, v/7) = (7,7, )

[ —sen(u4+w) 0 —sen(u+w)

JG (u,v,w) = ( 0 o 0

por tanto
JH (0,v/7,v/7) = JG(F (0,7, /7)) JF (0,/7,/7) =JG (m,7,7) - JF (0,\/7,\/)
0 0 O 0 2y7 0 0 00
~ \o e 0 T 00 = e 00
0 0 oyr

Obtener la matriz jacobiana de la descomposicién g o F, siendo F' : R? — R2, dada por F (z,y) =

(2z + 3y, 2y) y g : R? — R3 dada por g (u,v) = uv.

Solucién: Usaremos el teorema de la funcién compuesta. Para ello calcularemos JF'y Jg = Vg
T — ( 2 3 )
Yy x

Vg (u,v) = (v,u)

mientras que

y por tanto

J(goF) = Vg(F(x,y)) JF(v,y) =Vg(2z +3y,zy) - JF (z,y)

. (:cy,2x+3y)<§ 3 )

x
= (4:[)2/ + 3y2, 6y + 2:L'2)

20



Podemos realizar la composicién de las funciones
goF(x,y) =g (F (,9)) = g (2z + 3y, zy) = (2z + 3y) ay = 22y + 3y’x
y realizar la derivada
Vh(z,y) =V (go F) (z,y) = (4333/ + 3y2, 222 + 6y:p)
que obviamente coincide con la anterior.

14. Resuelve los siguientes ejercicios, en primer lugar calculando la composicién (es decir, expresando z
en funcién de t) y, en segundo lugar, usando la regla de la cadena:

— o2t
a) z(x,y) = Vo + 92 siendo { y:f;ﬁl(t—l) calcula gj
. = e 2ts 0z 0z
b) z (x,y) = VT + 32 siendo { =82 +In(t—1) calculagyg
x=2r—3s+4
c) z(z,y) =zln(y) +e¥* siendo y== calcula @, Ou y Ou
L1 or’ or = ot
Solucién:

a) Usando la composicién

z(zy)=z (e, 1+In(t—1)) = Ve 2t (1+In(t—1) =+ 1 +In(t—1))>°

y por tanto
0z ¢ 1
—=—"421+In(t—-1)) —
5 e " +2(1+In( ) —
Usando el teorema de la funcién compuesta tendremos
0z 0z 0x 0z 0y 1 _ot 1
— = 2e 2y——
ot x ot Togot 2f( )+ 2y
1
= 2e %) + 2 In(t—1)) —
v ("2¢) +2(L (1) y
1 1

= —e_t+2<1+1n(t—1))m

b) Usando la composicién

z(z,y) =z (e 25, +In(t — 1)) = Ve 254 (s> + In(t — 1)) = e te’?4 (s> +In(t— 1))2

y por tanto
0z —t_s/2
— = e’ 2 | -1
Y +2(s*+In(t ))t_1
s/2
gz - < ; FA(s2 1 In(t—1))s
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Usando el teorema de la funcién compuesta tendremos

?; = g;gf + gzg‘:{ = 2\1/5 (—2e72F5) 4 2y$

-l (o) po(@al(-1)
2v/e 20+ t-1

— _67;8/26—2“3 +2(s*+In(t—1)) 1

= —ete?/?4+2 (82 +In(t— 1)) -1
- 2\/:_2% () +4(s*+In(t—1))s
= %Tlesp () +4(s*+In(t—1))s
= e—t;,s/2 +4(s*+In(t- 1) s

¢) Usando la composicién
u(z,y) =u (2r — 3s + 4t, g, i) =(2r —3s+4t)In (g) tesr = (2r —3s+4t)In (g) tes

Derivando directamente

0 2 2 — At
g _ 21n(f)+(2r—3s+4t)$=21n(f)+w
or S r -
ou r -2 ot ¢ r 1t &
% = *31n<§)+(2rf‘*38+4t) % 78*263—731n(;)7(27’735+4t);78*263—
ou r 1 :
()l
ot s +Se
y usando el teorema de la funcién compuesta
ou Oudr Oudy Oudz x 1 t
R A Tt A Mo | 9 hd yz vz [ _
or dr Or Oyor 0zO0r n(y) —i—(y—l—ze >S+ye < 7"2)
2r — 4 1
= 21n(r)+<(r ik t>s+te§)+rei (—2)
s r r s s r
_ 21n<f)+(27‘—38+4t) ieﬁ_ieﬁ
s r rs sr
2r — 4
_ 21n(£)+m
s r
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ou _ uds  0udy  Ouds _
0s drds Oyds 0z0s

o) (B ()

_ _31n<f> _ (@r-3s+4t) L
S S S

_ z va) (L vz
31n(y)—|—< + ze )( 82)—|—ye 0

ou oudr Oudy Oudz B T yz yzl
ot 8$8t+8y8t+8z8t_4ln(y)+<y+ze > 0+ye

1
= 4ln(y) + Tes=
s

1
= 4ln(y) + geé

0z 0 0
15. Sea z = 222 — 3y, con z = u +v +w e y = u*v*w?, calcula ¢ o= :

ou' v Y ow
Solucién: Utilizamos el teorema de la funcién compuesta
0z _0z0x  0z0y

90" 0rou 9y ou = 42 — 9y2uvw? = 4 (u + v + w) — 18u3viw?

O _Delm 220y _ 2Zow?) = 4.3 4
90 = 9000 T oy o0 — @ 18y (wvw?) =4 (utvtw) — 18utvtw

0 _9z0n 900 o
ow 8m8w+8y8w =4z 18y(u v w) =4(u+v+w)— 18u v w

16. Sea u:R3> — R, dada por
u(@,y,2) = (@ +y)' +¢° (2 +2)°

con

2

r=r-5-€'; y:r-s~ln(1+t2); z=r"-5-cost

Calcula, usando la regla de la cadena, Vu, parar =2, s=1y t=0.
Solucién: Como (9, so,to) = (2,1, 0) entonces (z (19, o, to) , ¥ (70, S0, t0) , 2 (70, S0, t0)) = (2,0,4)

Tenemos la funcién u
u:R = Rconu(z,yz2) = (x+y)+12(z+z)
y tenemos la funcién F' de cambio de variable
F:R?® = R3con F(r,s,t) = (rse_t,rs In (1 + tz) , 125 Cos t) = (z,y,2)
y se pide J (uo F) (2,1,0). Usando la regla de la cadena:

J(uo F)(2,1,0) = Ju(F(2,1,0)) - JF (2,1,0) = Ju(2,0,4) - JF (2,1,0)

23



17.

por una parte

Ju (r,s,t) = (

—t

se
sln (1 —|—t2) rln (1 —I—t2)

y por otra

JF (r,s,t) =

y finalmente

2rscost

J(uo F)(2,1,0) = (32,32,0) (

4(x+1y)>+ 302 (2 +2)?
4(z+y)?+2y(z+2)°

32 (2 4 z)?

re‘t

2

r“cost

T

) = Ju(2,0,4) = (32,32,0)

—rse”t 1 2 -2
ot _

TSTIE =JF(2,1,00=1 0 0 0

—r2ssent 4 4 0

1 2 =2

0 0 O :(32 64 —64)

4 4 0

Dada la funcién f : R? — R de clase C2 (R), demuestra que

siendo

Solucién: De las relaciones entre (u,v) y

o’f
ox

5 (T,y) +

ou

e

92
o

U=

ou

ay

52 2
_ .07 O°f
7y> 2ﬁ< U)—i_QW (u,v)
+y V= —y
(x,y) obtenemos
ov ov
=lig, =lig, =L

Usando ahora la regla de la cadena para obtener las derivadas parciales primeras

y ahora las segundas

*f
0x2

24

6f 8f6u 8f8@_ﬁ+g
dr Oudr Owdr Ou v
of Ofou  Of ov g B g
dy  Oudy  Owdy Ou v
9 (9F\_ 0 (0 Of\_ 0 (01, 9 (0f
Ox \ Ox 8x ou Ov Oz \ Ou Ox \ Ov
_ of of of
= (au <au> oz " v (au> 81‘) + <a <8v) or o0 <
O?f  O*f O?f | O*f
ou?2  Oudv Ovdu  Ov?
B, P o
Ou? Oudv  Ov?

of
ov

)3)



[\

= ) (@) -5 (5) - %(3)
)a o (o) o)~ (@ (20) 3+ e (32) )

2 oy f  of
w2 Oudv Ovdu  Ov?
o:f 0  O2f
Ou? 28u0v + o2

Sumando ambas expresiones

o1 fﬂf:<y7+28% yf)+<yf_287 Wf)_Q(Wf a%)

922 T oy2 =\ 02 T “ouon T 902 92 “oude T a2 a2 T a2

18. Sea z (x,y) una funcién de dos variables que verifica la ecuacién en derivadas parciales

0 0
0z L0 _
ox oy
Hallar la ecuacién transformada si se utiliza el cambio de variable
u=x+2y
v=3T — 2y

Solucién: Usaremos la regla de la cadena, teniendo en cuenta que

ou ou ov v
%—1,%—2,%—37%—*2

Notar que el determinante Jacobiano de la transformacion es

ggz;i N ( ; —22 > = det (gg;‘;i) —2-6=-8#0

y por tanto es un cambio de coordenadas vélido. Si derivamos respecto de x

0z 0z0u 0z0v 0z 38,2

9z~ udz  Gvdx  ou v
y ahora respecto de y

9z _0z0u  0z0v _,0z ,0z
dy Oudy Ovdy Ou ov

sustituyendo en la ecuacién

0z 0z 0z 0z 0z 0z 0z 82’

19. Sea z (x,y) una funcién de dos variables que verifica la ecuacién en derivadas parciales

0%z 0%z 0%z
o4 Y% 1Y%
Ox? + Oxdy + 38y2 0
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Halla la ecuacidn transformada si se utiliza el cambio de vari

u=2x+2y:

Solucién: Es el mismo cambio del problema anterior con

iable

v=3T — 2y

du_ v o
Ox "y " Ox " Oy
Si derivamos respecto de x
0: _0:0u 0:00 _0: 03
or Oudx Ovix au v
y ahora respecto de y
0: _0:0u, 0z0v _ 05 0
Oy Oudy 0Ovdy ou ov

Y ahora obtenemos las derivadas parciales segundas derivando las expresiones anteriores

Feo 0 (0:\_ 0 [0z 0
oz2 9z \0z) 0Oz \du ov
(0 (0:\O0u 0 (9N v\ (0 (0=\0u 0 (0=\
N Ou \Ou /) dxr Ov \du) Ox Ou \Ov/) 0xr Ov \Jv) Oz
0%z 02z 0%z 0%z 0%z 0%z 02z
= w2 Poua <8vau *3%2) = 9wz T 09000 T Va2
Pe 0 (0:\_ 0 (0: 0
o2 oy \ody/) Oy \ ou ov
(0 (0:\0u 0 (0:\Ou\ (0 (0:\Ou 0 (0:\ 00
N Ou \Ou /) 0y Ov \Ou) Oy Ou \Ov/) 0y Ov \dv /) Oy
2 2 2 2 2 2 2
_ 40 0 (02 G0 0 g0, 0%
ou? Oudv Ovou Ov? ou? Ovou Ov?
i 0 (0:\_ 0 (0=, 02
oxdy oy \oz/) Oy \Ou ov
_ (9 (02N Ou O (0z\0Ov\ (0 (0z)\0u O (0z)0v
 \Ou\ou) dy Ov\ou/ Oy Oou\0Ov/) dy 9Ov \dv/ dy
0%z 0%z 0%z 0%z 0%z 0%z 0%z
2au2‘2auav+3<2avau 2(%2> 250+ 45000~ Oa07
sustituyendo en la ecuacién
0%z 0%z 0%z
022 * 483:(93/ + 38y
0%z 0%z 0%z 0%z 0%z 0%z 0%z 0%z 0?2
<8u2+6803u+93 2)+4<28 > T 45000 " 9902 2>+3< 5~ Sovon T av2>
P e
ou? Ovou Ov?
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20. Sea f (z,y) una funcién de dos variables que verifica la ecuacién en derivadas parciales

92 02 B, 9
20°f o f+ i+yf
dy

:ra—l—828 0

Hallar la ecuacién transformada si se utiliza el cambio de variable

Solucién: El cambio es vdlido puesto que

det(ggzgi) :det< eou e‘{, ) = vtV £

y usando el teorema de la funcién inversa
d(u,v) [(0(z,y) ! (e* 0 (3
o(z,y)  \0(u,v) N 0 e?v ) O

ou_1ou_ v o
8$_x8y "ox Oy
Usando la regla de la cadena calculamos las derivadas parciales de f respecto de v y v
Of 0fdu Ofdv _10f
Ox  Oudr  Ovdxr xdu
of _orou_0fov_10f
dy Oudy Ovdy yov

<= O
N———

por tanto

y las segundas derivadas

Pf af\ 0 (1af\  19f 10 (of
92~ o (ax>—ax<m>—‘$zaﬂma <a>
o 1oaf 1 of
- ‘gczau%(au(au) < )a)

:_18f+1<162f>: 1 of O*f
x

z2 Ou x Ou?

x2 Ou m2 u?
>f Of\_ 9 (1of\_ _10f 10 (0f
oy 8y oy oy \y ov y2ov  yoy \ Ov

_vap (0 (ar\ou 0 (5w
N 280 y \ Ou (911 ov ) Oy
_1of 1 __iﬁ+i4£
N 231} Y y8v2 2 0v 2 On?
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y sustituyendo en la ecuacién

2af #f  of  of
Vo s Ty

9 10f 10%f 9 1 af 1 0%f 10f 1of\

bt B o (e g t) e () () = o

2 0u  z? Ou? 2 v

/\\_/

8f O f —g—l—ﬁ af af _ 0

“ou " ou? B
0%f  0%f
ZJ L2 —
0wz 02

21. Probar que la expresidn
yz4 + 2223 — % =
define a z = ( y) como funcién implicita de = e y, en un entorno del punto (1,0). Calcula en

dicho punto axazy

Solucién: Hay una ecuacién y 3 incégnitas, lo que indica que hay dos variables independientes.
La funcién es
o (z,y,2) = yzt + 222% — ™2

Para encontrar el valor de z damos los valores z = 1 e y = 0 indicados
B -1=0e2=1

luego tenemos que comprobar que se cumplen las dos hipotesis del teorema de la funcién
implicita en el punto (1,0, 1):

a) Las ecuaciones se cumplen en el punto indicado

©(1,0,1)=0-1*+12.13 01 =

9y
0z

d
(%yﬂ):4wﬁ—&ﬂf—ﬂwﬁwz>ggﬂﬂﬂ):—3¢0
z

Luego se cumplen ambas hipétesis y la funcién ¢ define a z como funcién implicita de las variables
Tey.

Para encontrar la derivada pedida utilizaremos la ecuacion inicial. Si derivamos respecto de =,

teniendo en cuenta que z = z (z,y). Por simplicidad en las expresiones se utilizard z en lugar de
z

2@y ya=Fyny=5
e (yo* + 2%2% — e = 0) =
4y, + 2223 + 322222, — €7 (yz + wyz,) = 0 (1)

y evaluamos en el punto (1,0, 1) sabiendo que x =1,y =0y 2z(1,0) =1

2432, (1,0) =0 = 2, (1,0) = —=
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y para la derivada respecto de y

0 0
7ay (yZ4 + $223 — exyz — O) = ay (yz4 + :1;22/3 ezyz) — 0
2’4 +4 3 2,2,  _xyz —
yz°zy + 3x 22y — ™ (xz + xyzy) = 0 (2)

que para el punto (1,0,1) se obtiene
1432, (1,00 —1=0= 2,(1,0)=0

Para obtener la derivada solicitada, podemos derivar (1) repecto de y o (2) respecto de z. Si
usamos (1)

0
dy (4y232, + 222° + 322222, — €% (yz + 2yz,)) = 0

4z3zm—|—12yz2zyzx+4yz3zmy—|—6xz22y—l—3x2 (2zzyzz + ZQny) —e™* (22 + xyzy) (Y2 + vyze)—e™* (2 + yzy + 22, +

Ahora sabemos que x = 1,y =0,z = 1,zw:—% yzy=0
8 2
—§+3zxy—1—|—§:0:>zxy:1

22. Probar que el sistema de ecuaciones

2y +sen (xyz) + 22 =1

eV +rxz=1

define a las variables y y z como funciones implicitas de x, en un entorno del punto (1,1, 0). Calcula
y' (1) y 2 (1).

Solucién: Hay dos ecuaciones y 3 incégnitas, lo que indica que hay una variable independiente.
Las funciones son

p1(2.y,2) = ay+sen(ayz)+2° —1
po(2,y,2) = e +az—1

Tenemos que comprobar que se cumplen las dos hipdtesis del teorema de la funcién implicita en
el punto (1,1,0):

a) Las ecuaciones se deben cumplir en el punto indicado

¢, (1,1,0) = 1*1+sen(1-1-0)+0°-1=1-1=0
0y (1,1,0) = e 41.0-1=1-1=0

b) El jacobiano de las funciones ¢, respecto de las variables dependientes debe ser distinto de

cero
0 (1, 92) (7)) = 22+ wzcos (zyz) wycos (zyz) + 2z
d(y, 2) Y - zeY? ye¥? +x
d (g1, 2) o1
det <a o (LL0)) = |, 45| =270
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23.

Luego se cumplen ambas hipdtesis y las ecuaciones definen a z e y como funciones implicitas de
la variable z.

Para encontrar las derivadas pedidas utilizaremos que

0(y,2) _ 9 (¢1:2) - 9 (¢1:2)
o) hO = <a<y,z> (1’1’°)> ( 9 (x) (1’1’0))

B _(1 1>‘1 %21 (1,1,0)
N 0 2 %2 (1,1,0)

Derivando las funciones respecto de = e igualando en el punto (1,1,0), obtenemos

91 _ 91 _
o (x,y,2) = 2xy+yzcos(ryz) = o (1,1,0) =2
Dy _ 0y _
a$ (CC,y,Z) = z= am (17170)_0
por tanto
0 (y, 2) B 1 —% 2\ ([ -2
o) LO= (o o )= o
y por tanto
1) = -2
Z(1) = 0

Suponiendo que las ecuaciones
ut20—22 492 =0

20—v—2zy =0
define a las variables v y v como funciones implicitas de x e y, en un entorno de un punto adecuado.

ou Ju Jv ov
Calcula oz’ @, or %

Solucién: Hay dos ecuaciones y 4 incégnitas, lo que indica que hay dos variables independiente.
Las funciones son

o1 (T,y,u,v) = u+2v—x2+y2

Po (@, y,u,0) = 2u—v—2xy

Como nos indican que u y v son funciones de z e y en un entorno de un punto, por ejemplo,
Py = (z0, Yo, uo, v9), entonces se cumple:

a) Las ecuaciones pasan por el punto, es decir, se cumple

¥1 (xovyOaUOaUO) = U0+2U0_m(2)+y8 =0

©9 (20, Y0, u0,v0) = 2ug— vy —2zoyo =0
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24.

b) También debe ocurrir en ese punto que el jacobiano de las funciones ¢, respecto de las
variables dependientes es distinto de 0

9 (1, #2) 12
8(111,,1))2 (xayyuav) = ( 2 _1 )
det <88(S(011L: (5)2) (Io,yO,UO,UO)> = ) ; _21 ) =—-1-4=-5#0

que se cumple para todos los puntos, asi que lo 1inico que necesitamos es cualquier punto
solucién del sistema de dos ecuaciones.

La derivada implicita, viene dada por la expresion

0 (u,v) [ 9(¢1,09) L7001, 09)

9 (z,y) (20, Yo, uo, vo) = — (M (:L‘o,yo,uo,vo)) (8(:110,3/)2 (:Eo,yo,uo,vo))
2
5
4)

La matriz es constante y su inversa es
mientras que la derivada de las funciones respecto de las variables independientes es:

(; 31 >_1:<
M(I’y’ujv) _ (—zx +2y>

(SN SIE

0 (z,y) —2y —2z
0 (1, p2) ( —2x9 +2yo >
T 72 (%0, Yo, U, Vo) =
D (r,y) (70 Y0r 10 ) 9y 21

y sustituyendo en la expresién anterior

0 (u,v 12 —9%0 42 2004 4 —2y0+ 42
a( ) (m07y07u07'l)0) - - < % 5]_ ) ( 9 0 2y0 ) — ( 52 0 54y0 %yo ?1 0 >
($7y) 5 _g - y[) —zX( —gyo —|— 51“0 _glno _ gyo

Probar si la expresién
xy—r+2z+4+e* =2

define a z como funcién implicita de = e y, en un entorno del punto (1,2) con z(1,2) = 0. Calcula

: 0z 0z 9%z 9%z 9%z
en dicho pUntO %’87;’ el 920y Yy 87y2

Solucién: Comprobamos las hipétesis del teorema de la Funcién Implicita. Tenemos una ecuacion
y 3 incégnitas, por tanto tendremos dos variables independientes. mientras que la funcién ¢ es

oz, y,2)=zy—x+2z+e —2
a) La funcién debe anularse en el punto (1,2,0)
©(1,2,0)0=2—-1+0+1-2=0

b) Como sé6lo hay una variable inpendiente la segunda hipétesis que debe cumplirse es g—f (1,2,0) #

0
Oy dp 0
kad =2+4e° = -2 (1,2,0)=2+¢" =3+
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Entonces podemos poner z = z (z,y). Para obtener las derivadas pedidas, usamos la ecuacién y
la derivamos respecto de x e y. Por comodidad usaremos la notacién % = z, para expresar la

derivada
8% =>y—1+2z,+2,65=0

xy—xr 422+ =2=
%:x—l—%y—i-zyezzo

y si evaluamos en el punto (1,2) con z(1,2) =0

(%)(M);»2—1+2zz(1,2)+zm(1,2)e0:0:1+3zx(1,2):0¢zx(1,2):—%

(3%)@2) = 1422 (1,2) + 2 (1,2) €2 = 0= 1+ 32, (1,2) = 0= 2, (1,2) = —1
y volvemos a derivar para la segunda derivada

2
% = 220 + Zgp€® + zgez =0

o2
Feoy = L1 22ay + Zay€” + 2pzy€” =0

2
% = 14 22y, + 2ya€® + 2zy2e° =0

| a% = 2zyy + zyy€® + zgez =0
Y sustituyendo los valores z =1, y = 2, 2(1,2) =0, 2, (1,2) = —% y 2y (1,2) = —3
2200 (1,2) + 220 (1,2) 612 4+ 22(1,2) 21D = 0 & 2, (1,2) = —
1+ 22 (1,2) + 2y (1,2) €612 4 2, (1,2) 2, (1,2) 21D = 0 ¢ 24 (1,2) = — 12

L+ 225 (1,2) + 20 (1,2) €612 4 2 (1,2) 2, (1,2) 21D = 0 & 24 (1,2) = — 22

\ 22y (1,2) + 2y (1,2) 212 4 22 (1,2) 212 = 0 & 2, (1,2) = — 1=

25. Probar si la expresion
ze® +ye 4 ze¥ =2
define a z como funcién implicita de = e y, en un entorno del punto (1,1) con z(1,1) = 0. Calcula
: a o)

en dicho punto 3%y 8—5.

Comprobamos las hipétesis del teorema de la Funcién Implicita. Tenemos una ecuacién y 3
incégnitas, por tanto tendremos dos variables independientes. mientras que la funcién ¢ es

o (2,y,2) = xe® + ye" L 4 ze¥ — 2
a) La funcién debe anularse en el punto (1, 1,0)

0(1,1,0)=1+140-2=0

b) Como sé6lo hay una variable inpendiente la segunda hipétesis que debe cumplirse es g—f (1,1,0) #

0
Y
9 (4 N RN #
Z( ,y,Z) e (& Z(, ,0) e 0
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26.

Entonces podemos poner z = z (z,y). Para obtener las derivadas pedidas, usamos la ecuacién y
la derivamos respecto de x e y. Usando el teorema de la funcién implicita

a(‘ny) (1,1,0) = — (gf <1,1,0)>_1 (% (1,1,0>>

El primer factor lo hemos calculado antes y al ser un nimero real

Oy -1 1
<az (1,170)> - 1+e

Para obtener el segundo, derivamos la funcién respecto de x y respecto de y

Op 1 Oy
9 e” +ye = 8$( ,1,0) +
Op 1 y . Op
— =¢" = —(1,1,0)=1+0=1
9y e’ + ze By ( ) +
y por tanto
0z 1 0z -2 0z -1

9 (z,y) (1, ’0):_14-6

Podemos también utilizar la ecuacion

(2,1) = == (1,1) =

Ox (1,1) =

1+e” 8y 1+e

8% = e* +aze” +ye” 4 2,eY =0

ze® +ye® 1 2V =2 =
8% = zzye” + e 4 zy€¥ + ze¥* = 0

yen (1,1)
0
ai(m) = 11,1+ 1 2 (1,1) el =0= 142, (1,1) + 1+ 2, (1, 1) e = 0
T
2
24+ (14+e)2,(1,1) = 0<:>,2730(1,1):—1+6
0z 0,0 1 1.0
a—y(l,l) = lz,(L,1)e"+e +2,(1,1)e +0e” =0=2,(1,1) +1+2,(1,1) =0
1
1422 (L1) = 06211 =—7—

Estudia si el sistema de ecuaciones

zy+axyz+2—1=0

zyz =0

define a las variables y y z como funciones implicitas de z, en un entorno del punto (1,0, 1). Calcula
y' (1) y #' (D).

Solucién: Hay dos ecuaciones y 3 incégnitas, lo que indica que hay 1 variable independiente.
Las funciones serfan

o1 (r,y,2) = zy+ayz+z—1
o (2,y,2) = zyz

Como nos indican que y y z son funciones de z en un entorno de (1,0, 1):
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a) Las ecuaciones tienen que pasar por el punto

©(1,0,1) = 1-041-0-1+1—1=0

©y(1,0,1) = 1:0-1=0

b) También debe ocurrir en ese punto que el jacobiano de las funciones ¢, respecto de las
variables dependientes es distinto de 0

9 (p1,09) :<x+a:z :cy—l—l) <8(g01,<p2) ):‘ 2 1 ‘:_
.2 (z,y,2) s y = det D2 (1,0,1) 1 0 1#0

La derivada implicita, viene dada por la expresién

9 (y,2) _ 9 (1, ¥2) - 9 (¢1, ¥2)
ey == (555 won) (M52 wo)

2 1\ ' [0 1
10 L1 =2
mientras que la derivada de las funciones respecto de las variables independientes es:

Calculamos la inversa

y sustituyendo en la expresién anterior

0(y,2)

ot v 9==(1 %) (1) =)

27. Sea o'y 8 dos niimeros reales. Prueba que la ecuacién

sen (ax + Py + z)e* =0

define a z como funcién implicita de x e y, en un entorno del punto (0,0,0). Determina los valores
de a y 3, para los que se cumple

0z 0z
%(an) _3y aiy(o’o)_*?)

Solucién: Hay 1 ecuacién y 3 incégnitas, lo que indica que hay 2 variables independiente. La
funcién serian
¢ (2,y,2) = sen (ax + By + z) €

a) Las ecuaciones tienen que pasar por el punto

©(0,0,0) =sen(a-0+5-04+0)e’ =0
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28.

b) También debe ocurrir en ese punto que el jacobiano de las funciones ¢ respecto de las
variables dependientes es distinto de 0. En este caso como sé6lo hay una variable dependiente,
este jacobiano es la derivada de la funcién

(z,y,2) = cos(ax+ By + z)e” +sen(ax+ Py + z)€e*
= ¢e*(cos(ax + By + z) +sen (ax + Py + 2))
9 (¢) _ 0 —
det(a(z)(0,0,0)> = e (1+0)=1+#0

La derivada implicita, viene dada por la expresién

% o=~ (3D 9 (2 r09)

o) 0(:) 5(w,9)
9 (¢) - Z Z
3(9:,y) (a:,y,z) = (acos(ax+5y+z)e,Bcos(ax+ﬁy+z)e)

= e“cos(ax + py + 2) (o, )

que en el punto (0,0, 0), seria
d(z) D) (0 B) = (—a —B) = 0z 0z
T (0,0.0) =~ ()7 (@,8) = (o -5) = (52 0.0). 5 0.0)

oz

de donde se deduce
a=-3yf=-3
La ecuaciodn
3y3:v4 — a:2y =2
idefine a y como funcién implicita de z en zg = 17 Justifica la respuesta y, en caso afirmativo,
calcula la ecuacién de la recta tangente a y en dicho punto.

Hay 1 ecuacién y 2 incégnitas, lo que indica que hay 1 variable independiente. Las funciones
serfan

¢ (z,y) = 3y°a" — a2’y -2
Como nos indican que y es funcién de x en xo = 1, primero hay que encontrar el valor de yq,
para ello

a) La ecuacién tiene que pasar por el punto

¢(L,y0) =3y —yo—2=0

que es un polinomio de grado 3 y por tanto tendra tres soluciones. Podemos probar por
Ruffini que yg = 1 es una raiz, lo que permite descomponer el polinomio en

3y —yo — 2= (yo — 1) (33 + 30 +2)
y las otras dos raices se obtienen resolviendo la ecuacién de segundo grado
=3+ V9-24
B 6

que son complejas y por tanto no nos sirven. El punto debe ser el (1,1).

Yo
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b) La segunda hipdétesis del teorema nos dice que la derivada de la funcién ¢ respecto de la
variable dependiente y en el punto (1,1) que hemos encontrado debe ser distinta de 0
I

D 2y, 2) = 9Pt — 22 =
o (@y.7) =0y

dp

C(1,1)=6-1=
8y(’) 6 5#0

luego y se puede poner como funcién implicita de x.

Para encontrar la ecuacién de la recta tangente en (1, 1) necesitamos conocer el valor de 3’ (1),
que podemos obtener derivando la ecuacién

9y2:v4y' + 12y3m3 — 2y — :E2y' =0
y sustituyendo en el punto x = 1,y (1) =1

6y (1)+12-2—9y' (1) =0<=5y (1) +10=0 <= ¢ (1) = -2

La recta tangente (es el polinomio de primer grado de la funcién y en x = 1)
y(D+y (M) @z—-1)=1-2(x—1)=—2z+3

La recta tangente serd
y=—-2x+3

29. Probar si la expresion
Tz +ye?* 7 =2

define a z como funcién implicita de x e y, en un entorno del punto (1,0) con z(1,0) = 2. En caso
afirmativo calcula Vz (1,0).

Hay 1 ecuacién y 3 incégnitas, lo que indica que hay 2 variables independientes. La funcién seria
o (z,y,2) = x2 +ye** % -2
Para que z sea funcién de z e y, en (1,0)
a) La ecuacién tiene que pasar por el punto (1,0,z(1,0)) = (1,0,2)
©0(1,0,2) =1-240-¢*1"1-2=2-2=0

b) La segunda hipdtesis del teorema nos dice que la derivada de la funcién ¢ respecto de la
variable dependiente z en el punto (1,0) debe ser distinta de 0

dp

0
5 (r,y,2) =z — ye?* 7 = g
P

3 (1,0,2) =1—-0-e*"1 =140
z

luego z se puede poner como funcién implicita de = e y.

Ty V) = ‘(gs»:(x’y’z))l(a(aasfy) w2))

9C) (10,9 = —(%(17072))_1( o) (1’072))

0E) (o - (26
ey 009 = ~07 (555 0:0)
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donde

luego

30. Sea el sistema de ecuaciones dado por
zu + you? = 2
zu + gt =2
y considera el punto P = (z,y,u,v) = (1,1,1,1)

a) Prueba que en un entorno del punto P el sistema define a las variables v y v como funciones
implicitas de = e .

b) Encuentra una expresién formal para la matriz jacobiana %.

c¢) Calcula el Jacobiano anterior en el punto (1,1). Indica cudl es el valor de % (1,1).
Solucién:

a) Hay dos ecuaciones y 4 incégnitas, lo que indica que hay dos variables independiente. Las
funciones son
1 (@,y,u,0) = zu+you? -2
¥2 (ﬂs,y,u,v) = mug +y2’U4 -2
Como nos indican que u y v son funciones de x e y en un entorno de un punto, por ejemplo,
P =(1,1,1,1), entonces se cumple:

1) Las ecuaciones pasan por el punto

0 (1,1,1,1) = 1-141-1-1>-2=0
0y (1,1,1,1) = 1-1341%2.1*—-2=0

2) También debe ocurrir en ese punto que el jacobiano de las funciones ¢, respecto de las
variables dependientes es distinto de 0

9 (¢1:2) _ T+ 2yvu yu?

0 (u,v) (@,4,u,0) = 3zu?  4y?od

9 (1, #2) _ |31 _
det< Dy LLLD) = |5 [=12-3=940

Como se cumplen las dos hipétesis del teorema, entonces las ecuaciones definen a u y v
commo funciones implicitas de = e .

b) La derivada implicita, viene dada por la expresién

9 (u,v)  [9(p1,09) (01, 49)
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a derivada de las funciones respecto de las variables independientes es:

9 (p1,2)
0 (x,y)

La expresion formal buscada serd

0 (u,v)

(@) =

T + 2yvu
3zu?

u
u

yu?
4q%03

d(z,y)

==

vu?
2yv?

) (

UU2

2yv?

)

que tendrd sentido cuando exista la matriz inversa.

Para el punto (z,y) = (1,1) y como u (1,1) =1y v (1,1) = 1, tendremos

0 (u,v) 3 1\ '/1 1 4 _1 1 1 _1 _2
(x,y,v,w):_( > < >:_< 9 9 — 3 9
9 (z,y) 3 4 1 2 -1 4 1 2 0o —i
y por tanto
ov
%(1,1)—0.

31. Sea f: A CR3 — R2 con A un conjunto abierto, @ € A tal que

1 -1 0

Jf(ﬁ):(—l 11

)

Calcula la diferencial de f en @ y las derivadas parciales y las derivadas direccionales en las direc-
ciones de los vectores vy = (—1,—1,1), vy = (—1,—1,—1) y w3 = (0,—1,0) de las funciones
coordenadas de f en @.

Solucién: La diferencial viene dada por

(D )( )

Las derivadas parciales serfan las derivadas direccionales en la direccién de los ejes coordenados
que podemos obtener usando el Jacobiano

h—k
—h+j+k

df (@) 7 = =

ol S

De—k»f(ﬁ)zdf(ﬁ)a:<_11 " ?)a;
de forma que
of 1 -1 0 1 1
0
. of 1 1 0 0 .
0
> of — 1 1 0 0 0
1
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El resto de derivadas direccionales se calcula de modo andlogo = (—1,-1,1), = (-1,-1,—-1) y

= (0.-1,0
pef@ = (4 1Y) :11 (%)
pes@ = (4 7 1) j -(4)
pef@ = (4 1Y) ‘Zl (1)

32. Sea f: ACR? — R, con A un conjunto abierto, @ € A tal que la matriz jacobiana de f en @ es
Daf(@) =1 & =(10,1)

Dgpf(d)=0  v3=(0,1,1)

Calcula la diferencial de f y las derivadas parciales en a’.

Solucién: El Jacobiano de la funcién f en el punto @, viene dado por

i@ = (g G Jh)

Y el enunciado del problema nos da la siguiente informacién
Dpf(a)=-1=Jf(d) v =-1

es decir

(@ @5 @) ann-1= @ a-a

y el resto de vectores

(F@f@ @) wun-1=F@+ @
(F@ @ @) oin-o= @+ @-o

que nos proporciona un sistema de 3 ecuaciones (las derivadas direccionales) y 3 incégnitas (las
derivadas parciales en el punto) que tiene por solucién

of

%(7) =0
of .
a—y(a) = -1
of
g(a) =1
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La diferencial viene dada por

(o)

of

o Of
a—y(a)dy—l—az(a)dz— dy + dz

df (@) = 52 (@) do +

33. Calcula el gradiente y la matriz Hessiana de las siguientes funciones:

(a) f(x,y)=sen(z+y)e* Y, (b) g(z,y,z) =xye’?, (¢) h(z,y,z)=cos(x+2y+3z).

Solucioén: Derivamos dos veces en cada caso

a)
% (z,y) = (cos (z +y) +sen(z +y))e” Y
(@) = sen ( + ) "V =
% (z,y) = (cos (x +y) —sen(x +y)) e’ Y
y
o*f o . .
@(m,y) = (—sen(z+y)+cos(z+y)) e Y+(cos(z+y)+sen(x+y))e® ¥ =2cos(x+y)e’
o*f 0% f Ty 2=y
m(ﬂ%y) = m(l‘,y) = (=sen(z +y) +cos(z +y))e" ¥ — (cos(z +y) +sen(z +y))e
= —2sen(x+y)e* Y
@(:p,y) = (—sen(z+y)—cos(z+y)) e Y—(cos(z+y)—sen(x+y)) e’ ¥ =—-2cos(x+y)e
siendo
_( 2cos(z+y)e”™¥ 2sen(w+y)e” ¥\ _ ., cos(zx+y) —sen(r+y)
Hf(z,y) = ( —2sen(z4vy)e* Y —2cos(x+y)e” ¥ ) 2e —sen(z+y) —cos(z+y)
b)

o)
oy (T, Y, 2) = ye¥

g (z,y,2) = zye’* = g—g (x,y,2) = ze¥? + zyzeV* = xe¥* (1 + yz)

% (2,y,2) = zy?eV?
y o2
g
W (CC, Y, Z) =0

0%g 0%g
ZI - 79 — oY% (]

9%g 9%y i

0201 (95,3!7 Z) = 9102 ($>yaz) = ery

92 (x,y,2) = xze’” (1 +yz) + vze¥* = vz (2 +yz) €Y
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Py (x,y,2) = Py (z,y, 2) = 2zye¥” + zy?ze¥* = zy (2 + yz) ¥*
020y~ 7 oyoz 7
82
aizg (LL’, Y, Z) = $y3eyz
siendo
0 e¥* (1 + yz) y2ev?
Hg(z,y,2) = | e (1+yz) zz(2+4yz)e”” ay(2+yz)e””
y2ev® xy (24 yz) e¥? xylev?
0 1+yz y?
e | 1+yz z2(24yz) xy(2+yz)
v oay(2+yz) oy’
c)
% (x,y,2) = —sen (z + 2y + 32)
h(z,y,z) = cos(z + 2y + 3z) = % (z,y,2z) = —2sen (x + 2y + 32)
% (z,y,2) = —3sen (z + 2y + 3z)
y 92
h
92 (z,y,2) = —cos (z + 2y + 3z)
9?h 0?h
9yox (z,y,2) = 920y (z,y,2) = —2cos (z + 2y + 32)
0%h 0?h
9290 (x,y,2) = 9205 (x,y,2) = —3cos (z + 2y + 3z)
0?h
a7 (x,y,2) = —4sen (z + 2y + 3z2)
0h 0?h
8783/ (‘/L‘)y7 Z) = ayaz (337:% Z) = —6cos (l‘ + 2y + 3’2)
0?h
52 (x,y,2) = —9cos (x + 2y + 32)
siendo
—cos(z+2y+3z) —2cos(r+2y+3z) —3cos(z+2y+3z2)
Hf (x,y) = —2cos (x4 2y +32z) —4dsen(x+2y+3z) —6c¢os(z+ 2y + 3z2)
—3cos(x+2y+3z) —6cos(z+2y+3z) —9cos(z+ 2y + 3z2)
1 2 3
= —cos(z+2y+32)[ 2 4 6
3 6 9

34. Sea f : R — R una funcién derivable dos veces y ¢ una constante. Comprueba que la funcién

¢ (2,t) = 3 (f (x—ct) + f (x + ct)) es solucién de la ecuacién de ondas

¢ _ 10%
0x2 2 o2
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Solucion: Si tomamos
u=x—ct

v=x+ct

entonces usando la regla de la cadena

00 _1 (0fou o ow
ox 2\ oudxr Ovox

y como f es una funcién real de variable real % = f"(u) y por tanto

0 1
a% =3 (f' (@ —ct)+ f (z+ct))
y derivando otra vez
a2¢ 1 1! "
mientras que si derivamos repecto de ¢

0 1 /0f0 of o 1 / '
8q7fb:2<8£8¥+8£8:>:2(_cf (x—ct) +cf (z+ct))

y derivando otra vez obtenemos la igualdad buscada

2

0%z’

35. Sean f : R?® — Run campoescalary o (t) = (z(t),y(t), 2(¢)) una curva. Calcula %f (xz(t),y(t), 2(t)).
Aplica la férmula obtenida para el caso concreto f (z,y,2) = 22 +y? + 22 y o (t) = (cost,sint, 1).
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Solucién: Usando la regla de la cadena

d _Ofdx _9fdy  Of oz
%f (:B(t),y(t),z(t)) = %E —+ a—ya + Ea

o usando la notacién usual de derivada para funciones de una sola variable

of of

G @0, 2(0) = (0 5 @000 20+ () 5. ol

(w(t) y (1), (1)) +2" () 57

z

(@(2), (1), 2(t))

Para el ejemplo tendremos

2 (t) = —sent
y' (t) = cost
Z(@t) = 0

y por otra parte
Vi y, z) = (25,2y,22)

Usando el resultado obtenido
%f (x(t),y(t),z(t)) = —sen (t) 2cos (t) + cos () 2sen(t) +0-2-1 =0
El resultado se obtiene de la misma forma si hacemos la composicién
Fla®),y@),z) = (@)’ + (¥ 1)+ (2(t)* = cos®t + sen’t + 1> = 2

es decir constante sobre la curva y por tanto, como antes:

5 (a0), (1), 2() = 0.

©Silvestre Paredes Herndndez®
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